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sários à obtenção do t́ıtulo de Mestre em Matemática.
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2.1 Gráficos da função de distribuição acumulada Gumbel univariada para alguns
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2.2 Gráficos da função densidade de probabilidade Gumbel univariada para alguns
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Aspectos gerais

Em teoria das probabilidades a distribuição Gumbel é definida como um modelo

probabiĺıstico cont́ınuo que surge quando se toma o logaritmo de uma variável com a

distribuição Weibull. É também um caso particular da distribuição generalizada de valores

extremos (GVE) (Kotz e Nadarajah, 2000).

Uma das principais aplicações desta distribuição (ou modelo) é a de estimar valores

extremos para previsão de fenômenos raros. Desta forma, condições ambientais extremas

compõem um vasto campo de aplicações do modelo Gumbel. Por exemplo, em relação aos

estudos meteorológicos o interesse está na análise de observações e registros de máximos e

mı́nimos ao longo do tempo. Tendo em vista que os dados de chuva e vento apresentam,

geralmente, aspectos alarmantes e impactantes para a sociedade, eles estão entre os temas

mais discutidos da atualidade.

De acordo com (Beirlant et al., 2004), em análises sobre frequência de inundação,

tem-se interesse na estimativa anual de elevação do ńıvel de água, que é o ńıvel excedente

a cada T anos em média, sendo necessária uma grande quantidade de dados observados,

normalmente de um peŕıodo de 100 anos, mas a estimativa é realizada principalmente

com base em dados por um peŕıodo mais curto. Consequências das inundações superiores

a um certo ńıvel pode implicar em grandes inundações (Bruun e Tawn, 1998). Outro

parâmetro hidrológico para o qual a cauda da distribuição correspondente é de especial

interesse é a intensidade da precipitação, onde é posśıvel fazer modelagem em sistemas de

cursos de água, drenagem urbana e escoamento.
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Na maioria das pesquisas já publicadas, os pesquisadores têm o objetivo de exami-

nar valores que excedam um limiar espećıfico, que venha de alguma forma, ser comprome-

tedor para a sociedade. Em estudos mais particulares, os modeladores podem examinar,

por exemplo, quão comprometedor um certo valor possa ser para as reservas de uma

empresa.

Em todos os exemplos enfatizados acima faz-se uso de distribuições multivariadas

de valores extremos para a modelagem (Fougeres, 2004, Kotz e Nadarajah, 2000). No en-

tanto, poucos trabalhos envolvendo quatro ou mais dimensões têm sido desenvolvidos. Isso

porque, em geral, os modelos paramétricos de alta dimensionalidade têm funções de densi-

dades bastante complexas, tornando os procedimentos de inferência bastante complicados

(Stephenson, 2009). Com base nisso, neste trabalho, propomos um modelo multivariado

para predição de valores extremos espacialmente dependentes, em que a construção do

modelo é feita condicionando uma distribuição Gumbel com respeito a um efeito aleatório

espacialmente compartilhado seguindo uma distribuição alfa-estável. Algumas proprie-

dades deste novo modelo são apresentadas e um algoritmo de Monte Carlo Expectation

Maximization (MCEM) é desenvolvido para estimação dos parâmetros. A ilustração do

modelo é feita através da predição espaço-temporal de temperatura máxima no estado do

Amazonas.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é baseado na modelagem e predição espacial e

espaço-temporal de valores extremos.

Como metas e objetivos espećıficos, temos:

1 Construir uma classe multivariada para dados dependentes e desenvolver suas pro-

priedades;

2 Desenvolver e implementar um algoritmo para estimação dos parâmetros da classe;

3 Propor um modelo particular da classe multivariada para o problema de predição

espaço-temporal de temperatura máxima no Estado do Amazonas;

4 Comparar os resultados do modelo proposto com os resultados de um modelo padrão

existente na literatura.
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1.3 Estrutura do trabalho

A presente dissertação é composta de seis caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo decorre-

mos sobre aspectos gerais da distribuição Gumbel, como também definimos os objetivos

gerais e espećıficos. Em seguida, no segundo caṕıtulo, apresentamos uma revisão biblio-

gráfica que serve de suporte para o desenvolvimento do trabalho. No terceiro caṕıtulo, o

modelo Gumbel multivariado é constrúıdo a partir do condicionamento da variável a uma

mistura de distribuições α-estáveis e alguns casos especiais são abordados; suas proprieda-

des também são apresentadas. Em seguida, no quarto caṕıtulo, é apresentado o algoritmo

Expectation Maximization (EM) para a estimação dos parâmetros dos modelos anteri-

ores. No caṕıtulo cinco propomos um caso particular do modelo Gumbel multivariado

para a modelagem de dados espacialmente compartilhados e desenvolvemos o algoritmo

Monte Carlo Expectation Maximization (MCEM). No caṕıtulo seis o modelo proposto é

aplicado no problema de predição espaço-temporal de temperatura máxima no estado do

Amazonas.



Caṕıtulo 2

Revisão da literatura

Neste Caṕıtulo apresentaremos os principais conceitos e teorias matemáticas utili-

zadas no desenvolvimento deste trabalho.

Inicialmente, na Seção (2.1) faremos uma abordagem significativa da distribuição

Gumbel univariada, destacando sua importância para o estudo de fenômenos extremos,

e detalharemos suas principais propriedades, em especial àquelas que serão aplicadas nos

caṕıtulos posteriores. Na Seção (2.2), explanaremos sobre classe de distribuição estável

e suas propriedades mais relevantes. Em seguida, na Seção (2.3), faremos uma aborda-

gem a definição de distribuições condicionais G-exponencializadas usando como base a

técnica introduzida por (Lehmann, 1953) no contexto de teste de hipóteses. Na Seção

(2.4) serão apresentadas marginais G-exponencializadas. Posteriormente, na Seção (2.6),

será introduzido o algoritmo Expectation Maximization (EM), que é um método compu-

tacional para calcular o estimador de máxima verossimilhança (EMV) quando a função

log-verossimilhança dos dados observados é analiticamente intratável. E, finalmente, na

Seção (2.5), definiremos a distribuição Dirichlet que nos auxiliará na geração de vetores

aleatórios para o modelo Gumbel multivariado.

2.1 Distribuição Gumbel univariada

A distribuição de Gumbel, nomeada assim em homenagem a Emil Julius Gumbel

(1891-1966), surge quando se toma o logaritmo de uma variável com a distribuição Wei-

bull. Isto é, se a variável X tem uma distribuição Weibull, então a variável Y = log(X)

tem uma distribuição Gumbel. Ela é bastante utilizada para modelar a distribuição do
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máximo (ou do mı́nimo) de um número de amostras de várias distribuições comuns (Ex-

ponencial, Gamma, Normal, Log-Normal, etc), geralmente em série anuais. Desta forma,

em aplicações ambientais, torna-se muito eficaz em estudos sobre previsão de eventos raros

como terremotos, inundações e outros desastres naturais.

Definição 2.1. Seja Y uma variável aleatória (v.a). Dizemos que Y possui distribuição

Gumbel com parâmetros µ e σ, e denotamos por Y ∼ Gumbel(µ, σ), se possui a seguinte

função de distribuição acumulada (fda) (Ver Figura 2.1):

G(y;µ, σ) = exp

[
− exp

(
−y − µ

σ

)]
, y ∈ R, (2.1)

em que, µ ∈ R e σ > 0 são, respectivamente, os parâmetros de locação e escala.

−5 0 5 10 15 20

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

y

G
(y

)

µ=0.5, σ=2

µ=1, σ=2

µ=1.5, σ=3

µ=3, σ=4

Figura 2.1: Gráficos da função de distribuição acumulada Gumbel univariada para alguns

valores dos parâmetros.

Dentro da teoria dos valores extremos, a distribuição Gumbel é obtida como um

dos casos particulares da classe de distribuições generalizada de valores extremos (GVE)

(Markose e Alentorn, 2010).
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Considere a variável padronizada s =
(y − µ)

σ
, em que y ∈ R, µ ∈ R é o parâmetro

de locação e σ > 0 é o parâmetro de escala. A função de distribuição acumulada GEV é

dada por:

Gξ,s(y) = exp
[
−(1 + ξs)−1/ξ

]
, y ∈ R, (2.2)

em que ξ ∈ R é o parâmetro de forma. Deste modo, os três tipos de distribuições de valores

extremos são: Gumbel (ξ = 0), Weibull (ξ < 0) e Fréchet (ξ > 0) (Kotz e Nadarajah,

2000).

Definição 2.2. Se Y ∼ Gumbel(µ, σ), então a função densidade de probabilidade (fdp)

de Y tem a seguinte expressão (Ver Figura 2.3):

g(y, µ, σ) =
1

σ
exp

{
− exp

(
−y − µ

σ

)
−
(
y − µ
σ

)}
, y ∈ R.

−5 0 5 10 15 20

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

y

g
(y

)

µ=0.5, σ=2

µ=1, σ=2

µ=1.5, σ=3

µ=3, σ=4

Figura 2.2: Gráficos da função densidade de probabilidade Gumbel univariada para alguns

valores dos parâmetros.

A média e a variância do modelo Gumbel, são, respectivamente:

E(Y ) = µ− σγ e Var(Y ) = σ2π
2

6
,
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em que γ ≈ 0, 577 é a constante de Euler.

Para a estimação dos parâmetros µ e σ do modelo Gumbel univariado, temos que

a função de verossimilhança é dada por:

L(µ, σ;y) =

(
1

σ

)n
exp

{
−

n∑
i=1

[
exp

(
−yi − µ

σ

)
+

(
−yi − µ

σ

)]}
. (2.3)

Desta forma, a função log-verossimilhança é expressa por:

`(µ, σ;y) = −
n∑
i=1

(
yi − µ
σ

)
− n log σ −

n∑
i=1

exp

(
−yi − µ

σ

)
. (2.4)

Logo, os estimadores para µ e σ são obtidos resolvendo o sistema:
∂

∂µ
`(µ, σ;y) = 0

∂

∂σ
`(µ, σ;y) = 0

De acordo com (Mahdi e Cenac, 2005), a resolução do sistema é obtida numerica-

mente e produz os estimadores de máxima verossimilhança

µ̂ = −σ̂

[
1

n

n∑
i=1

exp
(
−yi
σ̂

)]
,

e

σ̂ = y −

n∑
i=1

yi exp
(
−yi
σ̂

)
n∑
i=1

exp
(
−yi
σ̂

) .

2.2 Distribuições estáveis

O conceito de distribuições estáveis refere-se à estabilidade de uma variável ale-

atória. Trata-se de uma propriedade em que uma combinação linear de duas ou mais

amostras independentes da variável tem a mesma distribuição, a menos de uma mudança

nos parâmetros de locação e escala. Resultados avaliados em teoria das probabilidades

mostram que todas as posśıveis distribuições tendo esta propriedade são membros desta

famı́lia de distribuições que possuem quatro parâmetros (Lukacs, 1970).

Definição 2.3. Uma variável aleatória E possui distribuição estável, denotada por E ∼

S(α, β, γ, δ), se sua função caracteŕıstica é da seguinte forma:

φE(t) =

exp [itδ − |γt|α(1− iβsgn(t)Φ)] , se α 6= 1;

exp [itδ − |γt|(1 + iβsgn(t)Φ)] , se α = 1.
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em que

� sgn(t) é o sinal de t;

� Φ = tan
(απ

2

)
se α 6= 1, caso contrário Φ =

2 log |t|
π

;

� δ ∈ R é o parâmetro de locação;

� β ∈ [−1, 1], é o parâmetro de controle de assimetria da distribuição;

� γ > 0, é parâmetro de escala, chamado de dispersão;

� α ∈ (0, 2] é o expoente caracteŕıstico e controla o grau de estabilidade.

Um caso particular da definição acima, que será bastante utilizado, é o de distri-

buições α-estáveis positivas, cuja definição é dada a seguir:

Definição 2.4. Seja E ∼ S(α, β, γ, δ). Quando α ∈ (0, 1], β = 0, γ = 1 e δ = 0 dizemos

que a v.a E > 0 possui distribuição α-estável positiva e denotamos por Eα ∼ S(α, 0, 1, 0).

Neste caso, sua distribuição fica especificada pela seguinte transformada de Laplace:

E(e−tE) = e−t
α

, t ≥ 0. (2.5)

Considere B ∈ (0, 1) uma variável auxiliar tal que a distribuição conjunta de (E,B)

é dada pela seguinte expressão:

f(E,B;α) =
α

(1− α)
E−

1
1−α c(B)e−c(B)E

− α
(1−α)

, E > 0, (2.6)

em que, c(B) =

{
sin(παB)

sin(πB)

} 1
1−α sin{(1− α)πB}

sin(παB)
. Então, marginalmente a B, E ∼

S(α, 0, 1, 0) é α-estável positiva (Stephenson, 2009).

Corolário 2.1. Considere V e U variáveis aleatórias independentes onde V ∼ exp(1) e

U ∼ U [0, π]. Então para α ∈ (0, 1) tem-se que

(
a(U)

V

)(1−α)/α

∼ α-estável positiva.

Demonstração. Ver (Kanter, 1975).

Os valores de E podem ser gerados através dos seguintes passos:

1 Gere U ∼ U(0, π) e V ∼ exp(1);



9

2 Obtenha E∗ =

(
a(U)

V

)(1−α)/α

.

Pelo Corolário (2.1), segue que E∗ ∼ α-estável.

Proposição 2.1. Sejam Eb ∼ S(α, 0, 1, 0), b ∈ B em que B é um conjunto de ı́ndices

discretos. Se Ha =
∑
b∈B

ωa,bEb, em que a ∈ A e ωa,b são constantes não-negativas, então

Ha ∼ S(α, 0, γa, 0), com γa =
∑

b∈B ω
α
a,b.

Demonstração. Com efeito, seja φH`(.) a função caracteŕıstica de H`, então:

φHa(t) = E

(
exp

{
it
∑
b∈B

ωa,bEb

})
(por independência de Eb, b ∈ B)

=
∏
b∈B

E (exp {itωa,bEb})

=
∏
b∈B

φEb(ωa,bt)

=
∏
b∈B

e−(ωa,bt)
α

.

Logo,

φHa(t) = exp

{
−tα

∑
b∈B

ωαa,b

}
,

portanto

Ha ∼ S(α, 0, γa, 0),

em que γa =
∑
b∈B

ωαa,b. �

Teorema 2.1 (Densidade assintótica de Ha). Seja Ha ∼ S(α, 0, γa, 0) com 0 < α ≤ 1.

Se para algum m, Eb →∞, então ha →∞ e pelo Teorema 1.12 (Nolan, 2012)

P (Ha > ha) ∼ γ`cαh
−α
a ,

em que cα=
1

π
Γ(α) sin

(πα
2

)
.

Demonstração. Ver (Nolan, 2012).

Deste modo, a função densidade de probabilidade (aproximada) de Ha é dada por

f(ha;α) ∼ − ∂

∂ha
P (Ha > ha;α, γa)

∼ −
[
∂

∂ha
γacαh

−α
a

]
∼ αγacαh

−(α+1)
a , com ha > 0. �
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Definição 2.5. Dizemos que a variável aleatória M possui distribuição exponencial está-

vel com vetor de parâmetro θ = (α, µ, σ), se M = µ+σ log(E). Notação: M ∼ expS(θ).

2.3 Distribuições condicionais G-exponencializadas

Outro conceito que será muito utilizado nesta dissertação, é o de distribuições

condicionais G-exponencializadas, onde as funções de distribuições acumuladas G (de va-

riáveis aleatórias) podem ser elevadas a um expoente E, que representa uma variável

aleatória. Este tipo de distribuição, com E fixo, foi apresentada primeiramente por (Leh-

mann, 1953) no contexto de testes de hipóteses, mas aqui nós o reformulamos com objetivo

de introduzir a dependência em distribuições Gumbel multivariadas, que será abordado

no próximo caṕıtulo.

Definição 2.6. Sejam Y e E > 0 duas variáveis aleatórias. Dizemos que condicional a

E, Y possui distribuição G-Exponencializada, se a distribuição de Y for dada por:

F (y;θ|E) = [G(y;θ)]E, (2.7)

em que G é chamada de função de distribuição de base dependendo do vetor de parâmetros

θ.

Exemplo 2.1. Seja G ∼ Gumbel(µ, σ), isto é, a distribuição de base é Gumbel. Então,

Y |E ∼ Gumbel(µ+ σ logE, σ), ou seja,

P (Y 6 y|E) = exp

{
− exp

{
−y − (µ+ σ logE)

σ

}}
. (2.8)

Demonstração.

P (Y 6 y|E) = [G(y;θ)]E

=

[
exp

{
− exp

{
−
(
y − µ
σ

)}}]E
= exp

{
−E exp

{
−
(
y − µ
σ

)}}
= exp

{
− exp {logE} × exp

{
−
(
y − µ
σ

)}}
= exp

{
− exp

{
σlogE

σ
−
(
y − µ
σ

)}}
= exp

{
− exp

{
−y − (µ+ σlogE)

σ

}}
. �
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Exemplo 2.2. Seja G ∼ Fréchet(µ, σ, β), isto é, a distribuição de base é Fréchet. Então,

Y |E ∼ Fréchet
(
µ, σE

1
β , β
)

, ou seja,

P (Y 6 y|E) = exp

{
−
(
y − µ

σ
E

)−β}
. (2.9)

Demonstração. :

P (Y 6 y|E) = [G(y;θ)]E

=

[
exp

{
−
(
y − µ
σ

)−β}]E

= exp

{
−E

(
y − µ
σ

)−β}

= exp

{
−
(
y − µ

σ
E−1/β

)−β}
. �

2.4 Marginais univariadas de distribuições condicio-

nais G-exponencializadas

Considere que a variável condicional Y |E tenha distribuição G-exponencializada

(2.3), então, marginalmente podemos expressar a função de distribuição da v.a. Y na

seguinte maneira:

F (y;θ, α) = E(P (Y ≤ y|E)) = E([G(y;θ)]E), (2.10)

em que esse o valor esperado é calculado com relação à distribuição da variável E.

Um resultado obtido a partir de (2.10) é que quando consideramos que a variável

aleatória E possui distribuição α-estável, isto é, E ∼ S(α, 0, 1, 0). Pois, aplicando a

transformada de Laplace (2.5), obtemos marginais da seguinte forma:

F (y;θ, α) = exp {− [− log (G(y;θ))]α} . (2.11)

Exemplo 2.3. Se Y |E ∼ Gumbel(µ+σ logE, σ) com E ∼ S(α, 0, 1, 0), então a marginal

Y ∼ Gumbel(µ, σ
α

).

Demonstração. :

P (Y 6 y|E) = exp

{
exp

{
−y − (µ+ σ logE)

σ

}}
= exp

{
−E exp

{(
−y − µ

σ

)}}
.
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Aplicando esperança em ambos os lados, tem-se:

P (Y 6 y) = exp

{
−
{

exp

{
−
(
y − µ
σ

)}}α}
= exp

{
− exp

{
−
(
y − µ

σ
α

)}}
. �

Exemplo 2.4. Se Y |E ∼ Fréchet
(
µ, σE

1
β , β
)

com E ∼ S(α, 0, 1, 0), então Y ∼ Fréchet(µ, σ, βα).

Demonstração.

P (Y 6 y|E) = exp

−
(

y − µ(
σ

E−1/β

))−β


= exp

{
−E

(
y − µ
σ

)−β}
.

e, dáı aplicando-se esperança em ambos os lados e, em seguida, a transformada de Laplace,

vem que

P (Y 6 y) = exp

{
−
(
y − µ
σ

)−βα}
. �

Estes exemplos nos dizem que as respectivas distribuições, condicionais e marginais

pertencem à mesma famı́lia.

2.5 Distribuição de Dirichlet

É uma famı́lia de distribuições de probabilidades cont́ınuas para variáveis aleatórias

multivariadas. Esta distribuição é definida pelo vetor α de números reais positivos. Em

geral, ela é vista como uma generalização multivariada da distribuição beta (Blackwell e

MacQueen, 1973).

Definição 2.7. Seja X = (X1, X2, . . . , XK) um vetor aleatório. Dizemos que X possui

distribuição Dirichlet com vetor de parâmetro α, e representamos por X ∼ Dir(α), se

sua função densidade tem a seguinte forma:

f(x1, x2, . . . , xK ;α1, α2, . . . , αK) =
1

B(α)

K∏
i=1

xαi−1i . (2.12)

onde 0 < xi < 1 para i = 1, 2, . . . , K e com
K∑
i=1

xi = 1.
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A constante normalizadora, B(α), é a função Beta multivariada, na qual pode ser

expressada em termos da função gamma dada por

B(α) =

K∏
i=1

Γ(αi)

Γ

(
K∑
i=1

αi

) , α = (α1, . . . , αK).

Propriedades:

Seja X = (X1, X2, . . . , Xk) ∼ Dir(α), significando que as K − 1 primeiras com-

ponentes possuem a distribuição precedente e que XK = 1 − X1 − · · · − XK−1. Sendo

α0 =
K∑
i=1

αi, temos que:

1 Valor esperado

E(Xi) =
αi
α0

,

e

E(log(Xi)) = ψ(αi)− ψ(α0).

2 Variância

Var(Xi) =
αi(α0 − αi)
α2
0(α0 + 1)

.

3 Covariância

Cov(Xi, Xj) =
−αiαj

α2
0(α0 + 1)

, i 6= j,

e

Cov(logXi, logXj) = ψ′(αi)δi,j − ψ′(α0).

onde ψ é a função digamma, ψ′ é a função trigamma e δi,j é o delta de Kronecker, definido

na seguinte maneira:

δi,j =

0 , se i 6= j;

1 , se i = j.
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Um caso particular desta distribuição que usaremos nos próximos é a distribuição

Dirichlet simétrica, isto é, quando X = (X1, X2, . . . , Xk) ∼ Dirichlet(1, 1, . . . , 1).

2.6 Algoritmos EM e MCEM

Nesta seção apresentamos duas técnicas computacionais iterativas para maximi-

zação em modelos com variáveis latentes. O que ocorre, é que muitas vezes os cálculos

são bastante complicados, pois o processo para encontrar uma solução de probabilidade

máxima requer as derivadas da função de probabilidade em relação a todos os valores

desconhecidos (parâmetros e variáveis latentes) e exige simultaneamente, a resolução das

equações resultantes. Em modelos estat́ısticos com variáveis latentes, isso geralmente não

é posśıvel. Em vez disso, o resultado é tipicamente um conjunto de equações interligadas

em que a solução para os parâmetros exige os valores das variáveis latentes e vice-versa; dáı

substituindo um conjunto de equações na outra produz uma equação insolúvel (Chuong

et al., 2008).

O algoritmo Expectation Maximization (EM) tem como base a ideia de substituir

uma dif́ıcil tarefa de maximização da função de verossimilhança por uma sequência de

maximizações mais fáceis, cujo limite é resposta para o problema original, possibilitando

a estimação de parâmetros em modelos probabiĺısticos de variáveis latentes. O processo

ocorre por meio de uma rotina iterativa que requer dois cálculos primários para cada

iteração: Primeiro faz-se a computação de uma esperança condicional particular da log-

verossimilhança (Etapa E) e depois a maximização desta esperança sobre os parâmetros

relevantes (etapa M). Ver (Casella e Berger, 2010, Chuong et al., 2008).

Considere y o vetor dos dados observados e y∗ o vetor dos dados latentes tais que

admitem a seguinte representação hierárquica:

y|y∗ ∼ f(y;θ|y∗)

y∗ ∼ f(y∗;θ).

O vetor yc = (y,y∗) é chamado de dados completos ou aumentados e possui função

densidade de probabilidade f(yc;θ) = f(y;θ|y∗)× f(y∗;θ), θ ∈ Θ ⊆ Rd.

Sejam `c(θ;yc) e `(θ;y), respectivamente, as funções log-verossimilhanças dos da-

dos completos e dos dados observados. Segundo (Zhu e Lee, 2001), na maioria das aplica-
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ções estat́ısticas, a função log-verossimilhança dos dados completos geralmente tem forma

mais simples que a log-verossimilhança dos dados observados.

Defina θ̂
(k)

como a estimativa da k-ésima iteração e f(y∗; θ̂|y) a distribuição con-

dicional de Y ∗ dados observados com esperança E
Y∗|Y,θ̂(k) . Cada iteração do algoritmo

EM envolve dois passos, um passo E (esperança) e um passo M (maximização), definido

da seguinte maneira:

1 Passo E: Na (k + 1)-ésima iteração compute a quantidade:

˜̀
c(θ̂

(k)
;yc) = E

Y∗|Y,θ̂(k)

(
`c(θ̂

(k)
;yc)

)
.

2 Passo M: Encontre
̂̂
θ
(k+1)

= Argmaxθ̂

(˜̀
c(θ̂

(k)
;yc)

)
.

Estes passos devem ser repetidos até se atingir uma convergência. Podemos adotar

como critério de parada ||θ̂
(k+1)

− θ̂
(k)
|| < ε ou ||`(θ̂

(k+1)
;y)− `(θ̂

(k)
;y)|| < ε em que ε é

um valor, maior do que zero, especificado para o erro de aproximação; e ||a|| é a norma

do vetor a.

Em muitas aplicações, a esperança condicional E
Y∗|Y,θ̂(k)

(
`c(θ̂

(k)
;yc)

)
do passo E

apresenta-se complexa. Quando este problema ocorre, geralmente, usamos o método de

Monte Carlo para solucioná-lo e, assim, o algoritmo EM passa a ser chamado Monte Carlo

Expectation Maximization (MCEM) (Levine e Casella, 2001, Wei e Tanner, 1990).



Caṕıtulo 3

Classe Gumbel multivariada para

dados dependentes

Neste caṕıtulo estudaremos o modelo Gumbel multivariado para dados dependen-

tes proposto por (Fougeres et al., 2009). Além disso, desenvolveremos alguns modelos

especiais, propriedades e discutiremos métodos para a estimação e inferência para os pa-

râmetros destes modelos.

3.1 Modelo Gumbel multivariado: Caso geral

Sejam A e B conjuntos de ı́ndices discretos, onde A é assumido finito. Além

disso, sejam {ωa,b : a ∈ A e b ∈ B} constantes não-negativas e {Eb : b ∈ B} variáveis

aleatórias independentes e identicamente distribúıdas α-estáveis. Assumimos, sem perda

de generalidade, que Ha =
∑
b∈B

ωa,bEb converge quase certamente para cada a ∈ A.

Assuma ainda que {Ya|Ha : a ∈ A} são variáveis aleatórias condicionalmente

independentes tais que Ya|Ha ∼ Gumbel(µa + σa log ha, σa), isto é, possuem função de

distribuição:

F (ya;θa|ha) = exp

{
− exp

(
−ya − (µa + σa log ha)

σa

)}
, ya ∈ R. (3.1)

Considere ainda H um vetor cujas coordenadas são marginais formadas por mis-
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turas de distribuições α-estáveis positivas. Então,

F (y;θ|h) =
∏
a∈A

F (ya;θa|ha) (pela Equação (3.1))

=
∏
a∈A

exp

{
− exp

(
−ya − (µa + σa log ha)

σa

)}
=

∏
a∈A

exp

{
−ha exp

(
−ya − µa

σa

)}
.

Assim, aplicando esperança em ambos os lados da igualdade, tem-se que

F (y;θ, α) = E

(∏
a∈A

exp

{
−
∑
b∈B

ωa,bEb exp

(
−ya − µa

σa

)})

= E

(∏
b∈B

exp

{
−Eb

∑
a∈A

ωa,b exp

(
−ya − µa

σa

)})
.

Como Eb, b ∈ B, são variáveis aleatórias independentes tais que Eb ∼ S(α, 0, 1, 0),

aplicando (2.5), obtemos que:

F (y;θ, α) =
∏
b∈B

exp

−
∑
a∈A

ωa,be
−
ya − µa
σa

α , ya ∈ R. (3.2)

O modelo descrito acima é chamado de modelo Gumbel multivariado para dados

dependentes, sendo denotado por Y ∼ GM(θ, α). Veremos mais adiante que α será o

parâmetro responsável por mensurar a dependência entre as variáveis.

Nas Figuras 3.1 e 3.2 apresentamos, respectivamente, os gráficos das funções de

distribuição e densidade do modelo gumbel bivariado para b fixo e α = 0.5, µ1 = 29,

µ2 = 31, σ1 = σ2 = 1, ω1,b = ω2,b = 0.5.
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Figura 3.2: Gráfico da fdp Gumbel bivariada.
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3.2 Modelos especiais

Nesta seção apresentaremos vários modelos multivariados que decorrem imediata-

mente do modelo Gumbel multivariado geral, constrúıdo na seção anterior. Os modelos

são desenvolvidos em vários contextos, o que os torna bastante úteis em aplicações práti-

cas.

3.2.1 Modelo de efeitos aleatórios

O modelo de efeitos aleatórios é definido da seguinte maneira:

Yi,j = µ+ τi +Gi,j,

sendo µ uma constante, τi ∼ ExpS(α, 0, σ), Gi,j ∼ Gumbel(0, σ) e todas as variáveis

são independentes. Definido-se A = {(i, j); 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni}, B = {1, 2, . . . ,m} e

ω(i,j),k = 1{i=k}, obtemos a seguinte função de distribuição:

F (y;θ, α) =
m∏
i=1

exp

−
 ni∑

j=1

e
−
yi,j − µ
σ

α . (3.3)

3.2.2 Modelos para séries temporais

Um processo estacionário linear estável-positivo pode ser obtido fazendo-se:

Ha =
∞∑

i=−∞

ωiEa−i,

no qual Ei ∼ S(α, 0, 1, 0), ωi são constantes não-negativas e a soma converge em distri-

buição se
∑
ωαi <∞.

Definindo:

Ya = µa + σ log(Ha) +Ga, (3.4)

é obtido um modelo Gumbel para séries temporais. Em particular (3.4) inclui modelos

ARMA latentes. A seguir temos dois casos mais simples derivados deste:

1 Modelo de média móvel latente: Suponha que Ha = ω0Ea + ω1Ea−1 + . . . +

ωqEa−q e Ya definido pela expressão anterior, onde Ya é definido pela expressão (3.4),

onde Ei ∼ S(α, 0, 1, 0), Ga ∼ Gumbel(0, σ), e todas as variáveis são mutuamente
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independentes. Então, para A = {1, 2, . . . ., n} e B = {0,±1,±2, . . .}, temos o

seguinte modelo Gumbel multivariado:

F (y;θ, α) =
n∏

k=1−q

exp

−
n∧(k+q)∑

a=1∨k

ωa−ke
−
ya − µa
σ

α , (3.5)

onde, max(1, k) ≤ a ≤ max(n, k + q).

2 Modelo autorregressivo latente: Para 0 < ρ < 1 definimos o processo autorre-

gressivo estável positivo Ha por:

Ha =
∞∑
i=0

ρiEa−i. (3.6)

Seja Ya dada por (3.4) com Ei ∼ S(α, 0, 1, 0) e Ga ∼ Gumbel(0, σ). Pela definição

de Ha temos:

H0 =
∞∑
i=0

ρiE−i

H1 = ρH0 + E1

...

Hn = ρnH0 + ρn−1E1 + . . .+ ρEn−1 + En, (3.7)

e, além disso, por pelo teorema (2.1), H0 ∼ S

(
α, 0,

∞∑
i=0

ρiα, 0

)
. Então, H0 tem a

mesma distribuição(
∞∑
i=0

ρiα

) 1
α

E0 = (1− ρα)
−1
α E0, (pela convergência da série geométrica),

é independente de E1, E2, . . . , En. Considere A = {0, . . . , n}, B = {0,±1,±2, . . .},

ωa,b =


ρa(1− ρα)

−1
α , se b = 0;

ρa−b , se b = 1, . . . , a;

0 , caso contrário.

Portanto, a função de distribuição é a seguinte:

F (y;θ, α) = exp

{
−(1− ρα)−1

(
n∑
a=0

ρae−
ya−µa
σ

)α} n∏
i=1

exp

{
−

(
n∑
a=i

ρa−ie−
ya−µa
σ

)α}
.(3.8)
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3.2.3 Modelo espacial de média móvel latente

Considere D ⊂ R2 uma região cont́ınua do plano. Seja ni,j um sistema de vizi-

nhanças com as seguintes propriedades: (i, j) ∈ n(i,j), (k, l) ∈ n(i,j) ⇔ (i, j) ∈ n(k,l).

Um exemplo simples é quando as vizinhanças são os quatro pontos mais próximos

e o próprio ponto, ou seja, quando n(i,j) = {(i, j), (i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1)}

(Ver Figura 3.3 caso A).

Figura 3.3: Sistemas de vizinhanças A e B.

Sejam {Ei,j;−∞ < i, j < ∞} variáveis aleatórias independentes e identicamente

distribúıdas α-estáveis positivas e defina Hi,j =
∑

(k,l)∈n(i,j)

δEk,l, onde δ é uma constante

positiva. Considere:

Yi,j = µi,j + σlog(Hi,j) +Gi,j, 1 ≤ i, j ≤ n, (3.9)

em que as Gi,j são mutuamente independentes si e independentes de Ei,j, e Gi,j ∼

Gumbel(0, σ).

Admita que:

ω(i,j),(k,l) =

δ, se (i, j) ∈ n(k,l);

0, caso contrário.

Para escrever a distribuição conjunta é conveniente usar a notação

n(k,l) = n(k,l) ∩ (i, j); 1 ≤ i, j ≤ n.
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Logo, obtemos:

F (y;θ, α) =
∏
(k,l)

exp

−δα
 ∑

(i,j)∈n(k,l)

e−
yi,j−µi,j

σ

α .

3.2.4 Modelo hierárquico

Considere o modelo:

Yi,j,k = µ+ τi + ηi,j +Gi,j,k, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ k ≤ ri,j,

em que µ é uma constante τi ∼ ExpS
(
β, 0, σ

α

) 1
α , ηi,j ∼ ExpS(β, 0, σ), Gi,j,k ∼ Gumbel(0, σ)

e todas as variáveis são independentes. Após alguns cálculos obtemos:

F (y;θ, α) =
m∏
i=1

exp

−
[

ηi∑
j=1

(
ri,j∑
k=1

e−
yi,j,k−µ

σ

)α]β . (3.10)

3.3 Propriedades da classe Gumbel multivariada

Nesta seção algumas propriedades do modelo Gumbel multivariado serão desenvol-

vidas.

3.3.1 Distribuições marginais e do máximo

Em qualquer conjunto A0 ⊂ A não-vazio, as distribuições marginais e do máximo

pertencem à mesma famı́lia Gumbel.

Demonstração. Para a prova, consideremos a restrição que todos os parâmetros de escala

assumem o mesmo valor, isto é, que σa = σ, a ∈ A.

(i) Seja Y ∗ = max
a∈A0

Ya. Então,

F (y∗;θ, α) = E
(
P

(
max
a∈A0

Ya ≤ y∗|H)

))
(Por independência condicional)

= E

(∏
a∈A0

P (Ya ≤ y∗|Ha)

)
.

Como Ya|Ha ∼ Gumbel (µa + σ logHa, σ), temos que,

F (y∗;θ, α) = E

(∏
a∈A0

exp

{
−Hae

−
(
y∗−µa
σ

)})

= E

(
exp

{
−
∑
a∈A0

Hae
−
(
y∗−µa
σ

)})
.
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Substituindo Ha =
∑
b∈B

ωa,bEb, temos:

F (y∗;θ, α) = E

(
exp

{
−
∑
a∈A0

∑
b∈B

ωa,bEbe
−
(
y∗−µa
σ

)})

= E

(∏
b∈B

exp

{
−Eb

∑
a∈A0

ωa,be
−
(
y∗−µa
σ

)})
.

Agora, como Eb ∼ S(α, 0, 1, 0) são independentes para cada b ∈ B, aplicando a

transformada de Laplace (2.5), obtemos:

F (y∗;θ, α) =
∏
b∈B

exp

{
−

(∑
a∈A0

ωa,be
−
(
y∗−µa
σ

))α}

=
∏
b∈B

exp

{
−

(∑
a∈A0

ωa,be
− y
∗
σ e

µa
σ

)α}

= exp

{
−e−

y∗
σ/α

∑
b∈B

(∑
a∈A0

ωa,be
µa
σ

)α}
.

Após algumas manipulações algébricas, obtemos que:

F (y∗;θ, α) = exp

{
− exp

(
−y
∗ − µ∗

σ∗

)}
, (3.11)

em que µ∗ = σ∗ log

[∑
b∈B

(∑
a∈A0

ωa,be
µa
σ

)α]
e σ∗ =

σ

α
. Portanto,

Y ∗ ∼ Gumbel (µ∗, σ∗) .

que pertence a famı́lia Gumbel.

(ii) Em particular, se A0 for um conjunto unitário temos que neste caso, as distribuições

marginais são dadas por:

Ya ∼ Gumbel

(
σ∗ log

[∑
b∈B

(
ωa,be

µa
σ

)α]
, σ∗

)
, a ∈ A. �

3.3.2 Dependência positiva

De acordo com (Oliveira, 2012) as ideias de dependência positiva foram exploradas

para exemplos particulares e relevantes. Por exemplo, foram utilizados procedimentos

estat́ısticos envolvendo pares de variáveis aleatórias dependentes, onde tentavam detec-

tar se grandes valores de uma variável tendem a ser associados a grandes valores da

outra variável, ou, para saber se as variáveis aleatórias tendem a aumentar ou diminuir
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simultaneamente. Além das distribuições particulares consideradas, houve interesse na

distribuição de pares de variáveis aleatórias e foi introduzida uma noção de dependência

bem adaptada para este caso, notando imediatamente algumas consequências sobre a co-

variância entre elas. Assim, era natural que as noções de dependência positiva surgissem

em um contexto bivariado. Posteriormente, essa ideia foi estendida a distribuições multi-

variadas à noção de associação. As principais ideias das noções de dependência positiva

são a tendência global para aumentar ou diminuir a famı́lia de variáveis aleatórias, e o

fato de que a aproximação à independência é completamente caracterizada pela estrutura

da covariância.

Para o caso geral, (Shaked, 1982) definiu que Y1, . . . , Yn são positivamente depen-

dentes quando:
F (y;θ)

n∏
i=1

F (yi;θi)

> 1.

Sendo assim, se Y ∼ GM(θ, α), então pelas propriedades anteriores, vem:

F (y;θ, α)∏
a∈A

F (ya;θa, α)
=

exp

{
−
∑
b∈B

[∑
a∈A

ωa,b exp

(
−ya − µa

σ

)]α}

exp

{
−
∑
a∈A

exp

(
−
ya − σ∗ log

(∑
b∈B
(
ωa,be

µa/σ
)α)

σ∗

)} . (3.12)

Considere que,

va,b =
∑
a∈A

ωa,b exp

(
−ya − µa

σ

)
, ∀a ∈ A. (3.13)

Agora, aplicando logaritmo em ambos os lado da igualdade da Equação (3.12),

vem:

log

 F (y;θ, α)∏
a∈A

F (ya;θa, α)

 = −
∑
b∈B

(∑
a∈A

va,b

)α

+
∑
a∈A

exp

−ya − σ∗ log
(∑

b∈B
(
ωa,be

µa
σ

)α)
σ∗


= −

∑
b∈B

(∑
a∈A

va,b

)α

+
∑
a∈A

(
e−

ya
σ∗
∑
b∈B

(
ωa,be

µa
σ

)α)

= −
∑
b∈B

(∑
a∈A

va,b

)α

+
∑
a∈A

(∑
b∈B

(ωa,b)
α exp

(
−ya − µa

σ

)α)

=
∑
a∈A

(∑
b∈B

vαa,b

)
−
∑
b∈B

(∑
a∈A

va,b

)α

. (3.14)
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Portanto, quando α→ 1 a razão
F (y;θ, α)∏

a∈A

F (ya;θa, α)
→ 1, isto é, as variáveis tendem

a completa independência. Por outro lado, quando α → 0 a razão
F (y;θ, α)∏

a∈A

F (ya;θa, α)
será

sempre maior do que 1 e, neste caso, as variáveis tornam-se mais correlacionadas. Desta

forma, dizemos que o parâmetro α pode ser interpretado como o parâmetro responsável

para medir o grau de dependência entre as variáveis.

3.3.3 Função densidade conjunta

A função de densidade de Y ∼ GM(θ, α) é dada por,

f(y;θ, α) =
∂(|A|)F (y;θ, α)

∂y1, . . . , ∂y|A|
= F (y;θ, α)D1,2,...,|A|(y;θ, α),

em que,

D1,2,...,|A|(y;θ, α) = D1,2,...,(|A|−1)(y;θ,α)D|A|(y;θ, α) +
∂

∂y|A|
D1,2,...,|A|−1(y;θ, α).

Definindo, D0(y;θ, α) = 1, então:

Da(y;θ,α) =
1

σa

∑
b∈B

αva,b

(∑
a∈A

va,b

)α−1

, para a = 1, 2, . . . , |A|.

A quantidade D1,2,...,|A|(y;θ, α) =
f(y;θ, α)

F (y;θ, α)
representa a taxa de falha reversa

multivariada (Kundu e Gupta, 2010, Kundu et al., 2014).

Demonstração. Note que

∂F

∂ya
= F (y;θ, α)Da(y;θ, α), a ∈ A.

Procedendo por diferenciação recursiva, teremos que se

∂(|A|−1)F

∂y1 . . . ∂y|A|−1
= F (y;θ,α)D1,2,...,|A|−1(y;θ, α).

Então,

∂(|A|)F

∂y1, . . . , ∂y|A|
=

∂

∂y|A|

[
F (y;θ, α)D1,2,...,|A|−1(y;θ, α)

]
= F (y;θ, α)D1,2,...,|A|−1(y;θ, α)D|A|(y;θ, α)

+ F (y;θ, α)
∂

∂y|A|
D1,2,...,|A|−1(y;θ, α)

= F (y;θ, α)D1,2,...,|A|(y;θ, α).
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Esta fórmula recursiva da densidade é conveniente para programação computacio-

nal.

Observa-se que a função densidade conjunta do modelo não possui uma forma

fechada, pois depende de algumas quantidades obtidas de forma recursiva. Entretanto,

existem situações em que temos o interesse de estudar observações agrupadas, de forma tal

que os grupos sejam independentes, mas que suas respectivas observações compartilhem

de algum efeito aleatório particular. Sendo assim, nas subseções seguintes, trataremos

deste caso.

3.3.4 Função densidade conjunta por grupos

Considere que a famı́lia de subconjuntos {Ab; b ∈ B} é uma partição de A e que

para cada b ∈ B temos observações da forma yb = (y1, y2, . . . , y|Ab|) em Ab.

De (3.2) obtemos que a função distribuição marginal do vetor aleatório Y b ∼

MGMDD(θb, α) é dada por:

F (yb;θb, α) = e−zb , zb > 0, (3.15)

em que é admitido que zb =

(∑
a∈A

va,b

)α

com va,b = ωa,b exp

{
−
(
ya,b − µa,b

σa,b

)}
.

Proposição 3.1. A função densidade conjunta de (3.15), é expressa por:

f(yb;θb, α) = α|Ab|

(∏
a∈Ab

va,b
σa,b

)
e−zbz

1− |Ab|
α

b Q|Ab|(zb, α), (3.16)

em que θb = (µb,σb) é o sub-vetor de parâmetros e Q|Ab|(zb, α) é um polinômio de ordem

(|Ab| − 1) em zb (Shi, 1995), isto é,

Q1(zb, α) = 1;

Q2(zb, α) = zb +
1

α
− 1;

Q3(zb, α) = z2b + 3

(
1

α
− 1

)
zb +

(
1

α
− 1

)(
2

α
− 1

)
;

Q4(zb, α) = z3b + 6

(
1

α
− 1

)
zb +

(
1

α
− 1

)(
11

α
− 7

)
zb +

(
1

α
− 1

)(
2

α
− 1

)(
3

α
− 1

)
;

Q5(zb, α) = z4b + 10

(
1

α
− 1

)
z3b + 5

(
1

α
− 1

)(
7

α
− 5

)
z2b ;

+ 5

(
1

α
− 1

)(
2

α
− 1

)(
5

α
− 3

)
+

(
1

α
− 1

)(
2

α
− 1

)(
3

α
− 1

)(
4

α
− 1

)
.
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De modo geral, para |Ab| ≥ 2:

Q|Ab|(zb, α) =

(
|Ab| − 1− α

α
+ zb

)
Q|Ab|−1(zb, α)− zb

∂

∂zb
Q|Ab|−1(zb, α).

Demonstração. Primeiramente, note que

∂F (yb;θb, α)

∂ya,b
=

∂F (yb;θb, α)

∂zb
× ∂zb
∂va,b

× ∂va,b
∂ya,b

=
ωa,be

−zb × α
(∑

a∈Ab va,b
)α−1 × exp

{
−
(
ya,b−µa,b
σa,b

)}
σa,b

=
e−zb × α

(∑
a∈Ab va,b

)α × va,b
σa,b

∑
a∈Ab va,b

=
αe−zb × zb × va,b

σa,b
[(∑

a∈Ab va,b
)α] 1

α

=
αe−zb × zb × va,b

σa,bz
1
α
b

=
αva,be

−zbz
1− 1

α
b

σa,b
, para a = 1, 2, . . . , |Ab|.

Sabe-se que:

f(yb;θb, α) =
∂(|Ab|)F (yb;θb, α)

∂y1,b · · · ∂y|Ab|,b
.

Sendo assim, vamos aplicar o Prinćıpio da Indução Finita (PIF ) sob |Ab| ≥ 2.

Para isso, considere as seguintes etapas :

I) Para |Ab| = 2

f(y1,b, y2,b;θb, α) =
∂(2)F (y1,b, y2,b;θb, α)

∂y1,b∂y2,b

=
∂

∂y2,b

(
∂F (y1,b, y2,b;θb, α)

∂y1,b

)
,

dáı, pela expressão da derivada temos que:

f(y1,b, y2,b;θb, α) =
αv1,b
σa,b

× ∂

∂y2,b

(
e−zbz

1− 1
α

b

)
=

αv1,b
σa,b

[(
∂e−zb

∂y2,b

)
z
1− 1

α
b + e−zb

(
∂z

1− 1
α

b

∂y2,b

)]

= α

(∏
a∈Ab

va,b
σa,b

)
e−zb

(
αz

2− 2
α

b − (α− 1)z
1− 2

α
b

)
= α2

(∏
a∈Ab

va,b
σa,b

)
e−zbz

1− 2
α

b

(
zb +

1− α
α

)

= α2

(∏
a∈Ab

va,b
σa,b

)
e−zbz

1− 2
α

b Q2(zb, α),
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em que o resultado é válido para |Ab| = 2.

II) Suponha que o resultado é válido para |Ab| = k para algum k ∈ Z, isto é:

f(y1,b, . . . , yk,b;θb, α) =
∂(k)F (y1,b, . . . , yk,b;θb, α)

∂y1,b∂y2,b, . . . , yk,b
,

= αk

(∏
a∈Ab

va,b
σa,b

)
e−zbz

1− k
α

b Qk(zb, α) (Hipótese de Indução).

III) Devemos mostrar que o resultado vale também para |Ab| = k + 1, k ∈ Z.

De fato,

f(y1,b, . . . , yk+1,b;θb, α) =
∂(k+1)F (y1,b, . . . , yk+1,b;θb, α)

∂y1,b, . . . , yk+1,b

=
∂

∂yk+1,b

(
∂(k)F (y1,b, . . . , yk+1,b;θb, α)

∂y1,b, . . . , yk,b

)
(Pela hipótese de indução)

=
∂

∂yk+1,b

(
αk

(∏
a∈Ab

va,b
σa,b

)
e−zbz

1− k
α

b Qk(zb, α)

)

= αk

(∏
a∈Ab

va,b
σa,b

)
∂

∂yk+1,b

(
e−zbz

1− k
α

b Qk(zb, α)
)
.

mas,

∂Qk(zb, α)

∂yk+1,b

=
∂Qk(zb, α)

∂zb
× ∂zb
vk+1,b

× ∂vk+1,b

yk+1,b

=
∂Qk(zb, α)

∂zb
×
(
− α
σt
z
1− 1

αm
b vk+1,b

)
.

Logo, depois de alguns cálculos obtemos que

f(y1,b, . . . , yk+1,b;θb, α) = αk+1

(∏
a∈Ab

va,b
σa,b

)
e−zbz

1− k+1
α

b Qk+1(zb, α),

e, portanto, o resultado é válido para todo |Ab|. �

3.3.5 Geração de vetores aleatórios por grupos

Considere que a condição imposta na expressão (3.16) é satisfeita. Então, para

todas as observações yb pertencentes ao b-ésimo grupo, introduzimos a seguinte transfor-

mação:

(x1, · · · , x|Ab|−1, zb) =

(
v1,b

z
1/α
b

, · · · ,
v|Ab|−1

z
1/α
b

,

(∑
a∈Ab

va,b

)α)
, (3.17)
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com
∑
a∈Ab

xa = 1. Sendo assim,

∂ya,b
∂xj,b

=


∂ya,b

∂va,b
×
∂va,b

∂xa,b
, se a = j;

0, se a 6= j.

∂ya,b
∂xj,b

=


∂ya,b

∂va,b
× z

1
α
b , se a = j;

0, se a 6= j.

e,

∂y|Ab|,b
∂zb

=
∂y|Ab|,b
∂v|Ab|,b

×
∂v|Ab|,b
∂zb

=
∂y|Ab|,b
∂v|Ab|,b

× z
1
α
−1

b

α
.

Logo, o Jacobiano da Transformação (y1,b, . . . , y|Ab|,b)→ (xb, zb) é dado por:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂y1,b
∂x1,b

∂y1,b
∂x2,b

· · · ∂y1,b
∂zb

∂y2,b
∂x1,b

∂y2,b
∂x2,b

· · · ∂y2,b
∂zb

...
...

. . .
...

∂y|Ab|,b
∂x1,b

∂y|Ab|,b
∂x2,b

· · · ∂y|Ab|,b
∂zb

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂y1,b
∂x1,b

0 · · · ∂y1,b
∂zb

0
∂y2,b
∂x2,b

· · · ∂y2,b
∂zb

...
...

. . .
...

0 0 · · · ∂y|Ab|,b
∂zb

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Assim, obtemos que o módulo do Jacobiano é dado por

|J| =

|Ab|−1∏
a=1

∂ya,b
∂xa,b

× ∂y|Ab|,b
∂zb

=

|Ab|−1∏
a=1

∂ya,b
∂va,b

× z
1
α
b

× ∂y|Ab|,b
∂v|Ab|,b

× z
1
α
−1

b

α

=
1

α
× z

|Ab|−1

α
b × z

1
α
−1

b ×

(∏
a∈Ab

∂ya,b
∂va,b

)

=
z
|Ab|
α
−1

b

α

(∏
a∈Ab

∣∣∣∣∂ya,b∂va,b

∣∣∣∣
)−1

=
z
|Ab|
α
−1

b

α

(∏
a∈Ab

∣∣∣∣∂va,b∂ya,b

∣∣∣∣
) .



30

Como

∣∣∣∣∂va,b∂ya,b

∣∣∣∣ =
va,b
σa,b

, obtemos que |J| = z
|Ab|
α
−1

b

α

(∏
a∈Ab

va,b
σa,b

) . Consequentemente,

f(x1,b, x2,b, . . . , x|Ab|−1, zb) = Γ(|Ab|)×
α|Ab|−1e−zbQ|Ab|(zb;α)

Γ(|Ab|)
.

Desta forma, o vetor aleatório Xb é independente de Zb, sendo que Xb ∼ Dirichlet(1, . . . , 1)

e Zb é uma mistura de distribuições Gammas com pesos determinados por Q|Ab|(zb;α) (Shi,

1995).

Observe que, da transformação (3.17), temos que va,b = xa,b×z
1
α
b . Mas va,b também

é determinado por va,b = ωa,be
−
(
ya,b−µa,b

σa,b

)
, isso implica que

ya,b = −σa,b log

(
xa,b × z

1
α
b

ωa,b

)
+ µa,b. (3.18)

Deste modo, após a estimação dos parâmetros, geramos Xb e Zb e em seguida

obtivemos o vetor yb = (y1,b, y2,b . . . , y|Ab|) através da transformação inversa (3.18).

3.3.6 Inferência via máxima verossimilhança por grupos

Fazer inferência nestes modelos multivariados é uma tarefa complexa, pois a fun-

ção densidade conjunta não tem forma fechada e, consequentemente, as propriedades são

dif́ıceis de serem obtidas. Uma alternativa é fazer a inferência via máxima verossimi-

lhança por grupos considerando os grupos mutuamente independentes, (ver (Fougeres et

al., 2009)). Desta forma, a função log-verossimilhança para o b-ésimo grupo dada por:

`(θb, α;yb, zb) = |Ab| logα +
∑
a∈Ab

log va,b −
∑
a∈Ab

log(σa,b)− zb + log(zb)

− |Ab|
α

log(zb) + log(Q|Ab|(zb, α).

Assim, as funções escore para α, µa,b e σa,b em termos de zb são dadas a partir das

expressões seguintes:

Derivadas de 1ª ordem

� Em relação a α

∂

∂α
`(θb, α;yb, zb) =

A(zb, α)

α
+ S2(zb, α).
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� Em relação a µa,b

∂

∂µa,b
`(θb, α;yb, zb) =

va,b
σa,b
− αz

1−1/α
b va,b
σa,b

(1− S1(zb,α)) +

(
1− |Ab|

α

)
αva,b

σa,bz
1/α
b

.

� Em relação a σa,b

∂

∂σa,b
`(θb, α;yb, zb) =

va,b(ya,b − µa,b)
σ2
a,b

(
1− αz1−1/αb +

(
1− |Ab|

α

)
α

z
1/α
b

+ S1(zb, α)αz
1− 1

α
b

)
− 1

σa,b
.

Derivadas de 2ª ordem

� Em relação a α

∂2

∂α2
`(θb, α;yb, zb) = −A(zb, α)

α2
+

1

α

∂

∂α
(αS2(zb, α) + A(zb, α))

+
zb log zb

α

∂

∂zb

(
αS2(zb, α)− A(zb, α)

α

)
.

� Em relação a µa,b:

∂2

∂µ2
a,b

`(θb, α;yb, zb) =
va,b
σa,b
−

(
αz

1−1/α
b va,b
σ2
a,b

)[
(α− 1)z−1/αva,b + 1

]
[1− S1(zb, α)]

−

(
αz

1−1/α
b va,b
σ2
a,b

)
(αz

1−1/α
b va,b)×K1(zb, α) +

(
va,b
σa,b

)
z
−1/α
b

× [1− va,bz−1/αb ].

� Em relação a σa,b

∂2

∂σ2
a,b

`(θb, α;yb, zb) =
va,b(ya,b − µa,b)

σ3
a,b

{
(ya,b − µa,b)

σa,b
− 2

}
×

[
1− αz1−1/αb +

(
1− Ab

α

)
α

z1/α
+ αS1(zb, α)z

1−1/α
b

]
−

v2a,b(ya,b − µa,b)2z
−2/α
b

σ4
a,b

× [(α− 1)zb + (α− |Ab|)]

+
v2a,b(ya,b − µa,b)2z

−2/α
b

σ4
a,b

× αzb[αzbK1(zb, α) + (α− 1)S1(zb, α)].

Derivadas mistas

� Em relação a µa,bα:

∂2

∂µa,bα
`(θb, α;yb, zb) =

αz
1−1/α
b va,b
σa,b

{
1

α

(
1

zb
− log zb − 1 + (log zb + 1)S1(zb, α)

)}
+

αz
1−1/α
b va,b
σa,b

{
1

α
(zb log zbK1(zb, α)) +K2(zb, α)

}
.
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� Em relação a σa,bα

∂2

∂ασa,b
`(θb, α;yb, zb) =

αz
1−1/α
b va,b(ya,b − µa,b)

σ2
a,b

{
1

α

(
1

zb
− log zb − 1 + (log zb + 1)S1(zb, α)

)}
+

αz
1−1/α
b va,b(ya,b − µa,b)

σ2
a,b

{
1

α
(zb log zbK1(zb, α)) +K2(zb, α)

}
.

� Em relação a µa,bσa,b:

∂2

∂µa,bσa,b
`(θb, α;yb, zb) =

va,b
σ2
a,b

(
(ya,b − µa,b)

σa,b
− 1

)
− [1− S1(zb, α)]αz

1−1/α
b va,b

σ2
a,b

×

{
(ya,b − µa,b)[(α− 1)z

−1/α
b + 1]

σa,b
+ 1

}

+
α2z

2−2/α
b v2a,b(ya,b − µa,b)K1(zb, α)

σ3
a,b

+ (α− |Ab|)

{
va,b(ya,b − µa,b)

σ3
a,bz

1/α
b

(
1− va,b

z
1/α
b

)
− va,b

σ2
a,bz

1/α
b

}
.

em que:

� S2(zb, α) =
∂ logQ|Ab|(zb, α)

∂α
, S1(zb, α) =

∂ logQ|Ab|(zb, α)

∂zb
,

� A(zb, α) = |Ab|+ log zb − zb log zb + zb log zb × S1(zb, α),

� K1(zb, α) =
∂S1(zb, α)

∂zb
, K2(zb, α) =

∂S2(zb, α)

∂zb
.

Observe que quando o número de elementos em um dos grupos é maior ou igual a 5,

o cálculo do polinômioQ torna-se exaustivo, consequentemente a função log-verossimilhança

torna-se analiticamente intratável. Com base nisto, no próximo caṕıtulo será proposto

um novo método inferencial mais simples computacionalmente e analiticamente de ser

realizado.



Caṕıtulo 4

Inferência via algoritmo EM

Neste caṕıtulo construiremos o algoritmo Expectation Maximization (EM) para a

estimação dos parâmetros do modelo Gumbel multivariado para dados dependentes e seus

casos particulares descritos no caṕıtulo anterior.

4.1 Algoritmo EM

Para a construção do algoritmo EM, considere yc = (y,h) o vetor dos dados

completos e φ = (θ, α) = (µ,σ, α) seu respectivo vetor de parâmetros.

Então, a função de verossimilhança completa é dada por:

Lc(φ;yc) = f(y,h;φ) = f(y;θ|h, α)× f(h;α)

=
∏
a∈A

(f(ya;θa|ha, α)× f(ha;α)) , (4.1)

mas, Ya|Ha ∼ Gumbel(µa + σa log(Ha), σa) e pelo Teorema (2.1) Ha ∼ S(α, 0, γa, 0) em

que γa =
∑
b∈B

(ωa,b)
α, então:

f(ya;θa|ha) =
1

σa
exp

{
− exp

{
−
(
ya − (µa + σa log(ha))

σa

)}
−
(
ya − (µa + σa log(ha))

σa

)}
,(4.2)

e,

f(ha;α) ∼ αγαa cαh
−(α+1)
a , ha > 0, (4.3)

com cα =
Γ(α)

π
sin
(πα

2

)
.
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Dáı, substituindo (4.2) e (4.3) em (4.1), temos que:

Lc(φ;yc) =
∏
a∈A

 1

σa
exp

−e
−

ya − (µa + σa log(ha))

σa


−
(
ya − (µa + σa log(ha))

σa

)× αγαa cαh−(α+1)
a

 .(4.4)

Deste modo, a função log-verossimilhança completa `c(φ;yc) é dada por:

`c(φ;yc) = −
∑
a∈A

log(σa)−
∑
a∈A

hae
−( ya−µaσa

) −
∑
a∈A

(
ya − µa
σa

)
`1(θ;yc)

+
∑
a∈A

(logα + α log γa + log cα − α log ha)

`2(α;h)

.

Portanto, podemos perceber que a função log-verossimilhança completa é espe-

cificada pela soma de duas outras log-verossimilhanças, sendo que, a primeira depende

apenas do vetor de parâmetros θ = (µ,σ) e a segunda depende somente do parâmetro α.

Isto é,

`(φ;yc) = `1(θ;yc) + `2(α;h). (4.5)

4.1.1 Distribuição condicional H|Y

Para maximizarmos (4.5) pelo algoritmo EM, precisamos da distribuição condici-

onal H|Y .

Por definição de distribuição condicional e por Bayes, temos que

f(h;α|y;θ) =
f(y,h;θ, α)

f(y;θ)

=
f(h;α)× f(y;θ|h)∫

H
f(h;α)× f(y;θ|h)dh

. (4.6)

Como
∫
H
f(h;α)× f(y;θ|h)dh é constante em relação a h, temos que:

f(h;α|y;θ) ∝ f(h;α)× f(y;θ|h),

e, pela Equação (4.4) obtemos que

f(h;α|y,θ) ∝
∏
a∈A

[
h−αa exp

(
−hae−( ya−µaσa

)
)]
. (4.7)

Agora, observe que∫
H

f(h;α)× f(y;θ|h)dh =
∏
a∈A

Γ(1− α)

e−( ya−µa
σa/(1−α))

×
∫ ∞
0

e−( ya−µa
σa/(1−α))

Γ(1− α)
h(1−α)−1a exp

(
−hae−( ya−µaσa

)
)
dha

=
∏
a∈A

Γ(1− α)

e−( ya−µa
σa/(1−α))

.
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Logo

f(h;α|y,θ) =
∏
a∈A

e−( ya−µa
σa/(1−α))

Γ(1− α)
h(1−α)−1a exp

(
−hae−( ya−µaσa

)
)
.

Portanto,

Ha|y,θ, α ∼ Gamma
(

(1− α), e−( ya−µaσa
)
)
. (4.8)

4.1.2 Passo E: Esperança condicional

Agora, seja Q(φ) = EH|y,φ {`c(φ;yc)}. Então,

Q(φ) = Q(θ) +Q(α), (4.9)

em que,

Q(θ) = −
∑
a∈A

log(σa)−
∑
a∈A

EHa|y,θ(ha)e
−( ya−µaσa

) −
∑
a∈A

(
ya − µa
σa

)
,

e,

Q(α) =
∑
a∈A

(
logα + α log γa + log cα − αEHa|y,α(log ha)

)
.

Considere ϕ1,a = EHa|y,φ(ha) e, ϕ2,a = EHa|y,φ(log ha), então

ϕ1,a =
(1− α)

e−( ya−µa
σa/(1−α))

= (1− α) exp

(
ya − µa

σa/(1− α)

)
.

e

ϕ2,a = ψ(1− α)− log e
−
( ya − µa
σa/(1− α)

)

= ψ(1− α) +

(
ya − µa

σa/(1− α)

)
,

em que ψ(·) é a função digamma.

4.1.3 Passo M: Maximização de Q(φ) por Newton-Raphson

U(α) =
∂Q(φ)

∂α
=
|A|
α

+
∑
a∈A

(
log γa +

αγ′a
γa
−
∑
a∈A

ϕ2,a

)
+ |A|

(
ψ(α) +

π

2
cos
(πα

2

))
.
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J (α) =
∂2Q(φ)

∂α2
= |A|

(
ψ′(α)− 1

α2
− (

π

2
)2 sin(

πα

2
)

)
+
∑
a∈A

(
2γ′a − α(γ′′a + γ′a)

γa

)
.

Então, o estimador via Newton-Raphson para o parâmetro α é dado por:

α(k+1) = α(k) − J −1(α(k))× U(α(k)),

e satisfaz |α(k+1) − α(k)| < 10−3.

Para θa = (µa, σa), temos que

J (θa) =

 ∂2Q(φ)
∂µ2a

∂2Q(φ)
∂µaσa

∂2Q(φ)
∂µaσa

∂2Q(φ)
∂σ2
a

 ,

e

U(θa) =

〈
∂Q(φ)

∂µa
,
∂Q(φ)

∂σa

〉
.

O estimador Newton-Raphson para o vetor θa é o seguinte:

θ(k+1)
a = θ(k)a − J −1(θ(k)a )× U(θ(k)a ),

em que,

� −σa
∂Q(φ)

∂µa
= ϕ1,ae

−
(ya − µa

σa

)
− 1;

� −σ2
a

∂2Q(φ)

∂µ2
a

= ϕ1,ae
−
(ya − µa

σa

)
;

� −σ2
a

∂Q(φ)

σa
= σa + ϕ1,ae

−
(ya − µa

σa

)
(ya − µa)− (ya − µa);

� −σ4
a

∂Q(φ)2

σ2
a

= −σ2
a + 2σa (ya − µa) + ϕ1,ae

−
(ya − µa

σa

)
[(ya − µa) + 2σa];

� −σ2∂Q(φ)2

∂µaσa
= ϕ1,ae

−
(ya − σa

σa

) [(
ya − σa
σa

)
− 1

]
− 1;

� γ′a =
∑
b∈B

(ωa,b)
α logωa,b, γ

′′
a =

∑
b∈B

(ωa,b)
α(logωa,b)

2, ψ(·) é a função digamma e ψ′(·)

é a função trigamma.

Desta forma, a descrição do algoritmo EM é a seguinte:

� Passo E: Inicialize o processo iterativo com φ(0) = (θ(0), α(0)) e na k-ésima iteração

obtenha ϕ
(k)
1,a e ϕ

(k)
2,a. Em seguida, compute Q(φ|φ(k)).

� Passo M: Na (k + 1)-ésima iteração, maximize Q(φ|φ(k)).



Caṕıtulo 5

O modelo Gumbel multivariado com

efeitos aleatórios espacialmente

compartilhados

5.1 Construção do modelo proposto

Considere uma região espacialmente cont́ınua D um subconjunto do R2. Seja

S = {s1, s2, . . . , sL} um subconjunto de D formado pelas localizações espaciais de L

estações meteorológicas, em que para cada tempo t observa-se o processo estocástico es-

pacial Yt = (Yt(s1), Yt(s2), . . . , Yt(sL))′. A variável Yt(s`) é uma medida de interesse

observada na `-ésima estação no tempo t (semana, mês ou ano). Considere que U =

{u1, . . . ,uM} é um conjunto com M localizações espaciais arbitrárias próximas às locali-

zações s1, . . . , sL. Na linguagem de estat́ıstica espacial, dizemos que S é o campo aleató-

rio observado e U é o campo aleatório latente ou não observado. Sejam {ω(s`,um) ≡

ω`,m : m = 1, 2, . . . ,M, e ` = 1, 2, . . . , L} constantes que representam uma me-

dida de distância entre o par de localizações (s,u) e {E(um) : m = 1, 2 . . . ,M} um

campo aleatório latente constrúıdo por variáveis independentes αm-estáveis. Este pro-

cesso {E(um) : m = 1, 2, . . . ,M} é incorporado ao modelo para capturar a dependência

espacial entre os componentes do processo observado Yt(s). Para acomodar essa depen-

dência espacial, definimos a função Kernel Gaussiana centrada em um e avaliada em s`,

dada por:
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k(||um − s`||; τum) =
1

2πτum
exp

(
−||um − s`||2

2τ 2um

)
, τum > 0,

em que ||um − s`|| representa a distância euclidiana e τum é chamado de parâmetro de

suavização da função núcleo. Deste modo, os pesos ω`,m são calculados a partir de uma

função de k(.) tais que 0 < ω`,m < 1 e
M∑
m=1

ω`,m = 1.

Uma maneira de representar esse processo espacial é mostrada na Figura 5.1 (Cu-

nha, 2009).

Figura 5.1: Representação espacial da modelagem.

Para um valor de m fixado, temos H(m)(s`) = ω`,mE(um). Neste caso, dizemos que

Em é um efeito aleatório espacialmente compartilhado por todas as estações meteorológi-

cas próximas do ponto um e H(m)(s`) é a contribuição desse efeito para a medida da variá-

vel Y
(m)
t,` na `-ésima estação. Assumindo que dado o efeito aleatório Em, Yt(s`)|H(m)(s`) ∼

Gumbel(µ(s`) + σt log(H(m)(s`)), σt), e são condicionalmente independentes para todo

` = 1, 2, . . . , Lm e m = 1, 2, . . . ,M e t = 1, 2, . . . , T , obtemos que a distribuição conjunta

do processo observado em cada tempo t, isto é, Y t = (Yt(s1), Yt(s2), . . . , Yt(sL))′ é dada

por:

F (yt;θt;α) =
M∏
m=1

exp

−
 Lm∑
`=1

ωm(s`)e
−
(
y
(m)
t (s`)−µ(s`)

σt

)αm . (5.1)

Portanto, Y t segue o modelo Gumbel multivariado (MGM).
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5.2 Uma representação estocástica do modelo pro-

posto

Uma representação usual de Yt pode ser feita através da seguinte decomposição:

Yt = µ+ Zt + εt,

em que, µ = g(X,β) é um parâmetro de locação (tendência) associado a p covariáveis X

e a um vetor (p× 1) de parâmetros β, Zt é um vetor (n× 1) de realizações de um campo

aleatório espacial com distribuição exponencial α-estável e ε é um vetor (n× 1) de erros

de medida independentes e identicamente distribúıdos com εt ∼ Gumbel(0, σt) tal que εt

e Zt são independentes.

5.3 Dependência espacial

A dependência espacial pode ser entendida como a tendência de que um valor de

uma variável associada a uma determinada localização assemelha-se mais ao valor de suas

amostras vizinhas do que ao restante das localizações do conjunto amostral (Paiva, 2007).

Para uma série de aplicações em pesquisa de clima, as observações estão desorganizadas

no espaço, seja por uma grade regular ou em locais espaçados irregularmente. Dados

de temperatura, vento ou poluentes são gravadas em diferentes locais e suas respectivas

medidas, tradicionalmente, apresentam algum grau de dependência espacial. Enquanto o

comportamento médio da maioria dos processos espaciais - tais como temperaturas diárias

ou ventos - é bem modelado e compreendido, a nossa compreensão de como medir a de-

pendência espacial para eventos extremos ainda é incompleta do ponto de vista estat́ıstico

(Naveau et al., 2005).

De acordo com (Camara et al., 2000), uma das consequências da dependência

espacial é que a inferência estat́ıstica neste tipo de dados não será muito eficaz. Isto leva

a uma perda de poder explicativo e reflete em grandes desvios de estimativas e menores

ńıveis de significância em testes de hipóteses. Os dados espaciais devem ser considerados

como um processo estocástico e não como um conjunto de amostras independentes.



40

5.3.1 Covariância

Considere que Y
(m)
t (s`) e Y

(m)
t (sj) compartilhem do mesmo efeito aleatório Em.

Então pela propriedade da geração de vetores aleatórios, temos que:

Y
(m)
t (s`) = −σt log

X(m)
t (s`)Z

1
αm
t,m

ωm(s`)

+ µ(s`), ` = 1, 2, . . . , Lm.

Assim, utilizando as devidas propriedades de covariâcia (Magalhães, 2006) temos:

Cov(Y
(m)
t (s`), Y

(m)
t (sj)) = σ2

tCov
(

logX
(m)
t (s`), logX

(m)
t (sj)

)
+ σ2

tCov
(

logX
(m)
t (s`), Z

1
αm
t,m

)
+ σ2

tCov
(

logZ
1
αm
t,m , logX

(m)
t (sj)

)
+ σ2

tCov
(

logZ
1
αm
t,m , logZ

1
αm
t,m

)
.

Dáı, pela independência das variáveis Xt(s`) e Zt,m, temos que

Cov(Y
(m)
t (s`), Y

(m)
t (sj)) = σ2

t

[
Cov

(
logX

(m)
t (sl), logX

(m)
t (sj)

)
+

(
1

αm

)2

Var (logZt,m)

]
.

Agora, como Cov(logXt(s`), logXt(sj)) = ψ′(1)δ(s`, sj) − ψ′(Lm) (Ver Seção 2.5)

e Var(logZt,m) =
Lm∑
`=1

qLm,`ψ
′(`) (Ver Apêndice A), obtemos:

Cov(Y
(m)
t (s`), Y

(m)
t (sj)) = σ2

tψ
′(σt)δ(s`, sj)− ψ′(Lm) +

(
σt
αm

)2 Lm∑
`=1

qLm,`
Γ′′(`)

Γ(`)

−
(
σt
αm

)2
(

Lm∑
`=1

qLm,`ψ(`)

)2

,

em que ψ(·) e ψ′(.) são, respectivamente, as funções digamma e trigamma.

Estamos interessados no caso em que s` 6= sj, o que implica que δ(s`, sj) = 0.

Desta forma,

Cov(Y
(m)
t (s`), Y

(m)
t (sj)) = −σ2

tψ
′(Lm) +

(
σt
αm

)2

×

 Lm∑
`=1

qLm,`
Γ′′(`)

Γ(`)
−

(
Lm∑
`=1

qLm,`ψ(`)

)2
 .

5.4 Inferência via algoritmo MCEM

O algoritmo EM constrúıdo no caṕıtulo anterior só é válido para o caso em que

as distribuições α-estáveis positivas são independentes e identicamente distribúıdas com
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o mesmo parâmetro α. Neste nosso modelo espećıfico assumimos que cada variável αm-

estável positiva mude de acordo com o grupo m = 1, 2, . . . ,M . Logo, é necessário a

construção de outro algoritmo para a estimação dos parâmetros deste modelo. Com base

nisso, nosso objetivo nesta seção é construir o algoritmo MCEM em que o passo E do

algoritmo EM é calculado por uma aproximação de Monte Carlo.

5.4.1 O algoritmo MCEM

Considere yc = (y,E) o vetor dos dados completos e φ = (θ,α) o vetor de

parâmetros. Neste caso, a função de verossimilhança completa é dada por:

Lc(φ;yc) = f(y;θ|E,α)× f(E;α)

=
M∏
m=1

[(
T∏
t=1

Lm∏
`=1

ω`,mEmG(y
(m)
t,` ;θt,`)

ω`,mEmr(y
(m)
t,` ;θt,`)

)
f(Em;αm)

]
,

em que G ∼ Gumbel(µ`, σt) é a função de distribuição Gumbel com parâmetros µ` e σt e,

r(y
(m)
t,` ;θ

(m)
t,` ) =

g(y
(m)
t,` ;θ

(m)
t,` )

G(y
(m)
t,` ;θ

(m)
t,` )

=
1

σt
exp

{
−

(
y
(m)
t,` − µ`
σt

)}
,

é a função de taxa de falha reversa e por (2.6), temos que:

f(Em;αm) =
αm

(1− αm)
E
− 1

1−αm
m

∫ 1

0

c(Bm)e−c(Bm)E
− αm

(1−αm)
m dBm, Em > 0. (5.2)

em que Bm ∼ U(0, 1) é uma variável auxiliar. Logo, a função log-verossimilhança completa

é dada por

`c(φ;yc) =
M∑
m=1

(
T∑
t=1

Lm∑
`=1

logω`,m − Emv(m)(θ) +
T∑
t=1

Lm∑
`=1

log r(y
(m)
t,` ;θt,`)

)

+
M∑
m=1

(log f(Em;αm) + TLm logEm)

= `1(θ;yc) + `2(α;E), (5.3)

em que v(m)(θ) =
T∑
t=1

Lm∑
`=1

ω`,m exp

{
−

(
y
(m)
t,` − µ`
σt

)}
.

Agora, considere as seguintes funções,

ϕ0(Em, αm) = E
− 1

1−αm
m

∫ 1

0

c(Bm)e−c(Bm)E
− αm

(1−αm)
m dBm, (5.4)

ϕ1(Em, αm) = E
− 1

1−αm
m

∫ 1

0

log(c(Bm))× c(Bm)e−c(Bm)E
− αm

(1−αm)
m dBm, (5.5)

ϕ2(Em, αm) = E
− 1

1−αm
m

∫ 1

0

c2(Bm)e−c(Bm)E
− αm

(1−αm)
m dBm. (5.6)
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Passo E: Esperança condicional

Proposição 5.1. A distribuição condicional de E|y,θ,α é dada por

p(E|y,θ,α) =
M∏
m=1

(v(m)(θ))TLm+1ETLm
m e−Emv

(m)(θ)ϕ0(Em, αm)

Γ(TLm + 1)EG(ϕ0(Em, αm))
,

em que G ∼ Gamma(TLm + 1, v(m)(θ)).

DemonstraçãoObserve que:

p(E|y,θ,α) ∝ f(y;θ|E,α)p(E;α),

= k

M∏
m=1

ETLm
m e−Emv

(m)(θ)ϕ0(Em, αm),

em que k é a constante de normalização. Afirmamos que k =
M∏
m=1

(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)EG(ϕ0(Em, αm))

sendo que G ∼ Gamma(TLm + 1, v(m)(θ)).

Com efeito,

k−1 =
M∏
m=1

∫ ∞
0

ϕ0(Em, αm)ETLm
m e−Emv

(m)(θ)d(Em),

=
M∏
m=1

Γ(TLm + 1)EG(ϕ0(Em, αm))

(v(m)(θ))TLm+1
,

e, portanto

k =
M∏
m=1

(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)EG(ϕ0(Em, αm))
. �

Agora, considere Q(φ) = EE|y,θ,α(`c(φ;yc)), então a partir da proposição acima,

temos

Q(φ) = Q1(θ) +Q2(α), (5.7)

em que,

Q1(θ) =
M∑
m=1

(
T∑
t=1

Lm∑
`=1

logω`,m − v(m)(θ)Em,1 +
T∑
t=1

Lm∑
`=1

log r(y
(m)
t,` ;θt,`)

)
,

e,

Q2(α) =
M∑
m=1

(
log

(
αm

1− αm

)
−
(

1

1− αm

)
Em,2 + Em,3 − Em,4 + TLmEm,2

)
,

com
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� Em,1 = EE|y,θ,α(Em) =
EEm|y,θ,α(Em × ϕ0(Em, αm))

EEm|y,θ,α(ϕ0(Em, αm))
;

� Em,2 = EE|y,θ,α(log(Em)) =
EEm|y,θ,α(logEm × ϕ0(Em, αm))

EEm|y,θ,α(ϕ0(Em, αm))
;

� Em,3 = EE|y,θ,α(log(c(Bm))) =
EEm|y,θ,α(ϕ1(Em, αm))

EEm|y,θ,α(ϕ0(Em, αm))
;

� Em,4 = EE|y,θ,α(E
− αm

1−αm
m ϕ2(Em;αm)) =

EEm|y,θ,α(E
− αm

1−αm
b × ϕ2(Em, αm))

EEm|y,θ,α(ϕ0(Em, αm))
,

em que Em|y,θ,α ∼ Gamma(TLm + 1, v(m)(θ)) (Ver Apêndice B).

Passo M: Maximização de Q(φ) por Newton-Raphson

U(αm) =
∂Q(φ)

∂αm
=

1− αm(Em,2 + 1)

αm(1− αm)2

J (αm) =
∂2Q(φ)

∂α2
m

=
2Em,2

(1− αm)3
− (1− 2αm)

αm(1− α2
m)2

Então, o estimador via Newton-Raphson para o parâmetro αm é dado por:

α(k+1)
m = α(k)

m − J −1(α(k)
m )× U(α(k)

m ) para m = 1, 2, · · ·M

e, satisfaz |α(k+1)
m − α(k)

m | < 10−3.

Para θt,l = (µ`, σt) temos que :

U(θt,l) =

〈
∂Q(φ)

∂µ`
,
∂Q(φ)

∂σt

〉

J (θt,`) =

 ∂2Q(φ)

∂µ2`

∂2Q(φ)
∂µ`σt

∂2Q(φ)
∂µ`σt

∂2Q(φ)

∂σ2
t


em que:

�
∂Q(φ)

∂µ`
=

(
−

M∑
m=1

T∑
t=1

Em,1ω`,m
σt

exp

{
−

(
y
(m)
t,` − µ`
σt

)})
+M

T∑
t=1

1

σt
;

�
∂2Q(φ)

∂µ2
`

= −
M∑
m=1

T∑
t=1

Em,1ω`,m
σ2
t

exp

{
−

(
y
(m)
t,` − µ`
σt

)}
;

�
∂Q(φ)

∂σt
=

M∑
m=1

Lm∑
`=1

(
ωm,`Em,1(y(m)

t,` − µ`)
σt

exp

{
−

(
y
(m)
t,` − µ`
σt

)}
−

(
1

σt
−

(y
(m)
t,` − µ`)
σ2
t

))
;
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�
∂2Q(φ)

∂σ2
t

=
1

σ3
t

M∑
m=1

Lm∑
`=1

(
ωm,`Em,1(y(m)

t,` − µ`) exp

{
−

(
y
(m)
t,` − µ`
σt

)}[
(y

(m)
t,` − µ`)− σt

])
−

− 1

σ3
t

M∑
m=1

Lm∑
`=1

[(
σt − 2(y

(m)
t,` − µ`)

)]
;

�
∂2Q(φ)

µ`σ2
t

=
−1

σ4
t

M∑
m=1

(
Em,1ω`,m exp

{
−

(
y
(m)
t,` − µ`
σt

)}[
(y

(m)
t,` − µ`)− 2σt

])
− M

σ2
t

.

Então o estimado Newton-Raphson para o vetor θt,` é dado por:

θt,`
(k+1) = θt,`

(k) − J −1(θt,`(k))U(θt,`
(k)), para ` = 1, 2, . . . , Lm e t = 1, 2, . . . , T.

Desta forma, o MCEM para maximização de `c(φ;yc) é da seguinte forma:

1 Passo E: Inicialize o processo iterativo com φ(0) = (θ(0),α(0)) e na k-ésima iteração,

obtenha v(m)(θ(k)), gere {(Bjk
m , E

jk
m ) : jk = 1, 2, . . . , N}, onde Ejk

m ∼ Gamma(TLm+

1, v(m)(θ(k))) e Bjk
m ∼ U(0, 1). Compute Ejkm,1,E

jk
m,2,E

jk
m,3,E

jk
m,4 e, finalmente, apro-

xime, Em,1,Em,2,Em,3 e Em,4 por Monte Carlo,

Ẽ(k)
m,1 =

1

N

N∑
jk=1

Ejkm,1, Ẽ(k)
m,2 =

1

N

N∑
jk=1

Ejkm,2, Ẽ(k)
m,3 =

1

N

N∑
jk=1

Ejkm,3 e Ẽ(k)
m,4 =

1

N

N∑
jk=1

Ejkm,4.

2 Passo M: Na (k + 1) obtenha φ(k+1) = ArgmaxφQ(φ(k)).



Caṕıtulo 6

Aplicação do modelo proposto em

dados reais

Neste caṕıtulo aplicaremos o modelo Gumbel multivariado (5.1) no problema de

predição de valores de temperatura máxima no estado do Amazonas. Ao final avaliaremos

o ajuste do modelo por meio de um estudo comparativo com o método ponderação pelo

inverso da distância (IDW).

6.1 Análise descritiva dos dados

O conjunto de dados utilizados neste trabalho consiste da temperatura máxima

anual compreendida de janeiro de 1997 a dezembro de 2016 (T = 20 anos), observados em

L = 14 estações meteorológicas, correspondendo a 3360 observações mensais. As estações

são automáticas, localizadas em 13 munićıpios do Estado do Amazonas, (ver Figura 6.1),

(sendo que o munićıpio de São Gabriel da Cachoeira possui duas estações: a Iauaretê e a

S.G. da Cachoeira) e são gerenciadas pelo Instituto Nacional de Meteorologia (INMET).

A Tabela 6.1, a seguir, nos mostra as coordenadas geográficas (longitude, latitude

e altitude) correspondentes a cada uma dessas estações.

Para a modelagem usaremos somente as temperaturas anuais dos meses mais quen-

tes do Estado - Agosto, Setembro, Outubro e Novembro. A Figura 6.2 nos mostra o com-

portamento desses dados, onde é posśıvel observar que a menor temperatura foi 33, 6°C,

registrada no ano de 2011 na estação de Benjamim Constant, enquanto que a maior foi

39, 8°C observada no ano de 2014 na estação de Eirunepé.
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Figura 6.1: Distribuição espacial das estações meteorológicas do estado do Amazonas.
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Figura 6.2: Séries de temperaturas máximas anuais por estações meteorológicas/1997-2016.

Em sequência, as estações meteorológicas foram dispostas emM = 3 sub-regiões/grupos

com centros em u1, u2 e u3 em que alocamos as variáveis latentes αm-estáveis, m =

1, 2 e 3. Essa divisão foi feita de acordo com o regime pluviométrico para o Estado (Qua-

dro et al., 2014). A composição desses grupos é mostrada na Figura 6.3.
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Tabela 6.1: Coordenadas geográficas das estações meteorológicas do estado do Amazonas.

Nº Estações Meteorológicas Longitude Latitude Altitude

1 Barcelos -62,91 -0,96 40

2 Iauaretê -69,2 0,61 120

3 S. G. da Cachoeira -67 -0,11 90

4 Fonte Boa -66,16 -2,53 55,57

5 Tefé -64,7 -3,83 47

6 B. Constant -70,03 -4,38 65

7 Eirunepé -69,86 -6,66 104

8 Lábrea -64,83 -7,25 61

9 Coari -63,13 -4,08 46

10 Codajás -62,08 -3,83 48

11 Manicoré -61,3 -5,81 50

12 Manaus -59,95 -3,11 67

13 Itacoatiara -58,43 -3,13 40

14 Parintins -56,73 -2,63 29

Observe que L1 = 5, L2 = 3 e L3 = 6, representam a quantidade de estações próxi-

mas a u1, u2 e u3, respectivamente. Como a distância entre as estações são grandes, pois o

Estado do Amazonas apresenta extensões continentais, os pesos ω`,m foram normalizados

da seguinte maneira:

ω`,m =
k(log(||s` − um||); τm)∑M
m=1 k(log(||s` − um||); τm)

, m = 1, 2 e 3.

Os parâmetros de suavização τm, m = 1, 2, 3, foram estimados por:

τ̂m =

(
4

3Lm

) 1
5

× Me{|(log (||s` − um||))−Me(log (||s` − um||))|;∀s` ∼ um}
0, 6745

, m = 1, 2 e 3,

em que ′′ ∼′′ e Me indicam vizinhança e mediana, respectivamente (Bowman e Azzalini,

1997).
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Figura 6.3: Divisão das estações meteorológicas em três grupos.

6.2 Realização da predição espacial

Para a realização das predições espaço-temporais primeiramente consideramos os

parâmetros estimados pelo algoritmo MCEM φ̂ = (µ̂, σ̂, α̂).

Como para cada Y
(m)
t,` |H

(m)
` ∼ Gumbel(µ` + σt logH

(m)
` , σt), temos que margi-

nalmente Y
(m)
t,` ∼ Gumbel

(
µ` + σ log(ωm,`),

σt
αm

)
. Desta maneira, admitindo a mesma

distribuição para cada s0 ∈ D, obtemos o seguinte preditor de temperatura para cada

tempo t

Ŷ
(m)
t,0 = µ̂0 + σ̂t log(ωm,0)−

σ̂t
α̂m

γ, (6.1)

em que, γ ≈ 0, 577 é a constante de Euller.
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6.3 Análise dos resultados

Nesta seção, apresentamos os resultados referentes a aplicação do modelo Gumbel

multivariado no problema espaço-temporal de temperatura máxima. Todos os parâmetros

do modelo foram estimados usando o algoritmo MCEM (implementado no software R (R,

2016)), descrito no Caṕıtulo 5.

A Tabela 6.2 nos mostra as estimativas para o vetor de parâmetros α = (α1, α2, α3)

e seus respectivos erros padrões, que foram gerados através do método Bootstrap para-

métrico da seguinte maneira:

1 Estimamos os parâmetros com os dados reais;

2 Com os parâmetros estimados, geramos N = 1000 reamostras do modelo usando a

Equação (3.18);

3 Com estas N = 1000 reamostras estimamos novamente os parâmetros do modelo;

4 O erro padrão Bootstrap foi estimado pelo desvio padrão das N = 1000 estimativas

geradas.

Tabela 6.2: Estimativas e erros padrões do parâmetro de dependência espacial, α.

Parâmetro Estimativa Erro padrão

α1 0,51851 0,05713

α2 0,89244 0,06885

α3 0,43322 0,05356

Percebe-se que todas as estimativas α̂m indicam uma razoável dependência entre

as observações pertencentes à mesma sub-região com centro em um. Essa dependência é

esperada desde que estamos trabalhando com dados medidos em estações meteorológicas.

Note que as observações pertencentes a sub-região centrada em u2 são menos espacial-

mente dependentes que as demais. Isto porque as estações pertencentes a essa sub-região

são as mais distantes uma das outras.

No que diz respeito ao parâmetro de tendência de temperatura em cada estação,

µ(s), este foi estimado com o aux́ılio de regressão linear simples, em que usamos como

variável regressora a altitude x(s) de cada estação meteorológica dada na Tabela 6.1. Os
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valores estimados para os parâmetros β0 e β1 foram, respectivamente, β̂0 = 37, 61393 e

β̂1 = 0, 00743. Aqui, o parâmetro β0 representa o gradiente horizontal de temperatura e

o parâmetro β1 o gradiente vertical. Deste modo, temos que

µ̂(s) = 37, 61393 + 0, 00743× x(s).

A variação em larga escala, σt, estimadas para cada tempo é descrita na Tabela

6.3. Percebe-se que durante os 20 anos avaliados foi estimada uma variação média de

aproximadamente 0.92 � em torno da temperatura do Estado.

Tabela 6.3: Estimativas e erros padrões do parâmetro de larga escala temporal, σ.

Parâmetro Estimativa Erro padrão Parâmetros Estimativa Erro padrão

σ1 1,16919 0,04603 σ11 0,92640 0,16632

σ2 1,11955 0,28260 σ12 0,93847 0,06581

σ3 0,99527 0,05288 σ13 1,07858 0,05500

σ4 0,80149 0,05195 σ14 1,05172 0,06202

σ5 0,65875 0,05623 σ15 1,12223 0,28196

σ6 0,57681 0,06407 σ16 0,88522 0,09715

σ7 0,75606 0,06673 σ17 1,06064 0,07288

σ8 0,57987 0,11183 σ18 1,02787 0,06394

σ9 0,86525 0,09581 σ19 0,87219 0,08844

σ10 0,90902 0,05106 σ20 0,91587 0,071200

Com estes parâmetros estimados obtivemos as temperaturas preditas utilizando o

preditor valor esperado marginal dado na Equação (6.1). Após a realização das predições

em cada munićıpio, o pacote kriging do software R (Kriging, 2014) foi utilizado para a

suavização dos mapas. As Figuras 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8 apresentam resultados gerados

pela aplicação do modelo para os últimos 20 anos (1997-2016). Podemos perceber um

suave aumento na distribuição espacial da temperatura no Estado do Amazonas. Esse

aumento é mais evidente nos anos 2001 a 2005. É importante ressaltar que nesse peŕıodo

o Estado sofreu com uma das principais secas do século, afetando principalmente a região

sudoeste (Serrão et al., 2015).
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Figura 6.4: Predições de temperatura máxima no estado do Amazonas/1997-2000.



52

−70 −65 −60

−
10

−
6

−
4

−
2

0
2

Ano 2001

Longitude

La
tit

ud
e

34

35

36

37

38

39

−70 −65 −60

−
10

−
6

−
4

−
2

0
2

Ano 2002

Longitude

La
tit

ud
e

34

35

36

37

38

39

−70 −65 −60

−
10

−
6

−
4

−
2

0
2

Ano 2003

Longitude

La
tit

ud
e

34

35

36

37

38

39

−70 −65 −60

−
10

−
6

−
4

−
2

0
2

Ano 2004

Longitude

La
tit

ud
e

34

35

36

37

38

39

Figura 6.5: Predições de temperatura máxima no estado do Amazonas/ 2001-2004.
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Figura 6.6: Predições de temperatura máxima no estado do Amazonas/ 2005-2008.
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Figura 6.7: Predições de temperatura máxima no estado do Amazonas/ 2009-2012.
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Figura 6.8: Predições de temperatura máxima no estado do Amazonas/ 2013-2016.

6.4 Avaliação do modelo proposto

Nesta seção avaliamos o ajuste do modelo proposto (5.1) aplicado no problema de

predição espaço-temporal de temperatura no Estado do Amazonas através de um estudo

comparativo.

Inicialmente, retiramos uma estação do conjunto de localizações das estações me-

teorológicas (S) e repetimos os procedimentos de estimação dos parâmetros (MCEM)

com as informações das 13 estações restantes. Em seguida realizamos a predição dos va-

lores de temperatura utilizando o método da esperança marginal, descrito na Subseção
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(6.2), para a estação retirada e comparados com os valores preditos usando o interpolador

padrão conhecido como método de Ponderação de Distância Inversa (IDW) para interpo-

lação multivariada. Este método popular é de fato uma generalização da aproximação de

Lagrange em um espaço multidimensional (Lukaszyk , 2004, Shepard, 1968).

Para comparar a precisão das predições, foram empregadas as seguintes medidas

(Sungil, 2016):

(i) Raiz do Erro quadrático médio - RMSE:

RMSE(Ŷt,`) =

√√√√√√
T∑
t=1

(
Yt,` − Ŷt,`

)2
T

.

(ii) Média Percentual Absoluta do Erro - MAPE:

MAPE(Ŷt,`) =
1

T

T∑
t=1

∣∣∣∣∣Yt,` − Ŷt,`Yt,`

∣∣∣∣∣ .
A Tabela 6.4 apresenta os valores RMSE’s e MAPE’s para o modelo Gumbel Multi-

variado (MGM) e para o Método de Ponderação de Distância Inversa (IDW) para cada es-

tação (valores menores indicam uma melhor precisão). Observa-se que os valores RMSE’s

para o modelo MGM foram menores em sete estações, enquanto que para o método IDW

foram menores para outras 7 restantes. Já os valores MAPE’s para o modelo MGM foram

menores para 9 estações, enquanto que para o método IDW foram menores para outras 5

estações. Além disso, o valor médio de MAPE (MGM) foi 0.04302 com desvio padrão dp

= 0,06547 e o MAPE médio (IDW) foi 0,02746 (dp = 0,00971). O RMSE médio (MGM)

foi de 1,1727 (dp = 0,27841), e o RMSE médio (IDW) foi de 1,21775 (dp = 0,39803). Apli-

cando o teste de Kolmogorov-Smirnov ao ńıvel de 5% para comparar duas distribuições

(Corder & Foreman, 2011), obtém-se que tanto os valores do RMSE’s quanto os valores do

MAPE’s não mostraram diferenças significativas entre as distribuições (p-valor RMSE’s

= 0,9205 e p-valor MAPE’s = 0,6355).

Esses resultados sugerem que o modelo proposto (MGM) fornece resultados con-

sistentes, considerando que o método IDW é bastante padrão para interpolação. Eviden-

temente, essa comparação muito limitada, não é conclusiva mas é fornecida apenas como

uma ilustração da metodologia proposta em uma configuração de dados reais.
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Tabela 6.4: Medidas de ajuste: RMSE’s e MAPE’s.

Grupos Estações RMSE(MGM) RMSE(IDW) MAPE(MGM) MAPE(IDW)

Barcelos 1,12159 1,19727 0,02324 0,02488

Iauretê 1,55942 1,17598 0,03862 0,02681

S. G. da Cachoeira 0,97708 1,34778 0,02165 0,03201

1 Fonte Boa 0,93292 1,06624 0,02085 0,02465

Tefé 1,27090 1,10891 0,02799 0,02402

B. Constant 1,89733 2,05097 0,04678 0,05024

2 Eirunepé 1,23438 2,07695 0,02617 0,0456

Lábrea 1,25190 1,23116 0,26883 0,02847

Coari 1,24208 1,0664 0,02178 0,02287

Codajás 1,02180 1,09416 0,02201 0,02299

3 Manicoré 1,12641 1,21626 0,02550 0,02817

Manaus 0,94579 0,86362 0,01983 0,01954

Itacoatiara 0,87299 0,67677 0,01873 0,01481

Parintins 0,96324 0,87603 0,02036 0,01944



Considerações finais

Neste trabalho uma classe multivariada Gumbel para dados dependentes foi cons-

trúıda através da marginalização de uma distribuição Gumbel univariada condicionada a

uma mistura de distribuições α-estáveis. Em seguida, foram desenvolvidos alguns modelos

especiais que envolvem séries temporais, espaciais e efeitos aleatórios.

No desenvolvimento das propriedades, podemos perceber que todas as distribuições

marginais e do máximo para qualquer subconjunto de observações pertencem à mesma

famı́lia Gumbel. A função densidade conjunta da classe não possui uma forma fechada

dificultando a estimação direta por máxima verossimilhança, por isso desenvolvemos o

algoritmo EM.

Como um caso particular da classe multivariada, propomos o modelo espaço-

temporal Gumbel multivariado com efeitos aleatórios espacialmente compartilhados e

modelados por variáveis com distribuições αm-estáveis positivas. A dependência espa-

cial neste modelo foi mensurada por grupos. Para isso, as medidas de distâncias foram

calculadas através da função Kernel Gaussiana. Para esse modelo foi desenvolvido o algo-

ritmo MCEM para estimação dos seus parâmetros, visto que os efeitos aleatórios, apesar

de serem independentes, não são identicamente distribúıdos implicando numa esperança

condicional dif́ıcil de ser calculada.

O foco da nossa aplicação foi a análise dos dados de temperatura máxima, obser-

vados nas 14 estações meteorológicas do estado do Amazonas, durante os últimos 20 anos

(1997-2016). O modelo mostrou um suave aumento na distribuição espacial da tempe-

ratura, principalmente no sudoeste do Estado. Esse aumento foi mais evidente nos anos

2001 a 2005. É importante ressaltar que nesse peŕıodo o Estado sofreu com uma das

principais secas do século.

Para verificar o ajuste do modelo, foi realizado um estudo comparativo com o

modelo espacial de ponderação pelo inverso da distância - IDW, considerado padrão para
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este tipo de problema. As medidas de ajuste utilizadas foram a Raiz do Erro Quadrático

Médio - RMSE e a Média Percentual Absoluta do Erro - MAPE. Percebemos que os

resultados gerados pelo modelo proposto (MGM) foram consistentes com os do modelo

IDW. Evidentemente, essa comparação muito limitada, não é conclusiva mas foi fornecida

apenas como uma ilustração da metodologia proposta em uma configuração de dados

reais.



Apêndice A

Distribuição e valores caracteŕısticos

de Wt,m

A.1 Distribuição de Wt,m = logZt,m

Seja a função densidade de Zt,m:

h(zt,m) =
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× zl−1 × e−zt,m , zt,m > 0;

Lm∑
l=1

qLm,l = 1.

Vamos calcular a distribuição de Wt,m = logZt,m.

FW (wt,m) = P (Wt,m ≤ wt,m),

= P (logZt,m ≤ wt,m),

= P (Zt,m ≤ ewt,m),

= FZt,m (ewt,m) .
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Derivando ambos os membros

fWm(wt,m) =
∂FWt,m(wt,m)

∂wt,m
,

=
∂FZt,m(zt,m)

∂zt,m
×
∣∣∣∣ ∂zt,m∂wt,m

∣∣∣∣ , zt,m = ewt,m

= fZt,m(ewt,m)× ewt,m ,

=

[
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× (ewt,m)l−1 × e−e

wt,m

]
× ewt,m

=
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× ewt,ml × e−e

wt,m
, wt,m ∈ R.

A.1.1 Função geradora de momentos de Wt,m = logZt,m

MWm(k) = E(ekWt,m),

=

∫ ∞
−∞

ekWt,m × fWt,m(wt,m)dwt,m

=

∫ ∞
−∞

ekWt,m ×
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× ewt,ml × e−e

wt,m
dwt,m

=
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)

∫ ∞
−∞

eWt,m(k+l) × e−e
wt,m

dwt,m.

Fazendo a seguinte mudança de variáveis:

u = eω ⇒ du = eωdω

Desta forma, quando w −→ −∞⇒ u −→ 0;

w −→ +∞⇒ u −→ +∞.

Logo,

MWt,m(k) =
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)

∫ ∞
0

u(k+l) × e−u × du

u

=
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)

∫ ∞
0

u(k+l)−1 × e−udu

=
Lm∑
l=1

qLm,l ×
Γ(k + l)

Γ(l)
.
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A.1.2 Esperança de Wt,m = logZt,m

Por definição,

E(Wt,m) =
∂

∂k
MWm(k)

∣∣∣∣
k=0

.

Mas,

∂

∂k
MWt,m(k) =

∂

∂k

[
Lm∑
l=1

qLm,l ×
Γ(k + l)

Γ(l)

]

=
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× [Γ(k + l)]′

=
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× Γ′(k + l)× (k + l)′,

aplicando no ponto t = 0, vem:

E(Wt,m) =
Lm∑
l=1

qLm,l ×
Γ′(l)

Γ(l)

=
Lm∑
l=1

qLm,l × ψ(l),

em que ψ(l) é a função digamma definida por ψ(l) =
∂ψ(l)

∂l
log Γ(l).

A.1.3 Segundo momento de Wt,m = logZt,m

E(W 2
t,m) =

∂2

∂k2
MWm(k)

∣∣∣∣
k=0

.

∂2

∂k2
MWt,m(k) =

∂

∂k

[
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× Γ′(k + l)

]

=
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× {Γ′(k + l)}′

=
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× Γ′′(k + l)× (k + l)′

=
Lm∑
l=1

qLm,l ×
1

Γ(l)
× Γ′′(k + l).
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Pondo k = 0, vem:

E(W 2
t,m) =

Lm∑
l=1

qLm,l ×
Γ′′(l)

Γ(l)
.

A.1.4 Variância de W = logZt,m

Var(Wt,m) =
Lm∑
l=1

qLm,l ×
Γ′′(l)

Γ(l)
−

[
Lm∑
l=1

qLm,l × ψ(l)

]2
.



Apêndice B

Cálculo das esperanças

Em,1,Em,2,Em,3 e Em,4

Neste apêndice vamos demonstrar as seguintes expressões:

1

Em,1 = EE|y,θ,α(Em) =
EEm|y,θ,α(Em × ϕ0(Em, αm))

EEm|y,θ,α(ϕ0(Em, αm))
.

2

Em,2 =
EEm|y,θ,α(logEm × ϕ0(Em, αm))

EEm|y,θ,α(ϕ0(Em, αm))
.

3

Em,3 =
EEm|y,θ,α(ϕ1(Em, αm))

EEm|y,θ,α(ϕ0(Em, αm))
.

4

Em,4 =
EEm|y,θ,α(E

− αm
1−αm

b × ϕ2(Em, αm))

EEm|y,θ,α(ϕ0(Em, αm))
.

Demonstração. Usando a proposição (5.1) e as funções ϕ0, ϕ1 e ϕ2 definidas nas equações

(5.4), (5.5) e (5.6), temos que

64
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1

Em,1 = EE|y,θ,α(Em) =

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

Emp(E|y,θ,α)dE

=

∫ ∞
0

Emp(Em|y,θ,α)dEm

=
(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)EG(ϕ0(Em, αm))

∫ ∞
0

Emϕ0(Em, αm)ETLm
m e−Emv

(m)(θ)dEm

=
1

EG(ϕ0(Em, αm))

(
(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)

∫ ∞
0

Emϕ0(Em, αm)ETLm
m e−Emv

(m)(θ)dEm

)
=

EEm|y,θ,α(Em × ϕ0(Em, αm))

EG(ϕ0(Em, αm))
.

2

Em,2 = EE|y,θ,α(log(Em)) =

∫ ∞
0

log(Em)p(Em|y,θ,α)dEm

=
(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)EG(ϕ0(Em, αm))

∫ ∞
0

log(Em)ϕ0(Em, αm)ETLm
m e−Emv

(m)(θ)dEm

=
1

EG(ϕ0(Em, αm))

(
(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)

∫ ∞
0

log(Em)ϕ0(Em, αm)ETLm
m e−Emv

(m)(θ)dEm

)
=

EEm|y,θ,α(log(Em)× ϕ0(Em, αm))

EG(ϕ0(Em, αm))
.

3

Em,3 = EE|y,θ,α(log(c(Bm))) =

∫ ∞
0

log(c(Bm))p(Em|y,θ,α)dEm

=
(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)EG(ϕ0(Em, αm))

∫ ∞
0

ϕ1(Em, αm)ETLm
m e−Emv

(m)(θ)dEm

=
1

EG(ϕ0(Em, αm))

(
(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)

∫ ∞
0

ϕ1(Em, αm)ETLm
m e−Emv

(m)(θ)dEm

)
=

EEm|y,θ,α(ϕ1(Em, αm))

EG(ϕ0(Em, αm))
.

4

Em,4 = EE|y,θ,α(E
− αm

1−αm
m ) =

∫ ∞
0

c(Bm)E
− αm

1−αm
m p(Em|y,θ,α)dEm

=
(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)EG(ϕ0(Em, αm))

∫ ∞
0

E
− αm

1−αm
m ϕ2(Em, αm)ETLm

m e−Emv
(m)(θ)dEm

=
1

EG(ϕ0(Em, αm))

(
(v(m)(θ))TLm+1

Γ(TLm + 1)

∫ ∞
0

E
− αm

1−αm
m ϕ2(Em, αm)ETLm

m e−Emv
(m)(θ)dEm

)
=

EEm|y,θ,α(ϕ1(Em, αm))

EG(ϕ0(Em, αm))
.
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