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Resumo

Neste trabalho apresentamos o célculo diferencial de dominios, desenvolvido por Daniel Henry
em 2005, aplicado em problemas de pertubacéo de fronteira de dominio regular. Ultilizaremos
essa técnica para calcular a primeira derivada do autovalor simples do Laplaciano com
respeito ao dominio. Em seguida, exibimos a técnica desenvolvida por Marcos Montenegro
e Julian Haddad em 2015 para calcular a derivada de autovalores simples de operadores
uniformemente elipticos de segunda ordem em dominios nao-regulares, com respeito aos
coeficientes do operador e ao dominio, onde sdo tomadas perturbagdoes nao regulares do
dominio de definicdo do problema. Por fim, destacamos algumas diferencas e semelhancas

entre ambas as técnicas.

Palavras-chaves: Perturbagdo de Fronteira, Operador Eliptico, Autovalores, Diferenciabili-

dade, Operador Laplaciano
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Abstract

In this work we present the differential calculus of domain, developed by Daniel Henry in
2005, applied to problems of boundary pertubation of the regular domain. We will use this
technique to calculate the first derivative of the simple eigenvalue of Laplace operator with
respect to the domain. Then we show the technique developed by Marcos Montenegro and
Julian Haddad in 2015 to calculate the derivative of simple eigenvalues of uniformly elliptical
operators of second order in non-regular domains, with respect to the coefficients of the
operator and the domain, where they are taken Non-regular disturbances of the problem
definition domain. Finally, we highlight some differences and similarities between both

techniques.

Keywords: Boundary Perturbation, Elliptic Operator, Eigenvalues, Differentiability, Laplace
Operator.
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Introducao

Perturbacao de contorno de problemas com valores de fronteira em EDP’s
elipticas é um assunto que tem recebido atencao de diversos autores sobre varios pontos
de vista. Desde a publicacdo do famoso livro de Rayleigh [21] em 1877(primeira edigao)
o assunto vem atraindo aten¢ao da comunidade cientifica principalmente por conta
de sua vasta aplicabilidade. Entre outros, citamos alguns trabalhos feitos no século
20: Hadamard [9] em 1908, Courant e Hilbert [3] em 1937, Polya e Szégo [20] em
1951, Garabedian e Schiffer [8, [7] em 1952-1953, Polya e Schiffer [19] em 1953, Schiffer
[22] em 1954 e os importantes trabalhos de A.M. Micheletti, [14], [15] em 1972 e [16]
em 1973. Também citamos os reconhecidos trabalhos de K. Uhlenbeck [24] 25], Saut
e Teman [23] e A. L. Pereira [I7], nos quais propriedades genéricas das solugoes do

referido problema sao estudadas.

A razao para o grande interesse neste tema é a sua aplicabilidade. A fim
de estudar, entre outras coisas, problemas de perturbacgao de fronteira para EDP’s,
D. Henry desenvolveu em [I1] uma espécie de calculo diferencial em que a varidvel
independente é o dominio de defini¢do do problema de valor de contorno a ser estudado.
Essa teoria nos permite fazer uso de teoremas classicos como o Teorema das Fungoes

Implicitas.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentamos algumas defini¢des e resulta-
dos preliminares a respeito de derivadas, definimos dominio regular e alguns espacos
de funcoes, e dedicamos uma secao para introduzir alguns conceitos e resultados sobre

derivada de aplicagoes entre espacos de Banach.

Ja no segundo capitulo, iniciamos com uma secao voltada a teoria desenvolvida
em [11] para tratar problemas de deformacao de fronteira em EDP’s. Mais precisamente,

seja {2 um subconjunto aberto e limitado de R™ de classe C"™. Uma C™—perturbacao
de Q0 é dada por Q;, = h(Q2) onde

h € Diff"(Q) = {h € C™(Q,R") : h ¢ injetiva e | det h,|™" é limitado em Q}.

Considere o seguinte problema de Dirichlet

Au = —du em £
u = 0 em Of)



Nosso objetivo é estudar o comportamento das solugées desse problema quando a
regiao €2 é submetida a uma C™—perturbacao. O dominio de defini¢ao do operador de
Laplace A é um espaco de fungoes u que estao definidas em €2. Surge uma dificuldade:
quando submetemos a regiao {2 a uma perturbacgao, o espaco de func¢oes u também
varia. Uma maneira de evitar isto, é fazer com que o problema retorne a regiao inicial.
Para isso, se h € Diff™(€2) é um mergulho e u é uma funcao definida em h(£2), definimos

a composicao (ou o pull-back) h* de h por
h*u(x) = (uo h)(z) = u(h(x)) =€ Q.

Assim, podemos considerar o operador h*Ah*~! agindo em funcoes definidas em (2.

Essa estratégia nos permite trabalhar em espacos de fungdes que nao variam
quando a regiao () é perturbada. Porém, é necessario provar a suavidade dessa
aplicacao com respeito a h e além disso, calcular sua derivada. Supondo que seja
diferencidvel, se tentarmos uma abordagem direta no célculo da derivada podemos ter

varias dificuldades.

Suponha que estamos interessados em calcular a derivada dessa aplicagdo em
relagdo a t, ao longo de uma curva t — (h(t,-), u(t,-)) € Diff"(Q) x C™(Q2) com m > 2,
ou seja,

d -1
o Au(t, 7Y (E ) (R(t, ).

Ao tentarmos aplicar a regra da cadeia (diversas vezes), em geral, isso nos
levara a uma longa sequéncia de calculos. Podemos facilitar essa tarefa se calcularmos
num ponto fixo y pertencente a regido perturbada h(t,2), entretanto, teriamos que

permitir que as regioes e espacos variem.

D. Henry desenvolve uma técnica para superar esta dificuldade e facilitar os
calculos enquanto a regiao {2 permanence fixada. Isso é feito basicamente definindo a

derivada anticonvectiva Dy

Dt:g—U(az:,t)2 Ulx,t) :—<

on\ "' oh
ot ox’

oxr ) ot

que quando aplicada ao operador h(t,-)*Ah(t,-)*! numa regido fixada, corresponde
num certo sentido a derivada em relacao a t aplicada ao operador A numa regiao

deformada.

Apos isso, usando uma aplicacao conveniente, conseguimos provar utilizando o

Teorema das Funcoes Implicitas a diferenciabilidade dos autovalores e das autofungoes



em relagdo a perturbacao h, do problema de Dirichlet para o Laplaciano, e calculamos

sua primeira derivada.

Rigorosomente falando, a teoria desenvolvida por D. Henry trata de operadores
qualquer, nao especificamente o laplaciano, isto é, se L é um operador diferencial
linear com coeficientes constantes de ordem m, e f é uma funcdo continua, define-se o

operador F em C™(2) dado por
Fo(u)(z) = f(z, Lu(z)), =€,

e em seguida as formas Euleriana e Lagrangiana, Fj,q), h*Fyoh* ™! respectivamente.
Feito isso, Henry prova o teorema [2.2.1] que nos diz como derivar o operador acima na

forma lagrangiana.

Ha um grande niimero de trabalhos em que a hipétese de regularidade pelo menos
de classe C? é exigida. Contudo, em [I0] M. Montenegro e J. Haddad desenvolvem uma
técnica para provar a diferenciabilidade dos autovalores e autofungoes do problema de
Dirichlet quando o operador em questao é um operador diferencial linear eliptico de
segunda ordem e o dominio de definicao do problema nao necessariamente é regular.

O capitulo 3 é dedicado a essa técnica.

Na primeira secao do terceiro capitulo, assim como na primeira se¢ao do
capitulo 2, preparamos o terreno para o estudo proposto. Definimos alguns operadores
e provamos resultados essenciais. O objetivo principal nesta se¢do é provar uma versao
generalizada de um lema de tipo Omega, a fim de usé-lo para provar a diferenciabilidade

de aplicacoes e operadores entre espacos de funcgoes.

Para ser mais especifico, enunciamos aqui uma versao padrao do Omega lema,

que pode ser encontrada em [I].

Seja M um espaco topoldgico compacto, E e F espacos de Banach. C°(M, E)

¢é o espago de Banach das fungoes continuas de M em E, equipado com a norma usual
1/l = sup [[f(m)]].
meM

Se A é um subconjunto aberto de E, definimos C°(M, A) como sendo o aberto de
aplicagoes f € C°(M, E) tais que f(M) C A.

Lema 0.0.1. (Omega Lema) Seja g : A — F uma aplicagio de classe C", r > 0.

Entao, a aplicacao
Q,: C°(M, A) — C°(M,F) definida por Q,(f) =go f

é também de classe C".



Note que no enunciado acima a fungdo g estd fixada. Em [10] os autores
apresentam uma versao generalizada do Omega Lema, onde é permitido que a fungao

g de classe C" também varie. Mais precisamente, a fun¢ao composta
cg:C"(UE)x C'Q,U) — C°(Q, E)

definida por ¢.g(g, f)(z) = g(f(x)) é de classe C", onde U é um subconjunto aberto e
limitado de R" tal que Q C U. Este é um resultado de interesse independente, e que

certamente pode ser aplicado em outros contextos.

Apoés a construcao da estrutura mencionada, ultilizamos o teorema das fungoes
implicitas para provar a diferenciabilidade dos autovalores e autofun¢ées como fungoes
dos coeficientes e do dominio. Feito isso, calculamos a primeira derivada do autovalor.
Em particular, obtemos o mesmo resultado do capitulo 2 no caso em que a regiao

perturbada é de classe C?.

Concluimos o trabalho fazendo uma comparacao entre as técnicas apresentadas,

destacando algumas semelhancas e diferencas entre elas.



1 Preliminares

1.1 Definicoes, notacoes e teoremas

Apresentaremos nesta sessao uma série de defini¢oes e resultados que usaremos

ao longo de todo o trabalho.

Como de costume, denotaremos o espago euclidiano n dimensional por R" e
um ponto z € R" por = = (z1,xa,...,T,).

Seja u : 2 C R — R uma funcao que possua derivadas parciais de primeira

ordem. Denotaremos a i-ésima derivada parcial de u por 0;u, ou por %, ou ainda por
7

Diu.

Defini¢ao 1.1.1. Seja Ny = {0,1,2,3,...} o conjunto dos inteiros nao-negativos.
Dizemos que um elemento o = (a1, aa, ..., ap,) de Ny é um multi-indice e sua ordem é
o numero inteiro |a] = a1 + as + ... + a,, e definimos a derivada de ordem o por
50 — <8)a _ o 0 0
ox Or{t 0xs? " Qo
Exemplo 1.1.1. Se f: R?> = R € dada por f(z,y,2) = 2> +y* + 2% e a = (2,2,2),

entao

of
0°f(z) = ———=—(x) = 6.
f(x) agxagyagz( )
Um polinémio p(z1, 2, ..., x,) é homogéneo de grau k se p(txy,txs, ... tx,) =
thp(x1, 29, ..., 2,). Se f é uma aplicacdo que assume valores reais definida em z € R”,

m-vezes diferenciavel, a m-ésima derivada de f em x pode ser considerada como um

polinémio homogéneo de grau m(h — D™ f(x)h™) em R"(onde A™ denota o elemento

(h,...,h) de R" x R" x --- x R", ou como uma forma simétrica m-linear, ou como a

colecao de derivadas parciais

D" f(x) = { (ai)af(x) o] = m},

dependendo da conveniéncia. Entdao a norma |D™ f(x)| pode ser denotada por

()

max
laf=m

ou max | D™ f(z)h™ | .

|h|<



A 1ltima versao tem a vantagem de ser independente da rotagdo de coordenadas em

R™, mas as normas sao equivalentes.

Com efeito, seja {e1,...,e,} a base candénica em R"™. Visto que a derivada
Df : R* — L(R",R) é uma aplicacdo que associa a cada ponto z € R", uma
trasformagao linear Df(z) : R® — R, tal que Df(z)(e;) = 0;f(x), dado h € R",

podemos escrever

DI = Di) (3 h)

- ZhZDf Zh@f

Entao, h — Df(z)(h) é um polinémio homogéneo de grau 1, cujos coeficientes sao
as derivadas parciais de primeira ordem de f no ponto z. J& a segunda derivada
D2f(z) : R" x R® — R, é uma aplicacio bilinear para cada x € R", além disso tem-se
D?f(z)(ei, ej) = 9y f (x). Desse modo,

D*f(z)(h,h) = D*f(x) (Zhel,z:h e])

= ihithQf( )(€i,€5) Zhh@]f ).

3,j=1 4,j=1

Donde segue que D?f(x)(th,th) = t*D?f(z), portanto h + D?f(x)(h, h) é um polind-
mio homogéneo de grau 2. Prosseguindo dessa forma, verificamos que h +— D™ f(x)h™

¢ um polindmio homogéneo de grau m.

Sabendo que, o que determina um polinémio sao os seus coeficientes, podemos
identificar D™ f(z)h™ com o conjunto {(a%)a f(z) : |a] = m}. Basta observar que
cada coeficiente que aparece em D™ f(z)h™, é da forma (£)%f(z) com a sendo um

multi-indice de ordem m.

Quanto as normas, observe que se trata da norma de um vetor num espaco de

dimensao finita, portanto sdo equivalentes.

Definicao 1.1.2. Dizemos que uma funcao f : €2 — R pode ser estendida continua-
mente até U, se existir f : Q — R diferencidvel, com Q € Q e f(z) = f(z) para todo
x € .

Definicao 1.1.3. Se Q € um conjunto aberto em R™ e m > 0 um numero natural,
C™(Q,E) € o espago das fungoes u : Q0 — E, m vezes continuamente diferencidveis e

limitadas em € cujas derivadas podem ser estendidas continuamente até o fecho €0,

6



com a norma usual

_ J
Iollcm@m = max sup[D¢(x)].

O espacgo de valores sera algum espaco vetorial normado E. Quando E = R,

escreveremos apenas C™(12).

Definigao 1.1.4. Diremos que um subconjunto aberto Q' estd compactamente contido

em Q, e escrevemos Q' € Q, se ¥ C Q e Y for compacto.

Se ' € Q, entdo

dist(Q,0Q) = inf{|lz —yl;2 € Q' e y €I} >0.

O suporte de uma funcao continua u : 2 C R® — R" é definido como

suppu = {z € Q;u(x) # 0}.

Denotamos por C{*(2) o subconjunto de C™(£2) formado pelas fungoes cujo
suporte estd compactamente contido em §2, e de modo andlogo, C5°(€2) denotara o
subconjunto de C*°(2) consistindo de todas fungdes com suporte compacto em 2. Nos

referimos a tais func¢oes como funcoes teste.

m(Q,E) é o subespago de C™(£2, E) constituido por todas as fungdes cuja

unif

m-ésima derivada é uniformemente continua.

Definicao 1.1.5. Dizemos que um conjunto aberto 2 C R™ é C™ — regular, ou
simplesmente de classe C™, se existir ¢ € C™(R™) que ¢ pelo menos Cy,,,;(R™), tal que
Q={zeR":¢(x) >0} e p(x) =0 implica |Vo(x)| > 1.

Onde Vu(z) denota o gradiente de uma fungao u : Q@ — R diferencidvel num

ponto x € ), definido por

ou ou ou
Vule) = (S0 @) o).
O divergente de um campo vetorial ¢ = (1, @, ..., ) :  — R™ num ponto
reé 5 5 5
o) = PPy 0P O
divip(z) = G2 @) + G () + -+ G

Segue diretamente da definicdo que, se u é uma funcao definida em € a valores reais, e

@ € um campo vetorial em €2, entao
div(u(z)p(x)) = u(z)div(e(z)) + Vu(z) - o().

7



Um campo vetorial ¢ é de classe C* se cada uma de suas componentes ; for uma

funcdo de classe C*.

Definicao 1.1.6. Se u: 2 — R"™ ¢ uma fungdo que possui todas as derivadas parciais
de sequnda ordem mo ponto x € ), definimos o operador Laplaciano de u em x, como

sendo

9%u

€Ts

().

o5
N

s

Au(z) = div(Vu(z)) = z:

Definigao 1.1.7. Seja 1 < p < o0, 0 espago LP(Q2) consiste de todas as fungoes

u: ) — R mensurdveis a Lebesque tais que

/ |u|Pdx < oo,
0

e L>(§) € formado por todas as fungoes u : Q@ — R essencialmente limitadas, onde o

supremo essencial de u, denotado por supgu, é definido como
supu = inf{M € R;u < M quase sempre em Q}.
Q

Dizemos que uma funcao u : 2 — R € essencialmente limitada, se existe uma constante
M > 0 tal que o conjunto {x € Q : |u(x)| > M} tem medida nula. Estes espagos se

tornam espagos de Banach quando munidos com as sequintes normas, respectivamente

1
faller = ([ JaPde)” ., ulls = sup ful
Q Q

p
loc

Definimos também o espaco L7 .(£2), formado pelas fungoes u : 2 — R tais que

u € LP(Q) para cada Qy € Q. Tais fungoes sdo ditas localmente integraveis.

Rigorosamente falando, elementos do espago LP(£2) sao classes de equivaléncia
de funcgoes que coincidem em quase todo ponto, isto é, sdo idénticas a menos de
um conjunto de medida nula. Porém, identificamos uma func¢ao com a sua classe de
equivaléncia.

Seja @ € Ny um multi-indice. Uma fungao u € Li,.(Q2) possui derivada fraca

0%u € L} () se

loc

/Q(aau)gzﬁdx = (—1)'“| /Qu(aagzﬁ)d:v para toda ¢ € C5°(Q).

Outro espago que sera bastante utilizado aqui, é o espago de Sobolev W™P((Q),

que consiste de todas as funcoes localmente integraveis u : 2 — R, tais que a derivada



fraca 0“u pertence a LP(Q) para todo multi-indice oo com 0 < || < m. No caso especial

p = 2, escrevemos W™2(Q2) = H™()). Definimos a norma em W™P(Q) como

1
wllwme) = (/Q Z \(‘9au|pdx>

laf<m

sel <p<oo, e
ullwme@) = > sup|0®u]

la|<m
caso p = oo. Vamos considerar essas normas como padrao em W™P(Q), e equipado
com essas, tal espago torna-se um espaco de Banach. Mas existem outras normas
equivalentes que podemos considerar caso seja conveniente. Além disso, podemos
definir um produto interno em H™(2) de modo a torné-lo um espago de Hilbert, a

saber,

(o)=Y /Q (6°u)(8°v)dx.

la|<m
Friedman prova em [6] que se 92 é de classe C™ entao W™2(Q) = H™((Q2). Definimos
WiP(€2) como sendo o fecho do espago C§°(€2) na norma acima. Em [5] h& um capitulo
inteiro dedicado & propriedades das derivadas fracas e dos espagos W™P(€)), ou ainda

o leitor pode consultar [2].

Finalizamos esta secdo com o seguinte teorema, que serd extremamente ttil em
alguns calculos que faremos para demonstrar resultados principais em nosso trabalho.

A prova do seguinte teorema pode ser encontrada em [12].

Teorema 1.1.1. (Teorema da Divergéncia) Seja ¢ : Q — R™ um campo vetorial de

classe C*, e Q um subconjunto aberto e limitado de R™ com fronteira O de classe C*.

Entao
/ divpdr = / w - NdS,
Q o9

onde N denota o campo normal unitario em OS2 apontando para fora de Q.

Em particular, se u,v € C*(£2), entdo uma aplicagao direta do teorema acima
ao campo ¢ = (0,0,...,uv,...,0) cuja i-ésima componente é uv, nos dé a férmula de

integracao por partes
/u((?iv)dx: —/((?Z-u)vdx—l—/ uvN;dS.
Q Q a0

Outras consequéncias do Teorema da Divergéncia, sao as conhecidas identidades

de Green.



Corolério 1.1.1. Se Q é um subconjunto aberto de R" de classe C' e u,v € C*(),

entao

/uAvdm— /Vu Vvdx+/ u—dS
/QuAvdx—/vAudx—i—/ (um—v(g\lf) ds.

1.2 Calculo Diferencial em Espacos Normados

Na discussao acima comentamos a respeito da derivada de aplicagoes entre
espacos euclidianos. O que faremos nesta secao é dar uma definicdo um pouco mais
geral de derivada, isto é, quando a aplicacao a ser derivada estiver definida entre
espacos normados. Faremos isso com o intuito de esclarecer as notacoes e as técnicas
de derivacao que serao usadas no texto, bem como o enuciado do Teorema (padrao)
da Fungao Implicita. Resaltamos ainda que se trata apenas de uma breve esplanagao

sobre o assunto. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [I] ou [4].

Assim como na se¢dao anterior, denotaremos por E um espago vetorial normado
(E,||-]|)- Se E e F sdo dois espagos normados, denotamos por L(E, F) o espago vetorial

normado composto por todas as aplicacoes lineares continuas de E em F.

Definicao 1.2.1. Sejam E,F espacos vetoriais normados, f : U C E — F uma
aplicacao definida no aberto U de E e xq € U. Dizemos que f é diferencidvel em x
quando existe uma aplicagao linear limitada D f(zg) : E — F tal que para todo € > 0,

existe 6 > 0 de modo que sempre que 0 < ||z — || < d tem-se

|f(x) — f(zo) =D f(x0) - (x — 20l

[l = o]

<E.

Observe que estamos usando a mesma noatacao para as normas de E e F. A
definicao acima pode ser reescrita como

W f(@) = f(wo) = Df (o) - (x — o)

A [l = o

=0.

Definicao 1.2.2. Se f é diferencidvel em cada ponto xg € U, a aplicagio Df : U —
L(E,F); x — Df(x) é chamada de derivada de f. Além disso, se Df é uma aplicagio

continua, dizemos que f é de classe C* (ou continuamente diferencidvel).
Prosseguindo de maneira indutiva, definimos
D'f=DD"'f):UCE— L' (E,F)
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se existir, e aqui estamos identificando L(E, L""*(E, F)) com L"(E,F). Se D" f existir
e for continua, dizemos que f é de classe C". Também usamos a notagao f’(z) para
indicar a derivada de f em x, e f*(z) para a k-ésima derivada de f em z. Esta ¢ a
definicao classica para aplicacao de classe C" encontrada nos livros de cédlculo, mas

vamos usar a definicdo dada na secao anterior.

Nao daremos todas as propriedades da derivada, vamos apenas escrever aquelas
necessarias para enunciar os resultados de nosso interesse. Mas vale observar que se os
espagos normados E e F sao R™ e RP, respectivamente, obtemos os mesmos resultados

para derivada vistos no calculo diferencial nos espagos euclidianos.
Se f:U C R — F é diferencidvel, entao Df(t) € L(R, F). Portanto, o espago
L(R,F) é isomorfo a F via o isomorfismo 7" — T'(1). Note que || T|| = [|T(1)||, ou seja,

esse isomorfismo preserva a norma. Denotamos

fo= Z];:Df(t)-l, 1eR

e f é diferencidvel se f’ existe.

Teorema 1.2.1. (Teorema Fundamental do Cdlculo).

(i) Se g : [a,b] — F é continua, onde F é um espago vetorial normado, entio a

aplicagio f : (a,b) — F definida por

¢ diferenciavel e f' = g.

i) Se [ :[a,b] = F for continua, e diferencidvel no aberto (a,b) e [ puder ser
(ii)

estendida d uma aplica¢do continua em [a,b], entdo

£6) — fl) = [ Fs)ds.

Definigao 1.2.3. Suponha que f : U C E — F seja de classe C*. Definimos a tangente
de f como sendo a aplicacio Tf : U x E — F x F dada por

Tf(z,e) = (f(x),Df(z)-e).

Se f € de classe C" definimos T" f = T(T""*f) indutivamente. E Df(x) - e denota

Df(z) aplicada ao vetor e como aplicacao linear.
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Teorema 1.2.2. (Composi¢io de aplicagoes C").Sejam E, F e G trés espagos de
Banach. Suponha que f;U CE -V CF eg:V CF — G sejam diferencidaveis
(resp. C"). Entao a composi¢io go f: U — G é também diferencidvel (resp. C”) e

T(go f)=TgoTf,

(resp., T"(go f)=T"goT"f). A formula T(go f) =TgoTf é equivalente a regra da

cadeia em termos da derivada ususal D:
D(go f)(z) = Dg(f(z)) o Df(x).

Uma das consequéncias da regra da cadeia é a derivada direcional.

Definigao 1.2.4. Seja f : U CE — F e x € U. Dizemos que f possui uma derivada
na direcao do vetor e € E no ponto x se existir
d
—f(x +te
el ).,

A este elemento de F damos o nome de derivada direcional de f na direcio e em x.

Teorema 1.2.3. Se f ¢é diferencidvel em x, entao existe a derivada direcional de f
em x em qualquer direcao e € E, e é dada por

d
%f(x—i-te) =Df(z)-e.

t=0

Demonstra¢io. Um caminho em E é uma aplicagdo ¢ : I — E onde [ C R é um
intervalo aberto. Assim, se ¢ é diferencidvel, para t € I temos que D¢(t) € L(R, E),
por defini¢ao. Lembrando que estamos identificando L(R, E) com E, pela associacao
Dc(t) com Dc(t) - 1. Seja %(t) = Dc(t) - 1. Vamos considerar f o ¢, onde ¢ : I — U.

Segue da regra da cadeia que

d dc
CUe(t) = D(f 0 1) -1 = Df(e(t)) - %
A proposicao segue pela escolha do caminho ¢(t) = z + te, onde z,e € E e I = (—¢,¢)

com ¢ > (0 suficientemente pequeno. 0

Fizemos questao de dar essa demonstracao pois, a ideia usada sera repetida
diversas vezes sempre que for necessario calcular derivada de aplicacoes entre espacos
de Banach. Algumas vezes uma funcao f que possui todas as derivadas direcionais é
chamada de Gateaux diferencidavel, enquanto que uma funcao que ¢ diferenciavel no

sentido que definimos é chamada de Fréchet diferencidvel.
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Se f é Gateaux diferenciavel e a derivada de Gateaux pertence a L(E, F); isto

é, para cada x € U existe G, € L(E,F) tal que
et =c
—f(x + te = Ge,
dt =0 ’
e se  — G, é continua, dizemos que f é C' — Gateauz. E possivel mostrar que, se f

é C' — Gateaur, entdo f é C*' e as derivadas coincidem.

O seginte resultado é um exemplo de caculo de derivada de uma aplicacao entre

espacos normados.

Lema 1.2.1. Sejam M(R,n) o espaco vetorial das matrizes reais n x n, I C R um
intervalo e f;; : I — R uma fungao diferencidvel para cada 1 < 1,5 < n. Definimos a
aplicagio t — A(t) : I — M(R,n) onde A(t) = [Fi(t), F5(t), ..., F,.(t)] € uma matriz
tal que
S5 (t)
f25(t)
Bt ="
i (1)
denota a j-ésima coluna de A(t). Entdo, escrevendo
f1;(t)
J35(t)
Fo=|"
ni(t)
temos,

5 det A(t) = det[F{(f). (1), ...
+  det[Fy(f), F5(1), - - .,

+ det[Fy(f), Ba(t),..., F.(1)].

Demonstragdo. Por definicao,

— lim <det[F1(t +h), Es(t+h),...,F.(t+ h)]
h—0 h
—det[F(t), Iy (1), .. ,Fn(t)]>

A )
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Somando e subtraindo det[F(t), Fo(t + h), F5(t + h), ..., F,(t + h)] ao denominador
do segundo membro na igualdade (1.1]), obtemos

det[Fi(t + h), Fa(t + h),..., F,(t + h)]

4 det A(t) = lim (

dt h—0 h
— det[Fy(t), Fy(t+ h),... Fo(t + h)])
h
i (det[Fl(t), Fa(t+h),..., Fy(t + h)] — det[Fi(t), F(t), ... ,Fn(t)])
h—0 h .

Visto que a func¢ao det é multilinear e continua, a primeira parcela do lado direito da

ultima igualdade é

det (lim
h—0

= det[F|(f), Fa(t), ..., F.(t)].

Fi(t+h)— Fi(t) . .
)= i By 1) Jim B+ )

Agora, somando e subtraindo det[Fi(t), Fy(t), F3(t+h), ..., F,(t+ h)] ao denominador

da segunda parcela, tem-se

K det A(t) = det[F|(f), Fa(t), ..., Fn(t)]

dt
+det[Fy(f), F5(t), ..., Fu(t)]
¢ lim (det[Fl(t),FQ(t), 3(t+h)...,E(t+h)
h—0 h
— det[Fl(t), FQ(t), Fg(t), R ,Fn(t)]
h :
Prosseguindo dessa maneira obtemos o resultado desejado. O]

Nossa discussao até o momento tratou apenas de aplicagoes de uma variavel.
Suponha que o espaco E onde mora o dominio U da aplicagao f, possa ser escrito
como E; @& E,, ou que a aplicacdo esteja definida num produto cartesiano E; x E,
de espacos normados. Vamos definir as derivadas parciais de f para o caso de duas

variaveis. O caso de n variaveis ¢é feito de modo andalogo.

Defini¢ao 1.2.5. Seja v = (x1,25) € U C E; x Ey. A derivada das aplicagoes
y1 — f(y1,xa) e yo — f(x1,92), onde y1 € Ey e yo € By, se existem, siao chamadas
de derivadas parciais de f em x e sio denotadas por Dif(x) € L(E{,F), Dof(x) €
L(E,, F).

Teorema 1.2.4. Seja U C E; x Ey um aberto e f : U — F.

14



(i) Se f € diferencidvel, entao as derivadas parciais existem e sao dadas por
Dy f(z)-er =Df(x)-(e1,0) e Daf(x)-ea =Df(x)-(0,e2).
(ii) Se f € diferencidvel entdo
Df(z) - (e1,€2) = D1f(z) - €1 + Do f(z) - €2

(iii) f é de classe C" se D; : U — L(E;,F), i = 1,2 existem e sdo de classe C" .

Teorema 1.2.5. (Férmula de Taylor) Seja U um subconjunto aberto e convexo de E

e f:UCE—F de classe C". Entao para quaisquer dois pontos x,x + h € U, tem-se

f(x+h) = f(:c)+f/1(f)h+f2(f)h2+S(!x)h3+---+{:_(f))!h”

+ (/01 mﬂ(az + sh)ds) hr

onde h* denota (h,h,..., h) € EF.

Encerramos esta secao com o enunciado do Teorema das Funcoes Implicitas

para espacgos de Banach, resultado que sera usado nos dois proximos capitulos.

Teorema 1.2.6. (Teorema das Fungoes Implicitas) Sejam E, F e G trés espacos de
Banach, U C E eV C F subconjuntos abertos, e f : U xV C ExF — G uma
aplicagao de classe C", r > 1. Seja (xq, yo) um ponto de U X V' tal que f(zo,y0) =0 e a
derivada sequnda parcial Dsf(xq,yo) seja um isomorfismo. Entao existem vizinhangas
Uy C U de xzg, Vo CV deyg e uma aplicacao u : Uy — Vi de classe C", de modo que
u(xo) = yo, (x,u(z)) € U xV e f(x,u(z)) =0 para todo x € Uy. Além disso,

() = = (Daf (2, u(2))) " o (D f(a,u(x))).
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2 Calculo Diferencial de Perturbacao de

Fronteira Regular

Neste capitulo iremos apresentar parte da teoria desenvolvida por D. Henry em
[11], onde o referido autor desenvolve uma espécie de calculo diferencial cuja varidvel é
o dominio de definicdo do problema de fronteira. A ideia para fazer o dominio variar
(digamos com o tempo t), serd identificar a varidvel {2, como a imagem h;(€2) de uma
curva t — hy(-) diferencidvel (ou de classe C*) de mergulhos h(-) € Diff(Q), e assim,
estudar o comportamento das solugoes de um problema de valor de fronteira ao longo
da curva t — hy(+). Para isso, vamos precisar introduzir uma nova ferramenta, chamada

derivada anticonvectiva, e estudar suas propriedades. Isso ficard mais claro a seguir.

2.1 Perturbacdo de Fronteira

Consideremos o operador linear diferencial matricial formal

ou ou 0%u 0?u
L = — R"™
o) = (). (o, (o), G 3 @) o (o)) €

com a quantidade de termos que se fizer necessario. Dada uma funcao f de varias

variaveis podemos definir um operador diferencial nao linear por

v(x) = f(z, Lu(x)), z=€R™

Mais precisamente, suponha que Lu(-) assume valores em R? e f(z,\) esta
definida em algum conjunto aberto O C R™ x RP. Para subconjutos {2 C R" definimos
Fq por

Fo(u)(z) = f(z, Lu(z)), z € Q.
para fungoes u suficientemente suaves sobre €2 de modo que (z, Lu(x)) € O para todo
x € Q. Por exemplo, se f é continua, 2 é limitado e L envolve derivadas de ordem

< m, o dominio de Fy, é um subconjunto aberto de C™(f2), (talvez vazio) e Fy, assume

valores em C%((2).

Seja h : @ — R™ um mergulho, i.e., um difeomorfismo de classe C" sobre sua

imagem h((2). Definimos a aplica¢ao de composicio (ou o pull-back) h* de h por

h*u(x) = (uo h)(z) = u(h(x)), =z €
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onde u é uma fungao definida em h(£2).

Proposigao 2.1.1. h*: C™(h(Q2)) — C™(Q) : u —> wo h é um isomorfismo, com

inversa (h*) " = (h~1)"

Demonstragio. Seja h : h(Q) — € um mergulho de ordem m. Pela Regra da Cadeia
h*u € C™(Q)) para todo u € C™(h(2)), portanto h* estd bem definido. Note que
h*(u+v) = h*u+ h*v, e que além disso, o pull-back h* é injetivo e sobrejetivo. Observe
também que (h*)~" = (h™1)". Sendo assim, basta mostrar que h* é limitado. De fato,
| *u |em@=| woh |[em@< M || u ||lemne)) para alguma constante M > 0, pois
h € C™(Q2,R™). Logo h* é um isomorfismo. O

Dado um mergulho i de um dominio limitado €2 podemos considerar o operador

diferencial Fyq) com dominio aberto Domp, ,, C C™(h(2)). A aplicagdo
Fh(Q) : DOth(Q) C Cm(h(Q)) — Co(h(Q>>
definida por
Froy(v)(+) = f(-, Lo())
¢ chamada a forma Euleriana do operador diferencial formal nao linear v — f(-, Lv(-))
sobre h(£2), enquanto

h*Fh(Q)h*_l : h*DOth(Q) C Cm(Q) — CO(Q)

é chamada a Forma Lagrangiana do mesmo operador diferencial formal nao linear.
Usamos os mesmos termos para outros espagos de fungoes. A forma Euleriana é mais
natural e simples para se fazer cdlculos, enquanto a forma Lagrangiana é mais ultilizada
para provar teoremas de existéncia. Perceba que na forma Euleriana os espacos de
fungoes dependem de h, ou seja, variam de acordo com h. A grande vantagem da forma
Lagrangiana é que ela age em espagos de func¢oes que nao dependem de h, facilitando o

uso de teoremas como o Teorema da Funcao Implicita. Porém, precisamos mostrar que
(u, h) — h*Fh(Q)h*_lu

é diferenciavel, e além disso, devemos calcular derivadas com respeito a h.

Dados um aberto 2 C R™ conexo, limitado, C™-regular e f uma funcao de

classe C" ou analitica em O, temos que a aplica¢ao

C™(Q) x Diff™(Q) — C%(Q) : (u, h) = h*Fyqyh*'u = f(h(-), h*Lh*u)
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¢ C" ou analitica respectivamente em seu dominio de defini¢ao, onde
Diff™"(Q) = {h € C™(Q,R")|h é injetiva e 1/|det h'(x)| é limitado em Q}

é um subconjunto aberto de C*(Q, R"). De fato, fazendo v = h*~lu, y = h(z), r € Q
temos
W Fyoyh™u(z) = Fyou(h(z))
= fly,Lo(y)) = f(h(x), k" Lh* " u(z)).
Desse modo, vamos analisar h* Lh*~!u(z). Entdo, primeiro vejamos o que ocorre com
h*%h**lu(x). Pela Regra da Cadeia, obtemos
yi
0

v 0 _ 0 1
ha—%h u(z) = 8yi(u0h )(h(z))

ou
1 ka
ou
1 aZL'k

I
NE

(h™ (h(2))) o0, (b))

k=

() (hy i (h())

= S o) e o)

Il
[z

k

Agora, sendo o = (g, -+ , )

o que nos da

0

Y
- T (X0 ) e
Entao, a aplicagao
(h,u) — (R*Lh* Hu : Diff*(Q) x C™(Q) — C(Q)

é funcao racional dos coeficientes de (h;!) e suas derivadas parciais de ordem menor
do que ou igual a m, portanto é analitica no aberto Diff™(€2) em h. Se adicionalmente

f € uma funcao classe C" ou analitica em seu dominio O, entao
(hyu) — B*Fyyh* 'u = f(h(:), (h*Lh*"'u)) : Diff*(2) x C™(Q) — C°(Q?)

é também de classe C" ou analitica respectivamente em seu dominio. Uma demonstragao
de que o conjunto Diff™(§2) é aberto pode ser vista em [I8], a qual ndo faz uso da

hipdtese de regularidade sobre o dominio.
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2.2 Calculo da derivada na forma Lagrangiana

Sabendo que a aplicacao
h — h*Fh(Q)h*_l

é derivavel, para calcular sua derivada, basta calcular a derivada de Gateaux, isto é, a
derivada com respeito ao pardmetro ¢ ao longo de uma curva de mergulhos t — h(t,-)

de classe C'. Desse modo, suponha que queremos calcular

0

2 R (0)y) = 10 Lo(y)

com y = h(t,x) fixo em Q(t) = h(t,Q). Para que y permaneca fixo, devemos ter

x = x(t), y = h(t,z(t)). Desse modo, temos

oh  Oh oh\ " Oh
0= 422 =—() &
o Tt W= (m) at’
on\
ou seja, se U(x,t) = (8) 5 entdo xz(t) deve ser solucao da equagao diferencial
T

dr
dt N N . . . . .-~
fixado, corresponde a Derivada anticonvectiva D; da forma Lagrangiana na regiao de

—U(z,t). Assim, a derivada com relagdo a ¢ na forma Euleriana com y = h(t, z)

referéncia €2 definida por

) a on\ " on

A seguir apresentaremos alguns resultados a respeito da derivada anticonvectiva que

nos permitem realizar os calculos de derivacao.

Lema 2.2.1. Suponha que ¢ :R*" xR — R e h: R® x R — R" sdo de classe C' e

para cada t, h(-,t) é um difeomorfismo de classe C* sobre sua imagem (t). Entdo

DR (1)(-. 1)) = b)) 5 (- 1)

onde h*(t) é o pull-back por h(-,t).

Demonstracao. Para cada 1 < k,j < n, sejam

oh oh
UZ(@x) at (U177U))

onde



Se y = h(z,t), pela regra da cadeia temos

zmmwwwmw:=(§—vuwa)<waw

0
- (Z )
0y Oh
k
(0

9 "0 Oy s O Ohy
SOt Z@ ot = 18yk (;Ujaxj)
B "0 Oy I~ O Ohy,
- w% Za or & oy, ot

=§$%w w021

]

Observacao 2.2.1. Seja L um operador diferencial linear com coeficientes constantes.
Como consequéncia imediata do lema acima, vemos que a derivada anticonvectiva Dy
comuta com a forma lagrangiana do operador L. De fato, defina v = h*~lu, isto &,
u(t, ) = v(t, h(t,x)).

T * s v _ o1y OV
Dy(h*Lh*~'u) = Dy(h*Lv) = th = (h*Lh* Y (h §>
= (WL Y)Dy(h*v)

= (WL Y)Dy(h*h*tu)
= (WL Y)Dy(u).

O lema acima serd de suma importancia na demonstragao do seguinte:

Teorema 2.2.1. Suponha que f(t,y, \) seja de classe C* em um aberto de R x R" X RP,
L um operador diferencial com coeficientes constantes de ordem < m e Lv(y) € RP
(no seu dominio) e para conjuntos abertos @ C R™ e fungies v € C™(Q), seja Fg(t)v
a funcao
y— f(t.y, Lo(y)), yeQ.

Suponha que t — h(t,-) € uma curva de merqulhos de um conjunto aberto Q) em R™,
Q(t) = h(t,Q) e para |j| < m, k] <m+1, (t,x) — 8,0Ih(t, x), OXh(t, ), 0,0%u(t, x),
Oku(t,x) sao continuas em R x Q prézimo de t =0, e h(t,-)* tu(t,-) estd no dominio

de Fou)(t). Entdo nos pontos de (2,
DUl Py (00 (w) = (0" Foig (01 )(w) + (* Py () () - Dy
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onde Dy € a derivada anticonvectiva,
of

FQ’U(?/) = a(ta Y, LU(?J))

Oty Lo(w) Lu(y), y<Q

Fy(t)va(y) = 5

¢ a linearizagio de v — Fo(t)v.

Demonstragdo. Da observagao 2.2.1. sabemos que D,(h*Lh*~1)(u) = (h*Lh*~)Dy(u).

Assim,

Dy(h*Fowyh™'u) = Dy(h*f(t,-.Lv)) (2.2)
L0
= h af(tu ) L'U)
= h <8t(t, ° L'U) + 5(75, ° LU)Lat> .

A igualdade em ([2.2)) se da devido:

(W Fah™ ™ u)(z) = Faw(t)v(y)
= f(ty, Lo(y))
= hf(t, - Lo().

Dai segue o resultado, pois

L(Of of v o , v
h (&f(t"’Lv)+8)\(t"’Lv)L8t> = h (Fg(t)(t)erFQ(t)(t)v.at)

= (W Faw®h (W) + (h*Fh ()b (w)) Dyu.
O

Exemplo 2.2.1. Suponha que A = 3, <m @a(y) ((%)a seja um operador diferencial
linear que ndao depende explicitamente det e h(t,z) = x4tV (z)+o(x) numa vizinhanga

det =0 ex €. Entao, pelo Teorema anterior temos

g(h*Ah*_lu) = Dt(h*Ah*_lu) + h;lhtV(h*Ah*_lu)
ot =0 =0 t=0
ou
= A(a — V.Vu) + V.V(Au)
ou
= A— V., A
BT + [V.V, Alu

visto que 2A = 0. [V.V, A](-) € chamado comutador e ainda é um operador de ordem m
embora V.V A e AV.V sejam operadores de ordem m + 1. Portanto, pode ser calculado

em fungoes de classe C™.
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2.2.1 Autovalores simples do Problema de Dirichlet para o Laplaciano

Faremos uso da teoria apresentada anteriormente para mostrar a dependéncia
continua dos autovalores e autofunc¢ées do problema de Dirichlet para o operador
de Laplace definido numa regiao de classe C?, e também iremos calcular a primeira
derivada do autovalor, para o caso em que o autovalor Ay é simples. Para isso, iremos
usar o Teorema das Fungoes Implicitas. Em [I1] D. Henry dedica um capitulo inteiro

para tratar problemas similares usando o teorema supracitado.

Definigao 2.2.1. Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C?. Dizemos que Mg é

um autovalor do Problema de Dirichlet para o operador de Laplace

n 2
uHAu:Zg;

=1

D HA(Q) N H(Q) — L2(Q)

se existe solucao nao nula ug de

Au+du=0emQ, u=0 em .

Definicao 2.2.2. Chamamos )y de autovalor simples do problema de Dirichlet acima
se dimker(A + ) = 1.

Estamos olhando para H? N H} () C L*(Q) com a norma de L*().

Seja ug a autofungao correspondente a \g com [, u3 = 1. Vamos provar que
para todo h € C?(€2,R") em alguma vizinhanca de classe C? de iq em Diff>, h(Q)
também é uma regiao de classe C? e existe um tnico autovalor simples A préximo de
Ao, além disso, h — A(h(£2)) é analitica, e sua derivada em ig é

Oup \ 2
h—s— [ h-N 0 .

Vamos trabalhar nos espagos de Sobolev H™(Q) e H} () = {u € H'(Q)|u =
0 em 0Q}. Também é importante dizer que usaremos o fato do operador laplaciano A

ser (densamente) autoadjunto, sobre tal afirmagao hd uma demonstragao em [13].
Defina F : H2N HL(Q) x R x Diff*(2) — L*(Q) x R por
Flu, A\ h) = (h*(A R, /Q W2 det h’) .
Assim,
Flug, Mo, ia) = (i*Q(A + A0)is o, /Q 2 det ¢5>
= (@420, [ u) = 0.1)
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e sempre que F(u, A\, h) = (0,1), a funcdo v = h* tu : h(Q) — R satisfaz
Av+ A v =0em h(2), v=0emh(2), e /( )1)2: 1.
h(Q

Note que F' é analitica ja que cada uma de suas coordenadas ¢é analitica. Vamos
calcular a derivada

OF
O(u, \)

(UQ, /\O,iQ) : (U,/\) — ((A + /\0)U + /'\UO,Q/QUOI.L)

de F' e mostrar q é um isomorfismo.

Para calcular a derivada 57 /\) (1o, Ao, i), tomemos uma curva t — (u(t, -), A(t), iq)

de classe C'' no dominio de F passando por (ug, Ao, i) no instante ¢ = 0. Dai temos,

oF R 0

a(u7 )\) (uo’/\U’ZQ)(uﬂ )‘) - 07( ( ( )7>‘(t> ZQ)) -0
o 0 2 ./
- = <A+)\ £))ult, ),/Qu(t, )detzQ) B
B ou O\ ou 0 ,
= (8% @+ Goue 05 e [ Seea)]
= (Au + /'\UJ(] + /\oﬂ, 2/ uou)

0

= ((A + )\0)11, + )‘\Uo,2/QU()2'L> s

onde i = Zu(t, -)‘t:O el = %)\(t)’ . Agora, vamos mostrar que a derivada F/\) (uo, Ao, i)

¢ um isomorfismo. Primeiramente vejamos que a(u Y (uo, Ao, iq) € injetiva. Com efeito,

oF
O(u, A)

(110, Moy i) (11, A) = (0,0) = (A + Ao)it + Mg = 0 2/Qu0u — 0,

daf temos ug(A 4 Xo)it + Au2 = 0 que implica

)\ )\/’LLO —/UOA+)\0 :—/ A+)\0)U0—0
Segue que (A4 Ag)i =0 com [, uptt = 0, ou seja, (A+ Ag)i =0 e @ L uy. Como Ag é
autovalor simples associado a ug, temos que u = 0.

Agora vamos verificar a sobrejetividade de a( /\) (ug, Ao, iq). Visto que A :
H?(Q) N H} () — L*(Q) é autoadjunto e \g é um autovalor simples de A, temos que
dado qualquer (f,a) € L*(Q) x R, existe soluco (u, \) de

(A+ XN+ g =f <= (A+N)u=f—
<~ (f - )\Uo) 1 Uug-.
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Logo,

O:/ng(f—)'\ug):/ngf—)'\/ﬂugz/ﬂuof—)'\,

}\:/Szuof.

Nesse caso, as solugoes sao dadas por

ou seja, se

U= Bug + w,

onde w € H*(Q) N H}(Q) é a tnica solucdo de (A + \o)w = f — Auq satisfazendo

w 1 ug. Como queremos

a:2/(2uou:2/ﬂu0(6uo+w):2ﬁ,

temos = 5. Portanto,
(i, 4) = (Guo+ w, | uof)

¢ a unica solugao de

<A+>\0>U+>\U0:f€2/U0f:Oé
Q

Assim,
OF .
— Ao, i0)(u, A) = (f, ).
8(’&, )\) (U(), 0729)(u ) (f Oé)
Isto é, %(uo, Ao, i) € uma bijegao continua entre espagos de Banach, e pelo Teorema

da Aplicagdo Aberta, é um isomorfismo. Entao, pelo Teorema das Funcgoes Implicitas
existe uma vizinhanca aberta U de iq em Diff*(Q2) e fungdes analiticas h +— u(h),
h s A(h) de U em H? N H}(2) e R respectivamente, tais que F(u(h), A(h),h) = (0,1)
para todo h € U.

Desse modo, tomemos uma curva analitica t —+ h(t) = h, em Diff*(Q) passando
por ig em t = 0, e com isso obtemos fungoes analiticas ¢ — A(hy) = A(t), t — u(hy) =
u(t) numa vizinhanga I de 0 € R para R e H* N HJ(f2) respectivamente, tais que
A(0) = Ao e u(0) = up. Além disso, temos

RA(A + X)) tu(t) = 0em Q (2.3)
u(t) = 0em OS2
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para todo t € I. Sendo assim, podemos calcular a derivada %(O) da func¢ao analitica

A(t). Para isto, aplicamos a derivada anticonvectiva a igualdade e obtemos,

0 = Dy(hy(A+ X))k u(t))]i=o
= Di(h{ ARy u(t) + by A(#)hi ™ u(t)) |i=o
= Di(hi ARy u(t))|i=o + Di(hg M)~ u(t)) li=o
= ADy(u(t))]i=0 + Di(A(t)u(t))|i=o
= At —h-Vug) + (g + Xott — h - Vugho)

ondeu—dt (t)\tzo,}\: A(t)|e= veh= ()]t 0-
Multiplicando ((2.4]) por uy e integrando sobre {2 em ambos os lados, temos que
A= [
Q “o

_ KJWNA+A@w—h-Vw)
— /Q {(u — - Vug) (A + Ao)ug — (A + o) (i — h- VUO)}

= /Q i — h - Vug)A(ug) — ugA(i — h - V)
3u0 0 aUO

- AQ“_hJ%MJEV_M®NW_h‘NmW
B Oug ou . Oug Oug 0 . Oug
- AQU “togy) ~h Nogan Ty (h Ny

_ / (u%_u %)
- ON  °ON

= - / h VUQ 3uo
B aU() 8U0
B o0 N@N ON

. 8u0
= — N[22 .
o0 " <6N >

Dai resulta que numa vizinhanca de 0 em R

At) =X —t 8Qh N<2N>2—|—0(t2).
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3 Perturbacao de Fronteira Nao-regular

Este capitulo é dividido em duas partes, onde a primiera é voltada a estrutura
a ser desenvolvida para o estudo mencionado na introducao, que basicamente consiste
em obter uma generalizagdo do Omega lema, e a segunda ¢ dedicada ao uso da primeira
parte para provar os principais resultados deste capitulo a respeito da diferenciabilidade
dos autovalores e autofungoes como fungoes do dominio e dos coeficientes do operador

eliptico L.

3.1 Uma estrutura adequada e um Lema do tipo Omega

Nesta secao, desenvolve-se uma estrutura para o estudo da diferenciabilidade
de autovalores e autofuncoes de operadores elipticos com respeito a perturbagoes de
dominios nao-suaves e coeficientes de classe C", e também apresentamos uma ferramenta
essencial bem como sua demonstracao, denominada Omega Lema Generalizado. Com
essa ferramenta seremos capazes de provar que determinadas aplicacoes sao de classe

C", e consequentemente poderemos calcular suas derivadas.

Seja €)p um subconjunto aberto e limitado de R". Denote por X o espacgo de
Banach formado pelas aplicacoes ¢ : g — R" de classe C! que podem ser estendidas
continuamente até o bordo de {2y bem como suas derivadas de primeira ordem, munido

com a norma usual

el = max{ip(z)ll, D)}

Considere o seguinte problema linear de valor de fronteira

(3.1)

—Locu = Au em
v = 0 em 0

onde €2 é um dominio limitado de R, com n > 1, A € R e Lq ¢ representa um operador
diferecial linear eliptico na forma com coeficientes a;j, b; e c em C"(U), onde r > 1
e U é um subconjunto fixado, aberto e limitado de R”, tal que Q C U. O simbolo C

representa a N-upla de coeficientes C = (a;j, b;, ¢) com N = n?+n+ 1.

Definicao 3.1.1. Dizemos que um operador diferencial da forma

Loc= 3 Oilay(@d) — 3 bi(@)0: — c() (32)

i,j=1 i=1
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¢ uniformemente eliptico se existir uma constante 6 > 0 tal que

n

> ai(x)6€ > 0l¢)?

ij=1

para quase todo ponto x € €1 e todo € € R™.

Seja Fy(Q) a colegdo de todas as aplicacdes ¢ € X tais que ¢(Qg) C U e
Dy(x) € Gl, para cada x € Q. Onde GI,, denota o espaco das matrizes invertiveis de
ordem n. Note que Ey(€) é um subconjunto aberto de X e a inclusio 1g, pertence a
Eo(Qp). Para um conjunto 2 C R™ aberto e limitado, satisfazendo  C U e coeficientes
C € C"(U)N de Lqc, denotamos por A(Lqgc) C R x H} () o conjunto dos pares
ordenados (A, u) satisfazendo (3.1 com u # 0.

Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e limitado e Lo ¢ como acima. Considere
agora a forma bilinear Bq ¢ : Hy(Q) x Hy(Q) — R definida por

n

Boc(u,v) / Z a;;(2)0;udjv) + Y bi(x)duv + c(z)uvdz. (3.3)

2,7=1 =1

Para cada u € H} (), podemos definir um funcional linear B¢ (u,-) : Hy(Q) —
R, dessa forma, definimos o operador linear canonico T ¢ : Hy(Q) — H (), induzido
por B¢, tal que T c(u)(v) = Boe(u, v). Esté claro que B¢ e Tq ¢ estdao bem definidos

e sdo continuos.

Para ¢ € E(Q), vamos considear a seguinte forma bilinear B§ . : Hj () x
H}(Q) = R, dada por

BE, o (u,v) Z ap,(x)Oudw) + Zb“” )Okuv + ¢ (x)uvdz (3.4)

Qo g =1

onde
n

afy(r) = Jo(x) 3 (ai;(p(x))nvi(De(z))inv; (De(x))) ,
ij=1
b (x) = Jo(x) Y bi(w(@))invi(De(x)),
i=1
c?(x) = Jo(x)e(p(r)),
Jo(z) denota o determinante da matriz Jacobiana da aplicacdo ¢ no ponto x e inv,;(M)

é a entrada (i,7) da matriz inversa de M.
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Note que a forma bilinear Bg(yc é continua e sua definicdo nao exige que a
aplicagao ¢ seja injetiva. Também vamos denotar por T¢y - : Hy(Q0) — H'(Q) 0
operador linear continuo T¢ .(u)(v) = By, ¢(u,v).

Para uma aplicagao injetiva ¢, vamos denotar por g*u : () — R a fungao
o u(y) = (uop ) (y) = u(e ' (y)). Nossa motivagio para a definigao da forma bilinear

acima, se da devido a seguinte igualdade

B, o(u,v) = By c(uop vop™),

que é valida para qualquer fungdo injetiva ¢ e u,v € H(Q), gragas ao seguinte

resultado:

Lema 3.1.1. Suponha que o € E(Qq) seja injetiva. Entdo o operador linear o* agindo

sobre fungoes suaves estende-se por densidade para um isomorfismo p* : H () —
Hy(¢(Q)).

Demonstragio. Para uma funcio u € C5°(£), temos p*u € Ci(p(Q0)) C Hi(0(2)).

Entao, podemos estimar

o™ ull72 (o620 :/ u(e™ (y))dy =/ u(z)*Jo(x)de < max [Jo|||ull72q,)-
»(Q0) Qo Qo

Usando a regra da cadeia, obtemos

Vie*u)(y) = V(uwoy )(y)
= Vu(e ' (y) Dy '(y)
= ©"(Vu)(y) - Do~ (y)

que nos da
HSO*UH%{l(@(QO)) = ||S0*U||%2(¢(Qo)) + l¢™(Vu) - D90_1||%2(¢(QO))
< max |Jol||ul|72(q,) + max [ Jo| max [ Do~ ||[[Vul72q,,
0 Qo SO(QO)
< M@H”H%ﬂ(ﬂo)

onde M, > maxg |Jp|, maxg, |Je| max,qy [[De™.

Visto que C§°(£2y) é denso em H(} (), ¢* estende-se por densidade a um
operador linear definido em H{] () para H}(p(£)), com inversa (p~1)* ja que ! €
E(p(Qp)). Um célculo andlogo ao anterior mostra que (o 1)* : Hg(0(0)) — Hg ()

também é continuo. O
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De forma semelhante, vamos considerar J& : Hy (o) x Hj(Q0) — R, a forma

bilinear, dada por
Jo, (u,v) = /Q Jo(x)u(x)v(r)dx
0

que induz o operador linear I : Hj(€9) — H'(Qp) definido por I§ (u)(v) =

Jo, (u,v).

Agora, voltamos nossa atencao para as fungoes ap;, by e ¢? introduzidas na

definicao de Bg, ¢. Note que essas fungdes podem ser vistas como

agy(v) = Au(aij, ¢(2), Do())  bE(x) = Br(bi, o(x), Dp(x)),  ¢# = Cle, p(x), Dp(r)),

onde cada uma das fungoes esté definida em C™(U)YN x U x Gln. A proposicao abaixo
é essencial no que se segue. Conforme referido na introducédo, a sua prova baseia-se

num Omega Lema generalizado, que é uma versao mais forte do Omega Lema classico

0.01

Proposigao 3.1.1. As fungoes compostas (Axr)«, (Bi)x, (C)s: C"(U)N x C°(Qp, U x
Gln) — C°(Qo) definidas por

n

(Ai)o(C, ) () = Apilasj, () = Jeo(x) 3 (ai;(p(x))invw(Dep(x))inv; (De(x)))

sao de classe C".

Na afirmacdo do nosso lema principal, usamos a notacao C°(Q, U) referente ao
aberto de aplicagoes ¢ € C°(Q, R") tais que p(Q) C U.

A fim de tornar mais clara a prova por inducdo do Omega Lema Generalizado,

primeiro provamos o seguinte:

Lema 3.1.2. Seja E um espaco de Banach real. A fungao
g - C°(Q,U) — L(C"(UE),C°(Q,E)) == Z,p

definida por g.w(¢)(a)(z) = a(p(x)) € de classe CT~1.
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Demonstragio. A prova segue por inducio em r. Para r = 1 fixamos ¢ € C°(Q,U) e
consideramos € > 0 suficientemente pequeno de modo que B(g(x),€) C U para todo
r € Q. Para qualquer € C°(Q,R") com ||@|lco < € e a € C"(U,E) pelo Teorema

Fundamental do Célculo podemos escrever

(918 + ) — 91s(@))(@)(@) = (w()+90( )~ alp(a)
= ([ Dalele) + ()i ) (2(a)

Entao,
1(91,6(# +2) = g1E(P))(@)]lco < llallcr[|P]|co,
de modo que
1(g16(p +?) — 91E(9))ll2 < [[@llco,

e assim g g ¢ lipschtiziana, portanto de classe C°.

Para r = 2, denote h(p)(®)(a)(x) := Da(p(z))(@(x)) e

V= ([ [ Daleto) + spl@)dsit ) (pla), 7o)

Como a € C*(U,V), pelo Teorema de Taylor podemos escrever

( )) + Da(p(z ))(w(x)) +

a(p(r) +p(z)) = af
( (1 — s)D?a(p(x) + sp(z ))d8> (@(x),8(x)),

de onde obtemos
92650 +7)(0)(2) = 6(¢)(@)(x) + (L) P)() + (0. 9)(0) @)
Note que,
o)) = ([ [ Doaleta) +sp(@)dsit) (7). 7(a)
= ([ ] Dratete) + spla)deds) (2(2), 7(2)
= ([ (- 9)D2a(e(a) + spla))ds) (7o), 7))

0
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e que

Ir(p. @) (@)l = sup|[r(p,P)(a)(@)]

e

= sl ([ [ Dalo(e) + spla))asdt ) (7). 7))

€

< swp ([ [ ID%ate(e) + st ldsdt ) [l

e

< s ([ [ D% Hdsdt) Il

zelU

= sup [ eIDa(w)]ae) 72

zeU

1 _ _
= 5ID%alleolZlco < llallcz[@]eo-

Observe também que, h(p)()(a) € C°(QLE) e h(p)(p) € Zog ¢ linear em P e a parte

restante ¢ limitada por
(2, @) (@)l < llallc:][@IEo,
visto que 7(,9) € Zog e [[7(, D)z < [[B1Z0-

O passo indutivo mostrara que h(yp) é um operador linear limitado, e que h é
continuo. Para r > 2, suponha que g, g possui derivada h(y) : C°(Q,U) — Z.g em ¢
(ndo necessariamente limitada como operador). Denote por W := L(R", E) e considere

os seguintes operadores lineares limitados
d:C"(U,E) = C YU, W),

e: CUQW) — L(C°(Q,R™),C°(Q,E))
definidos por d(a)(x) = Da(zx) e e(¥)(¢)(x) = ¥(z)(p(x)). A partir destes operadores,
definimos o pull-back e o push-forward

d*: L(C™ YU, W),C°(Q,W)) = L(C"(U,E),C°(Q,W)),

L(C"(U,E),C°(Q,W)) — L(C"(U,E), L(C°(Q,R™), C°(, E)))
onde, d*T'=Todee,S=e0S.

Considere também o isomorfismo canénico n : L(X, L(Y, Z)) — L(Y, L(X, Z))
definido por n(P)(y)(z) = P(z)(y). Tomando X = C"(U,E), Y = C°(Q,R") e Z =
C°(Q, E) na definigao acima, vamos verificar que h(¢) = Dg,g(p) = n(e.(d* (g—1.w(©))))-
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De fato, seja a(t) = oy uma curva analitica definida de uma vizinhanca aberta

de 0 em C°(Q,U) tal que a(0) = p e &/(0) = B. Assim,

SH

Dy,5(¢)(7)(@)(@) = = (gnp(au(a)(@))limo

= o (a(au(2))) |i=0

= Da(p(z))(p(x)).

S§

Por outro lado,

n(e(d™(grw(@)))(@)(a)(z) = ed (91w () (a)(@)(z)

Como d*, e, e n sao operadores lineares limitados, segue que h(p) é limitado, h

é continuo, e assim ¢, ¢ de classe C" 1. O

Proposicao 3.1.2. (Omega Lema Generalizado) Seja E um espago de Banach real.

A funcdao composta
g C"(U,E)x C°(Q,U) = C°(Q,E)
definida por ¢, g(a, ¢)(z) = a(p(x)) € de classe C".

Demonstragdo. Procedendo novamente por induc¢ao, devemos mostrar que para r = 0,
a funcio ¢, g é continua. Com efeito, fixe (a,¢) € C"(U,E) x C°(Q,U) e observe
que tais func¢oes sao ambas uniformemente continuas, devido serem funcoes continuas
definidas em subconjuntos compactos de R™. Desse modo, dado € > 0, existe d > 0 tal

que, se u,v € U com [|u —v|| < 0, entdo |la(u) —a(v)|| < 5.

Assim,

la(p(z) +2(x)) — ale(@))] < g

sempre que [|p(z) +B(z) — p(2)]| = [B(2)]| < d e B(z) € U.
Tome p € C°(Q, R") de modo que ||@]|co seja suficientemente pequeno, tal que
¢(z) +p(z) € U para todo z € Qe ||@]|co < 6, ea € C"(U,E) com |jacr < §.
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Escolha ¢' = § + J. Assim,
l(a+a,¢+?) — (a9 = lall + [zl <,
implica que

lax(p +P) — a.(p) + @l +P)|

lerm(a+a, ¢ +9) = crpla, @)l co

< la(@ + D) — a(@)|| + [[a.(¢ + D)
€ €

< —+-==¢

< 2+2 €

Portanto, ¢, g ¢ uniformemente continua.

Para r > 1, o Omega Lema classico afirma que ¢, g ¢ diferencidvel com respeito
a . Mas como ¢, g ¢ linear e continua em a, entao é também diferencidvel com respeito

a a. Além disso, suas derivadas parciais sao
Dacrw(a, 0)(@)(x) = gru(p)(a@)(x),

Dycrp(a, 9)(@(x) = e(c1w(d(a), ¥)(@(),

onde d, e e g, g sdo como no Lema anterior. De fato, temos

Ducrp(a,9)(@)(x) = — (emlan, 9)(@)) li=o

d
= a(at(sﬁ( z)) lt=0

= 4(p(x)) = gn()@)(2),

Dycrs(a @) (P(r) = 5 (enn(@0)(@) oo

d

= % (a(7:(2))) li=o

= Da(p(2))(@(2))
= eleraw(d(a), 9))(@(2),

onde a4, e 7 sdo curvas analiticas em C" (U, E) e C°(Q, U) respectivamente, tais que
a'(0) =a, a(0) = a, v'(0) =% e v(0) = . Entao, com a hipétese de indugao e o fato
de que g, g ¢ de classe C"™!, temos que as derivadas parciais de ¢, g sao de classe C™ 1.

Portanto, ¢, g ¢ de classe C". O

Finalizamos esta se¢ao com a prova da Proposicao |3.1.1]
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Demonstracao. E suficiente provar para (Ay).. Primeiramente note que a composi¢ao
de fungoes (invy;)., (det). : C°(Qq, Gln) — C°(Qp) e o produto de fungdes x : C%(Qp) x
C%(Qg) — C°() sao de classe C*. Além disso, gracas & Proposigao com E = R,
segue que a composi¢ao de fungoes ¢, g : CT(U) x C°(Qq, U) — C°(Qp) que associa a
cada par (a;;, p) a funcdo a;; o ¢ é de classe C”. Como a definicao de (Ay). envolve

somente composigoes dessas quatro fungoes, segue que (Ay). é de classe C". O

3.2 Diferenciabilidade de autovalores e autofuncoes

Proposigdo 3.2.1. A funcio T : E(Qo) x CT(U)N x R x H}(Q) — H1(Q) definida
por

T(,C, A u) = =T5, ¢ (u) + AL, (u)

¢ de classe C”.

Demonstragio. Considere a funcio Q : C'(Qy,R") — C%(Qy,R™ x R™) dada por
Q(¢)(x) = (p(x), Dy(x)). E claro que

Q(E(Q) € C°(Q, U x Gin) C C°(Qo, R™ x R™).

A partir da expressao temos

n

T, () = = >~ Ou((Au)+(C, Q()0u) + kzi:(Bk)*(C, Q())Oku + Ci(C, Q(p))u-

k=1

Em outras palavras, Tgo pode ser escrito como uma soma de composigoes das

seguintes fungoes:

(Akl)*7 (Bk})*a 0*7
que sao de classe C" pela Proposicao [3.1.1] e
Q: CY(Q,R") — C°(Q, R™ x R™),
ak U E H&(Qo) — ﬁkv € LQ(QO),

8k TV E LQ(Q()) — 8}#) € H_I(Qo),
(v,w) € L*(Qg) x C°(Qo) — L*(Q),

que sao operadores lineares ou bilineares limitados, e assim de classe C*°. Portanto,

T, € de classe C". Um célculo semelhante funciona para o segundo termo AI¢ (u). O
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Para (¢,C) € E(Qg) x C"(U)N com ¢ injetiva, ug € Ha () e Ao € R, temos

T(p,C, Ao, ug) =0

se, e somente se u := @*ug pertence a H}(p(Qp)) e
—Lyo),ct = Aou em  o(£).
Com efeito, a primeira condicao é equivalente a
=T, (o) + Aol (uo) =0,
mas isto significa que
BE, (g, v0) = Ao /Qo Jp(z)ugvodx

para todo vy € H} (). Ou seja,

B(ag).c(@uo, 9 vg) = >\0/ (¢ uo) (¢ vo)dy.
©(0)

Assim,
By ,c(u,v) = )\0/ uvdy

©(Q0)
para todo v := p*vy com vy € H}(Qp). Como p* é sobrejetiva, a equacio acima é
equivalente a

—Ls0)cth = Aou  em ().
Como consequéncia direta da Proposicao [3.2.1], temos:

Corolario 3.2.1. A funcio F : E(Qy) x C"(U)N x R x H}(Qy) — R x H1(Qy)
definida por

F(p,C. 0 u) = ([lullfaan) T, C, A w)
¢ de classe C". Além disso, F(p,C, A, up) = (3

3.0) se, e somente se, (N, ug) €
A(Lyy)c) € ||U||%2(QO) =L

Vamos agora calcular a diferencial de F' em (¢,C, \, u) com respeito a (A, u).
Para isso, seja t — (A(t),u(t)) uma curva analitica em R x HJ () tal que A(0) = A,
u(0) = u, e £X(0) = p, 4u(0) = v. Por simplicidade, iremos escrever A(t) = A e
u(t) = uy.
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Assim, temos

t=0

d
DRXH&(QO)F(QO7C’/\7U)(M7U) = di ( 7C Ata”t)‘
d /1

= (SRl ~ T ) + TG, ()|,
d 2 d © 5
CT <2/ Utdx> ’% (_Tﬂo7c(ut) - )\tIQO(Ut)) ‘
_ (L g, d
— \2Jq, dt
<1

d
d.r d TQOC(ut) + d )\t]QO (Ut)>
— (/Q uvdx, =T¢, o(v) + Mg, (v) + pld, (u)) :
0

t=0

0 t

2upupdr, =T¢ o (up) + MNIG (ug) + NIy, (ug)) ‘

t=0

2 Jao =0

Nossa construgao de espagos e operadores nos permite agora, enunciar e de-
monstrar nossos principais resultados. O primeiro deles, serd demonstrado com o uso

do teorema padrao da funcao implicita em espacos de Banach.

Teorema 3.2.1. Seja €y C R" um dominio limitado tal que Qo C U e Cy =
(ag;, b7, %) € CT(U)N sao os coeficientes do operador uniformemente eliptico Lo, c,.

Seja (Mo, uo) € A(Layc,) € assuma que Ao seja algebricamente simples. Entdo existe
uma vizinhanga U C E(Qy) x CT(U)N de (iq,,Co) e fungdes de classe C", X\ : U — R,
w:U — HY(Qo) tais que:

(Z) )\(iQO,CQ) = )\0 € U(iQO,CQ> = U,

(it) (A(p,C),u(p,C)) € ALy c) para todo (¢,C) € U com ¢ injetiva.
Demonstragio. Seja (Ao,uo) € A(Layc,) tal que ||ugllr2) = 1 e suponha que Ag
possua multiplicidade algébrica igual a 1.

Por uma ligeira modificacdo de T'(¢,C, A, u), adicionando ol com o > 0
. ,o. iy .
grande o suficiente, se necessério, podemos supor que To, ¢, = Tq %, ¢ um isomorfismo

pelo Teorema de Lax-Milgram.
Afirmamos que D, g1 (qq) £ (i0,: Co; Ao, uo) € um isomorfismo.

A diferencial de F' com respeito a (A, u) é dada por

DRXH&(QO)F(()Oa Ca )\7 u)(:u7 U) = (/Q UUdI, _Tgo,C(,U) + )\[50 (U) + /’6150 (U)) .

0
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A fim de simplificar a notagdo, vamos escrever

DRXH&(QO)F(iQoacoa )\0>u0)(:u7v) = (DFl(uav>7DF2(ﬂa U))

€ RO = _TQ(LCO + )\0]90.

Note que Ry ¢ um operador de Fredholm de indice 0, visto que Tg, ¢, ¢ um
isomorfismo e o operador I, é compacto. Além disso, temos que Ker(Ry) = (ug) e

assim codim(Im(Ry)) = 1.

Usando agora o fato de Ay nao possuir autofuncoes generalizadas, temos que

ug & Im(Ry) e assim DF? ¢ sobrejetiva, e seu nicleo é gerado por (0,ug).

Finalmente, a restrigio DF' : Ker(Ry) — R ¢ claramente um isomorfismo e

entdo nés concluimos que Dy, g1 (y) F (16, Co, Aos uo) € também um isomorfismo.

Pelo Teorema das Funcoes Implicitas, existe uma vizinhanca U C E(Qq) x
C™(U)N de (ig,,Co), € fungdes X\ : U — R, u : U — HE(Qp) de classe C", tais que
)‘(iﬂouco) = Ao; u(iQO7CO) = Uo, O‘(Q@ C)?“(SO:C)OSO_I) S A(ﬁw(ﬂo),c) € HU(SD’C)HLQ(QO) =
1 para todo (¢,C) € U. O

Antes de enunciar e demonstrar o préximo teorema, vamos calcular as derivadas
dos coeficientes do operador L, com respeito a ¢. Para isso, é necessirio que

saibamos calcular a derivada das fungoes Jp(x) e inv,;j(Dy) em relagdo a .

Seja t — ¢(t) = ¢y uma curva em X diferencidvel numa vizinhanga de ¢t = 0 de

modo que ¢(0) = ig,, e ¢'(0) = p. Assim, pelo Lema vale

DLIAP) = ldeDa)|
= det[D1®(z) Daig,(z) - Dyig, ()] + -

+det[Dyiq,(z) Daig,(x)---D,@(z)]

onde Djp(z) é a j-ésima coluna da matriz Dy(x). Portanto,

8@1 %n

D,(J¢)(@)(r) = 5 (det Dpu(a))| = FEHw) +++ + 522 () = div(p(o))

Agora suponha que t € (—¢,¢) — A(t) € Gin com € > 0, seja uma curva
diferenciavel tal que A(0) = I, onde I; denota a matriz identidade. Desse modo, para
todo t € (—¢,¢) tem-se A(t)A(t)~! = I, isto é,

5ij = kzi: aik(t)iHij(A(t))

37



onde d;; vale 1 se i = j e 0 caso contrario, e a;;(t) é o elemento ij da matriz A(t).

Derivando em ¢t = 0 a igualdade acima, temos

0= 3 ( SO (D) + a0 (g (4(0)

t=0
d d
= —a;j A :
Gas)] -+ v (A®)]
Portanto,
d d
Gnva(A®) = —Za(t)|

Finalmente, vamos calcular as deirvadas dos coeficientes af,(x), bf(x) e ¢#(x)
com respeito a ¢ e depois com respeito a C. Continuamos com a curva ¢; tomada

anteriormente. Assim,

jt(afzt(@")) T C;i (JSOt Enj ai;(pi(x lﬂVki(D@t(I))inVlj(Dwt(x))) o
= Aiv(p() D ay ()i Diy(a)inviy (Di, (1)
+Jlﬂo j(i Qij ‘Pt 1nvkz(Dﬁpt( ))invlj(D‘pt($>>) o
= div(®(x))ag(z) + Vag(z) - §(x)
—i—z —aiy(2)0ipy(v) — ar ()9, ()
= le( CLkl Za/zl z(Pk; —Q—CL]“( )3@1(37)
Pois,
" (Z az-j<<,ot<:c>>mvki<Dsot<x>>inwj<wt<m>>)
¢ igual a

3 s (D i (D )

t=0

+ az-j(tpt(x))jt(ian-(Dwt(ﬂf))ianj(Dsot(ﬂf)))

= 21 Vaij(x) - p(z)invi; (Dig, (z))invy; (Dig, ()
+ a;j(7) (=09, (v)inv; (Dig, () — 0;,(w)inve; (Dig, (7))
=Vay(z — > aa(®)0igy(x) + ap; ()05 ().

4,7=1
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Vejamos agora como fica a derivada de by'(x) em ¢t = 0.

d

. — dt(Jgpt(x))ilbi(got(m))invki(l)%@t(x))>

d Pt
b (@)

t=0
n

— div(p sz 2)invg; (Dig, (2))

+Jig, () ;; <2n:1 bi(py(x )invki(Dgot(x))>
= div(@(@)bi(2) + Vbr(x) - B(x) = D_bi(2)0: (1)

= div(ple)ha)) - X blr)oRle).
Ja que
d (& ) " d d .
& (Sutetmmet) | = 3 Gha) oo

() i (Dgila))|
= 3 V(o) - Be)imvia(Diay (2)) ~ bi(x)07,(2)

= Vbi(z) B(r) — 3 bi(2)0:5 (7).

E finalmente,

(jt(cw(x)) — Z(J%(x)c(%(x))) 1=0
= div(p(x))e ﬂC)—i—JZQo(x)th(%(x)) jtgot(x) t=0

Vamos agora calcular a derivada dos coeficientes com respeito a C. Seja t +—

C; = (al;, b, ') uma curva diferenciavel em C"(U)N, tal que %Ct‘t:(] =C = (a;;, b;,0) e

C(0) = Cy. Entao,

SR - i(JsO( >lﬁi_laz<so<x>>invki<Dso<x>>mv,j<Dso<m>>)
= Tole) 3 (o)) Di(a) v, (D)
= ap(x).
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=B(z) e §(c*(@))]_, =

Teorema 3.2.2. Sob as condigcoes e notacoes indroduzidas no Teoremal|3.2.1, a primeira

De modo andlogo, concluimos que 4 (b7 (x)) ’t—O

derivada de A com respeito a (¢,C) em (iq,,Co) € dada pelo campo integral de vetores
D) \iny, Co)(@,C) = /Q V' (A2, 7) + A(z) + Az, 7)) Veode
—l—/ VTuo B(:U ?) + B(z) + B(m,@)) vodx
—l—/ U )+ C(x) — )\odz'v(@» vodx

para todo (p,C) € X xC"(U)N, onde A(x), B(z), C(z), A(z, %), B(z,p) e C(z,p) de-

notam as matrizes cujas entradas sio, respectivamente a;j(x), bi(z), &(x), div(p(x)ad(x)),

div(@(2)b0(x)) e div(@(x)c (). Além disso, Az, %) e B(z, @) denotam as matrizes

A(z,9) = Ag(z)Dp(z)" + Dp(x)Ag(z) e B(z,p) = Dy(x)Bo(z),

onde as matrizes Ag(x) e Bo(x) sdo andlogas a A(z) e B(x), exceto que elas sdo
formadas a partir de Cy em vez de C, MT denota a matriz transposta de M, e vy €
a autofungdo do operador adjunto de Lo, ¢, correspondente ao autovalor g, que €

escolhida de modo que (uo,vo)r2(0,) = 1.

Demonstracao. Para simplificar a notagao, vamos escrever

D paoyxor @~ (A X ) (in,, Co)(#,C) = Diye)(A x u)(in,, Co)(®,C)
= (D(ao)Min. Co)(#.C). Diacyuling, Co) (#.0))
= (m,0).

Como consequéncia do Teorema anterior, temos F(¢,C, A(¢,C),u(p,C)) = (3,0) para
todo par (p,C) € U. Entao,

D(Lp,C)T(iQ()a CD> /\07 Uo)( é) +D (A U)T(Zﬂov CO> )\07 UO)(,U7 U) = 0.

Seja vy uma autofuncao do operador adjunto de Lq, ¢, correspondente ao autovalor

Ag- Assim,

(DT (igy, Cos Aoy o) (11, 0),v0) 12 = —Bay,co(v,v0) + AoJa, (v, v0) + pdo, (1o, vo)
= —(—Layco?, o) 2 + AoV, o) 12 + p{uo, vo) 2
= —(v, _‘C;ZO,COUO>L2 + Ao(v, vo) 2 + p
= —(v, Agvo) L2 + Ao(v, Vo) 2 + 1
= L
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Ou seja,

D(%C)A(l’go ) CO)(G’ 6) = - <D((,D,C)T(i9()7 CO7 )\07 UO) (@7 a)7 'U0>
0
= - =T 7(’,7 A P
2(®,C) (o 0- o) (o) (i04,Co)
= 7@* (—BSOC(UO,U()) + AngO(UQ,Uo)) .
6(9076) 7 (i0q:Co)
Este dltimo termo ¢é igual a
0 0
87?0 (_BSO,C(ILO? Uo) + Aojgo(uO,U0)> iQO + % (_BSO,C(U’O’UO)) CO7

devido o termo AgJ¢ (o, vg) nao depender de C. Em virtude dos calculos feitos acima

para encontrar as derivadas dos coeficientes af,(x), bf(x) e ¢?(z), podemos escrever

D0 A(ig,. Co)(@,C) = — ( A > div(Ba () dpuedvo+
fi=1

n

Z le(@bk (l’))@kum}o +

:(div(¢c(:n)) — Aodiv(®))ugvo +

+ Z <Z bi(m)aﬁ%) Orupvodx +

k=1 k=1

/Q Z Gyt () OpuoOyvg + Z be () Opuovg + c(x)uovodx) )
]

Observe que nao exigiu-se nenhuma hipdtese de suavidade sobre o dominio {2,
assim, o resultado acima é valido para dominios poliedrais, dominios com "quinas',
dominios obtidos através da retirada de uma quantidade finita de pontos de uma
regiao simplesmente conexa, entre outros. Outro fato importante é que o calculo da
derivada acima foi feito para uma direcao @ € X arbitraria, sem precisar considerar a
hipotese adicional de que exista uma vizinhanca de i, em X de aplicacoes injetivas.

Se supusermos que )y possui uma certa suavidade, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.2.2. Sob as mesmas condigcoes e notagoes dos Teoremas acima, suponha

que Qg seja de classe C?. Entdo

' 5 Dug Dvy _
DipoyMin,.Co)(#.C) = — [ ag(a) 20 o2p - NdS

o0, O ON ONY
+BQO,6<UO’ Uo)
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para todo (¢,C) € X x C"(U)N, onde N ¢é o campo normal unitdrio de vetores de
Qg orientado para fora de y e ag(r) = NTAg(x)N. Em particular, a férmula de
Hadamard para os operadores elipticos de sequnda ordem é

a>\ . N 8u0 81}07
oo C)(@) == [ aofa) 50 o0e - NS

Demonstracio. Visto que €y é de classe C?, temos que as funcoes ug e vy pertecem
a Hg(Q) N H?*(Qp). Usando que div(gf(z)) = div(p)f(x) + @ - Vf(z), escrevemos
—D,.e)Aig,, Co)(@,C) como

/Qdiv ( Z ag () Oxupdyvg + Z br () O ugvg + (c(z) — )\o)uovg) dx

k=1
+/ Z @ - Vag(x )8ku081v0+2g0 Vb (x)Ouogvo + @ - Ve(x)ugvoda (3.5)
k=1 k=1
/ ( Zazl 290]@ + akz( )@‘Pz) 8kU()8lU() + Z (Z 7 )8z@k> ak:UOUOdJ:
Qo =1 i=1 k=1 \i=1
(3.6)

+ BQOE(UO’ Uo) .

Primeiramente vamos calcular

n

/ <— Z a;y(x)0;P, + aki(x)aicpl> OpuoOjvodx
Qogi=1 \ i=1

expandindo o somatério em ¢, e usando para retirar as derivadas das componentes

de . Isto é,

n

/Q au@l@k)ﬁkuoﬁlvo 4+ ...+ (—anlé?n@k)akuo(?lvg
0k l=1

+ Z am@lgol akU()aﬂJo + ...+ (—aknan@)ﬁkuoalvodx =

k=1
s

_|_

Z @k(“)l (auﬁkuoalvo) 4+ ...+ gok(‘)n(anlakuoawo)]

k=1

Z @lﬁl (aklgkanl’Uo) 4+ ...+ golﬁn(akn(?kuo@lvo)] dl’

k=1
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Fazendo a soma em k no primeiro colchete e em [ no segundo, obtemos

/92@81 (allalanﬂ}o) 4+ ...+ @nﬁl (allananlU())+
=1

1an<anlaluoaﬂ]0) +.o..+ ¢n8n<anlanu()alv0)+

@1(91 (aklakU()@lUO) + ...+ @nal (aklakuoﬁnv0)+

2P
=1
>
k=1

Z @ﬁn(akn&kuoalvo) + ...+ @nﬁn(aknﬁkuo(?nvo)dx.
k=1

Reordenando os termos, ficamos com

/ > 3101 (aud1ue01vo) + P102(andiugdivg) + - . . 4 P10n(an01uedive )+

=1

M=

@nal (au@nuo&lvo) + @nﬁg(agﬁnuo@wo) + ...+ @nan(anl8nuoalv0)+

~

1

M=

101 (ar10k1001v0) + Py 02 (k20 ud1v0) + - - - + By 0n(ArnOkuo01v0)+

T

1

M=

@nal (aklakannU()) + @nﬁg(am@kuo@nvo) + ...+ @nan(aknakannvo)dl'.

e
Il
—_

Calculando as derivadas dos produtos que aparecem multiplicando as componentes de
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©, temos

/QZ [©101(a1:01v0) 1o + B, (a1,01v0) 01 01 ug) +
=1
(@100 (ani01vo) O1uo + B (ani01v0) 0,01 ug] -

> (8,01 (a100)Onuig + B, (a1101v0)019u0 )| +
=1

[@nan(anlalv(ﬁanuo + ¢n<anlal'00)ananu0)] +

Z (0,01 (ag10ku0)01vo + P4 (ag1 Opig) D1 O100) +
k=1

(@100 (aknOkio) 010 + By (ArnOktin) 0 01v0] +

NE

k=1

(0,00 (AknOktin) Onvo + B, (s Ok tio) Or Op o) dix.

Finalmente, organizando de maneira conveniente, obtemos

_|_

+V1 (
k=1

> aklal(akuoalUO)) +...+9, (Z 11 Op (Ot Orvo)

L

P10109

181’&0 ( Z 6k(aklc9lvo)) 4+ ...+ @nanuo ( Z 8k(akl(()lv0))
k,l=1 k=1 ]

k=1 k=1

k=1

Guardemos o resultado acima e vamos agora calcular

/ Z ( bi( Z(pk> Oruovodx.
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Novamente comegamos fazendo a soma em i e depois usamos o Teorema [I.1.1]

Q k 1 i=1 Q5
= /Q [©101(b101ugvo) + . . . + D10, (bnO1uguy)]
+

+ [©,,01(b10pugvo) + . . . + B,,0n(bnO0nuovo)] dx.

Mais uma vez, calculando a derivada dos produtos que aparecem multiplicando as

componentes de i, obtemos

/Q [©,01(b1vg) 011 + B4 (b1vg)D101ug] + - . . + [©10n (b)) O1ug + Py (byv0) 0, 0110

+ [©,01(b1v0) Onuo + B, (b100) 010 uo] + - . . + [©,,00(bnv0) Ontio + By, (b1 v0) 0r O] da

Agora, agrupando os termos de forma conveniente, ficamos com

/Q ?101uq <§:1 8k(bkvo)> + .+ BpOhtio (i (9k<bk“0>>

k=1
+ [@1(b1v0)0101ug + . . . + Py (bnvo) 0nO1u0)

+ [@,,(b100)010nug + . . . 4+ B, (b 00) OnOp i) dx

Juntando os resultados obtidos, temos

/Q Z azlazgok + akﬁml)akug&lvo + Z Z bﬁ@k)akuovodx =

0 k=1 i=1 k=1 i=1

/Q@laﬂm (Z 8k(akl€)lv0) + Z 8k(bkv0)) .+ (,On8 Uo ( Z 8k(aklalvo) + Z (9k(bkv0))
k,l k=1 k=1

k=1

+ 10100 (Z al<aklaku0)) + .+ $,0,00 (Z O (arOruo) )

k.l

+ ¥ (Z aklal(akuoawo)) -+ o, (Z 1O (Oruo0rvo) )

k,l k,l
+ @1 (Z bkvoal (8ku0)> + .. <Z bk’UOa Gku0)>
k=1 k=1

Sabendo que o adjunto de £ é dado por

n

Lv—S" Oulan(e)on) +Zbk O + (z Dbl (@) v,

k=1 k=1

45



ficamos com

/Q¢181u0 (Lo + cvg) + . .. + §,0nuo (L v + cvy)

+ p,01v9 (Euo + Z brOkuo + cu0> + ...+ 3,0, (Euo + Z brOkuo + cu())

k=1 k=1
+ Z ak@V(ﬁkuo&vo) + Z bk?}()@V(akUO)de‘
k=1 =1

Como Lug = —Agug € L vy = —Agvp, obtemos

/Q(C — /\0)an . Vuo + (C — )\O)U()@ . VUO -+ Z Q1P V(@kuoﬁlvo)
k=1

+ Z b;ﬁkuo@ : VUO + Z b]ﬂ)o@ : V(@kuo)dx
k=1 k=1

Assim, a soma das integrais em (3.5)) e (3.6) resulta exatamente

/Q¢ -V (Z akl( )akUQaﬂ)o + Z bk akUQ"Uo + ( ( ) )\Q)UOUO) dzx.

k=1 k=1

Dai concluimos que

D)\(iQO,CO = —/ le( ( Z QA 8ku08w0 + Z bk 8ku0v0 + ( ( ) )\o)uovg) )dx

k=1 k=1
—|—BQ 6(“0; U()).

Como =V - N em 09, temos

k=1 k=1
+Bgq z(uo, vo)
= |, (VTquo(ac)Vvo + V7T ugBy(z)vg + (c() — )\o)uovo) p-NdS
+Bgq z(uo, vo)
B 811,0 T

a0 ON
- —/ NT Ag(z )N%%* NdS + By s(ug, vo)
— Jaa, 0 aN N Q,C1 70, 70
8U08U0

— 7 Jaae w(*) 5N aN ?

D)\(Z'QO,Co)(a, é) = —/ le( Z akl 8ku0(9w0 + Z bk 6ku0v0 + ( ( ) >\0)U0U0> )dI

9,
UON)gp NdS + Bg z(uo, vo)

NdS + BQ C(UQ, Uo)

Em particular,
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Conclusao

Foram dadas duas abordagens do mesmo problema neste trabalho. Na primeira
parte do trabalho, estudamos a técnica desenvolvida em [I1] por D. Henry. A estratégia
inicial para tratar o problema de perturbagao de contorno foi definir a deformacao
da regiao €2 como sendo a imagem h(2) de um difeomorfismo h € Diff""(Q2), onde
) é um dominio regular de classe C". Desta forma, ao considerarmos um operador
diferencial Fj,q) de ordem m agindo num espaco de funcoes C™(h(€2)) chegando em
C°(h(£2)) percebemos que ao fazer a regiao € variar, nossos espagos de fungoes também
variam. Para evitar esse transtorno, definimos o pull-back h* e a forma Lagrangiana do
operador F},q), dada por h*Fh(Q)h*_l e para calcularmos a derivada é suficiente calcular
a derivada de Géteaux, isto é, considerar uma curva h(t,-) de mergulhos em Diff"™(£2).
Contudo, fazer o calculo diretamente aplicando a regra da cadeia é extremamente
trabalhoso, principalmente se o operador for de ordem alta. Essa dificuldade foi
contornada pela Derivada anticonvectiva [2.I} uma vez que ela contém a derivada em ¢ e
comuta com o operador diferencial com coeficientes constantes, conforme a observacao
2.2.1] Isto permite evitar o calculo direto através da regra da cadeia. Portanto a
derivada anticonvectiva D; corresponde a t—derivada do operador Fg,. Com isso, foi

possivel calcular a derivada com respeito a h da aplicacao

Diff"(Q) x C™(Q) — C°(Q)
(h, u) = h*Fh(Q)h*_lu
conforme o teorema [2.2.1] o qual exige que a regularidade de h seja pelo menos igual a

ordem do operador.

Ja na técnica desenvolvida em [I0], apresentada no capitulo , nao ¢ exigida
nenhuma hipodtese de regularidade sobre a regiao () a ser perturbada. Por conta disso,
considerou-se o operador diferencial na sua forma fraca, ou seja, na forma integral

A forma bilinear do problema perturbado

Bg,C(uv U) = BLP(QLC(M o 90_17 v o 90_1)a

¢é dada explicitamente por . Para mostrar que o operador B »(u,v) é diferenciavel
com respeito a ¢ e aos coeficientes C, do operador Lg, ¢, usamos o importantissimo

Omega Lema Generalizado, conforme visto na proposicao [3.1.1]

Depois de saber que nossos operadores sao diferenciaveis fazendo uso do Omega

Lema Generalizado, as técnicas coincidem, isto é, define-se um operador conveniente
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definido entre espagos de Banach, cujo dominio contém os autovalores e as autofungoes
do opearor, e além disso, esteja dentro das hipéteses do teorema das fungoes implicitas.
Ou seja, uma de suas derivadas parciais deve ser um isomorfismo. Em ambas, usa-se a
alternativa de Fredholm para verificar que a derivada é um isomorfismo. Nessa segunda
parte obtemos uma expressao para a derivada do autovalor so caso em que o dominio
seja nao-regular, e no caso particular em que vale o teorema da divergéncia no dominio

(), obtem-se os mesmos resultados.

Observe que no Corolario a hipétese de regularidade C? sobre o dominio
)y nos permite fazer uso da teoria de perturbacao regular desenvolvida por Henry para
calcular a derivada do autovalor do operador eliptico Lq, ¢,. Com efeito, tomando uma

curva de perturbacoes h(t,-) € Diff*(Q) diferencidvel, tem-se
h(t, ) (Law.cwy + NO)RE, ) u(t) =0 em Q.
Aplicando a Derivada anticonvectiva em t = 0 nessa igualdade, temos
(Lagco + do) Deu(t)|_ + Loy gtio + Attg = 0.

Visto que vy ¢ autofungao do adjunto de Lg, ¢, escolhida de modo que (ug, vo) = 1,

obtemos

A = )\/ UgUodT
Qo

= /) vo(Lay,co + Ao)w + oLy, zuodr
0

= /Q w(Lo,y e + Ao)vo = vo(Layeo + Ao)w + voLg, guiods
0
= /Q WL, cvo — vola,cowdr + Bo, 7 (uo, o)
0
= / (wA(z)Vvg) - NdS — / (voA(z)Vw) - NdS + Bg, 5(uo, vo)
99 99 ’

= — | ((a—h-Vug)A(x)Vuy) - NdS + By, z(uo, vo)

890
3u0 8’00 .
= = oo, 0@ g gt NS + B, e(uo, vo),

onde Dy(u(t))|i=o = w.

E importante ressaltar que nas duas teorias usa-se uma hipétese fundamental
que é a simplicidade (algébrica) do autovalor \g. Apesar das técnicas diferirem em
alguns pontos, ambas tém sua aplicabilidade. A técnica desenvolvida por D. Henry
em [I1] foi desenvolvida bésicamente para tratar problemas regulares e responder

questoes a respeito de genericidade. Em problemas de otimizacao de autovalor de
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operadores elipticos os pontos criticos do funcional de autovalor podem ocorrer em

dominios nao-regulares, e neste caso a técnica feita em [I0] pode ser mais conveniente.

49



[10]

[11]

[12]

[13]

Referéncias

R. Abraham, J.E. Marsden, T. Ratiu, Manifolds, Tensor Analysis, and Applicati-
ons, Appl. Math. Sci., vol.75, Springer, 2007.

H. Brézis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,

Springer-Verlag, 2010.

R. Courant, D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, vol. I, Interscience, New
York, 1953.

J. Dieudonné, Foundations of Modern Analysis, Academic Press, New York and
London (1969).

L. C. Evans, Partial Differential Equations, Amer. Math. Soc., Providence, RI,
1993

A. Friedman, Partial Differential Equations, Holt Rinehart and Winston, 1969

P. Garabedian, M. Schiffer, Variational problems in the theory of elliptic partial
differential equations, Arch. Ration. Mech. Anal. 24 (1953) 137-171.

P. Garabedian, M. Schiffer, Convezity of domain functionals, J. Anal. Math. 2
(1952-1953) 281-368.

J. Hadamard, Mémoire sur le probleme d’analyse relatif a [’équilibre des pla-
ques élastiques encastrées, Mem. Sa-vants Entrangers 33 (1908), Euvres 2 (1968)
515-631.

J. Haddad and M. Montenegro - On differentiability of eigenvalues of second order
elliptic operators on mon-smooth domains, to appear in J. Differential Equations,
2015.

D. Henry, Perturbation of the Boundary in Boundary-Value Problems of Partial
Differential Equations,Cambridge University Press, New York, 2005.

E.L. de Lima, Curso de Andlise vol.2, Colecao Projeto Euclides, Rio de Janeiro:
IMPA, 2009.

R. A. de Melo, A Teoria de Semigrupo Aplicada as Equagoes Diferenciais Parciais,
Dissertacao de mestrado apresentada ao PPGM-UFCG, 2006.

50



[14] A.M. Micheletti, Perturbazione dello spettro dell’operatore di Laplace in relazione
ad una variazione del campo, Ann. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci. (5) 26 (1972)
151-169.

[15] A.M. Micheletti, Metrica per famiglie di domini limitati e propriet‘a generiche
degli autovalori, Ann. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci. (5) 26 (1972) 683-694.

[16] A.M. Micheletti, Perturbazione dello spetro di un operatore ellitico di tipo varia-
zionale in relazione ad una vari-azione del campo, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 97
(1973) 267-281.

[17] A.L. Pereira, Eigenvalues of the Laplacian on symmetric regions, NoDEA Nonlinear
Differential Equations Appl. 2 (1995) 63-109.

[18] M. C. Pereira, Aplicagoes do teorema da transversalidade a genericidade em alguns

problemas de contorno elipticos, Dissertacao apresentada ao IME-USP, 2001.

[19] G. Polya, M. Schiffer, Convezity of functionals by transplantation, J. Anal. Math.
2 (1953) 246-344.

[20] G. Polya, G. Szégo, Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics, Ann. of
Math. Stud., vol.27, Princeton University Press, 1951.

[21] J.W.S. Rayleigh, The Theory of Sound, vol. I, second edition, Macmillan, London,
1894, Dover, 1945.

[22] M. Schiffer, Variational of domain functional, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 60
(1954) 303-328.

[23] Saut and Teman, Generic properties of nonlinear boundary value problems, Comm.

Partial Differential Equations, 4(1979) no. 3, 293-319.

[24] K. Uhlenbeck, Generic Properties of Eigenfunctions, American Journal Mathema-
tics,vol. 98, No. 04 (1976), 1059-1078.

[25] K. Uhlenbeck, Eigenfunctions of Laplace operators, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.)
78 (1972) 1073-1076.

o1



	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Preliminares
	Definições, notações e teoremas
	Cálculo Diferencial em Espaços Normados

	Cálculo Diferencial de Perturbação de Fronteira Regular
	Perturbação de Fronteira
	Cálculo da derivada na forma Lagrangiana
	Autovalores simples do Problema de Dirichlet para o Laplaciano


	Perturbação de Fronteira Não-regular
	Uma estrutura adequada e um Lema do tipo Omega
	Diferenciabilidade de autovalores e autofunções

	Conclusão
	Referências

