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RESUMO

O foco deste trabalho é o Teorema de Pick. Esse teorema se refere ao cdlculo de dreas
de poligonos simples com vértices nos pontos de uma malha quadriculada no plano,
o teorema permite calcular a drea usando contagem, analisando os pontos do bordo e
do interior do poligono em uma malha quadriculada. Apresentaremos um pouco da
histéria de Georg Alexander Pick, além de observagdes necessarias para se compreender
a demonstracdao do teorema e sua extensao. Finalmente mostramos atividades com o
teorema de Pick no Geoplano e no software GeoGebra como recursos didaticos para a

sala de aula.

Palavras-chave: Teorema de Pick, Poligonos Simples, Geoplano, GeoGebra.



ABSTRACT

The purpose of this project is Pick’s Theorem, which is about of the calculation of sim-
ple polygons with vertices in the points of mesh grid at the plane. The theorem let us to
calculate the area using counting, analyzing the points in the edge and the interior of the
polygon at the mesh grid. We going to talk about a little bit of Georg Alexander Pick his-
tory, beyond the necessary observations to understand the theorem’s demonstration and
complexity. At last, we going to show you Pick’s Theorem activities, in the Geoboard

and on the GeoGebra software as didactic resources for classroom.

Keywords: Pick’s Theorem, Simple Polygons, Geoboard, GeoGebra.
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LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos nimeros naturais.
Conjunto dos numeros racionais.
Conjunto dos nimeros inteiros.
Conjunto dos nimeros reais.
Implica em.

Igual.

Diferente.

Maior.

Menor.

Maior ou igual.

Menor ou igual.

Congruente.

Incongruente.

Divide.

Nao divide.

Indica o fim de uma demonstracgao.
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Capitulo 1

Introducao

O célculo de area de figuras planas desempenha um papel fundamental no ensino
de Geometria e em diversas aplicacdes do cotidiano. Tais conceitos sdo introduzidos a
partir das séries iniciais da educac¢do basica.

Geralmente o célculo de area é feito através da decomposi¢do ou composicao
em figuras de dreas conhecidas, ou ainda por meio de estimativas. Assim, pretende-se
apresentar um método para o cdlculo de érea, a partir da contagem de pontos, ou seja
uma contagem de grandezas discretas, o Teorema de Pick.

Neste trabalho serd apresentado uma proposta para o ensino de dreas de poligonos
simples, utilizando o do Teorema de Pick, através do Geoplano e o software GeoGebra
como ferramentas auxiliares no processo de ensino-aprendizagem no ensino fundamen-
tal.

Serdo abordados um breve histérico sobre o autor do teorema, as defini¢des fun-
damentais para compreender a demonstragdo do teorema e sua extensdo, além de ati-
vidades complementares com o teorema no Geoplano e no software GeoGebra como

recursos didaticos para a sala de aula.



Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

2.1 Teoria Van Hiele

A teoria de Dina e Peter van Hiele refere-se ao ensino e aprendizagem da Ge-
ometria. Esta teoria, desenvolvida nos anos 50, propde uma progressao na aprendiza-
gem deste topico através de cinco niveis cada vez mais complexos. Esta progressdo é
determinada pelo ensino. Assim, o professor tem um papel fundamental ao definir as
atividades adequadas para os alunos progredirem para niveis superiores de pensamento.
Sem experi€ncias adequadas, o seu progresso através dos niveis é fortemente limitado.

Niveis de aprendizagem da Geometria (van Hiele)

1: Visualizacdo - Os alunos compreendem as figuras globalmente, isto €, as
figuras sdo entendidas pela sua aparéncia;

2: Analise - Os alunos entendem as figuras como o conjunto das suas proprie-
dades;

3: Ordenacao - Os alunos ordenam logicamente as propriedades das figuras;

4: Deducio - Os alunos entendem a Geometria como um sistema dedutivo;

5: Rigor - Os alunos estudam diversos sistemas axiométicos para a Geometria.

A teoria de van Hiele sugere que o pensamento geométrico evolui de modo lento
desde as formas iniciais de pensamento até as formas dedutivas finais onde a intuicdo e a
deduciao vao se articulando. As criangas comecam por reconhecer as figuras e diferencia-
las pelo seu aspecto fisico e s6 posteriormente o fazem pela andlise das suas proprieda-
des. Desta forma, € importante que nas séries iniciais se privilegie a abordagem intuitiva

e experimental do conhecimento do espaco e do desenvolvimento das formas mais ele-



mentares de raciocinio geométrico em ligacdo com as propriedades fundamentais das

figuras e das relacOes bdsicas entre elas.

Exemplo de ilustracao das fases de aprendizagem para o conceito de retingulo

Fases de aprendizagem Exemplo de atividade
O professor mostra aos alunos diversos retangulos e pergunta-lhes
Fase 1: Informagéo se sdo ou ndo retangulos. Os alunos sdo capazes de dizer se uma

dada figura é ou nio retangulo, mas as razdes apresentadas serdo
apenas de percepcéo visual.

Realizam-se outras atividades sobre retangulos. Por exemplo,
Fase 2: Orientacdo guiada | dobrar um retangulo segundo os seus eixos de simetria; desenhar
um retangulo no Geoplano que tenha as diagonais iguais, construir
Ul MAior € Um menor.

Fase 3: Explicitagdo As atividades anteriores sdo seguidas por uma discussdo entre
alunos sobre o que descobriram.
Fase 4: Orientagdo livie O professor coloca o problema de construir um retangulo a partir de

dois triangulos.

Os alunos reveem e resumem o que aprenderam sobre as
Fase 5: Integragéo propriedades do

retangulo. O professor ajuda a fazer a sintese.

Para ser adequado, isto €, para ter em conta o nivel de pensamento dos alunos, o
ensino da Geometria nas séries iniciais deve ter como preocupacdo ajuda-los a progredir
do nivel visual para o nivel de anélise. Assim, eles devem comegar por identificar, mani-
pular (construir, desenhar, pintar, etc.) e descrever figuras geométricas. Devem desenhar
quadrados no geoplano e procurar retas paralelas ou retas perpendiculares. Atividades
com o tangram, que permite a construcao de figuras geométricas, enriquecem a capa-
cidade de visualizagcdo e de identificacdo das propriedades das figuras, favorecendo o

progresso na aprendizagem.



Capitulo 3

Teorema de Pick

3.1 Um Breve Historico Sobre Georg Alexander Pick

Georg Alexander Pick nasceu em uma familia judia em 1859, em Viena, Austria
e morreu em 1942 em Thereslenstadt, Bhoemia, atual Reptblica Tcheca. Sua mae era
Josefa Schleisinger e seu pai foi Adolf Josef Pick, diretor de uma institui¢do privada.
Georg foi educado em casa por seu pai até os onze anos de idade, depois ele entrou na
quarta classe do Leopoldstaedter Communal Gymsasium, ficando nesta escola até 1875,
quando realizou exames de qualificacdo para universidade.

Entrou na Universidade de Viena em 1875. Publicou seu primeiro artigo mate-
madtico, no ano seguinte, com apenas dezessete anos de idade. Estudou Matematica e
Fisica, graduando-se em 1879 com uma qualificacdo que lhe permitiria ensinar ambas as

disciplinas.

Figura 3.1: Georg Alexander Pick



Seu trabalho foi extremamente amplo no campo da matemadtica, em sua gama
de 67 artigos foram abordados muitos tépicos, tais como Algebra Linear, Anlise Fun-
cional, Célculos de Integrais e Geometria. No entanto mais da metade de seus artigos
estavam em func¢des de uma varidvel complexa, equacdes diferenciais e geometria dife-
rencial. Termos como Matrizes Pick, Interpolagdo Pick-Nevanlinna e o Lema Schwarz-
Pick sdo usados até hoje.

O seu artigo mais lembrado, no entanto, é o Teorema de Pick - Pick’s Theorem
que apareceu no seu artigo de oito paginas Geometrisches zur Zahlenlehre publicado
em Praga em 1899. O resultado de seu trabalho ndo recebeu muita atencao inicialmente.
Todavia, ap6s a sua citagcdo em 1969 pelo matematico H. Steinhaus, que o incluiu em um
de seus livros, este resultado atraiu muita atencao e admiragdo por ser simples e elegante.
Eleito como membro da Academia das Ciéncias e das Artes da Republica Tcheca, mas
apods os nazistas assumirem, ele foi excluido da academia e enviado para Theresienstadt

em 13 de Julho de 1942, morrendo duas semanas mais tarde aos 82 anos. [2]]

3.2 Teorema de Pick

O Teorema de Pick € interessante pois permite calcular a drea de um poligono
simples a partir de contagem de pontos de uma malha quadriculada. Serdo introduzi-
das algumas defini¢des necessdrias para o entendimento das demonstracdes que estiao

adiante.

Definicao 1. Uma rede no plano ou (malha quadriculada) é um conjunto infinito de
pontos dispostos regularmente ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a
distancia de cada um deles aos pontos préximos na horizontal ou na vertical € igual a 1.
Tomando um sistema de coordenadas cartesianas, com origem em um ponto da rede, um
eixo na direcao horizontal e outro na vertical, a rede pode ser descrita como o conjunto
de todos os pontos do plano cujas coordenadas (1, 71) sdo nimeros inteiros (positivos,

negativos ou zero). [1]]



Figura 3.2: Malha quadriculada

Definicao 2. Um poligono € dito simples quando nao possui “buracos”e a intersec¢do de
um par de arestas ndo consecutivas do poligono for sempre vazia. Em outras palavras,

um poligono € simples se suas arestas ndo consecutivas, nao se intersectam.

Figura 3.3: Poligono simples Figura 3.4: Poligono ndo simples

Teorema 3.1 (Teorema de Pick). A drea de um poligono simples cujos vértices sdo

pontos de uma malha quadriculada é dada pela expressdo

B
A=241-1
ytiT b

onde B ¢é o niimero de pontos da malha situados sobre o bordo do poligono e I é o niimero

de pontos da malha existentes no interior do poligono.



TEOREMA DE PICK

A drea de um poligono simples cujos vértices sdo pontos
de uma malha quadriculada é dada pela expressio :

. B
Area=— + 1-1
rea 2+

B = n° de pontos sobre o bordo da malha
| = n° de pontos interiores do poligono

B=12 1=32
Area ; 12
Area = 7+3271:37u.a

Obs :Movimente os vértices do poligono: A, B, C, D, E

TEOREMA DE PICK

A drea de um poligono simples cujos vértices sdo pontos
de uma malha quadriculada é dada pela expressao :

. B
Area = — -1
rea 2+

B = n°® de pontos sobre o bordo da malha
| = n° de pontos interiores do poligono

B=9 =38

(/] Area ; 9
Area = 3 +38—1=415u.a

Obs :Movimente os vértices do poligono : A, B, C, D, E

Figura 3.6: Area de um poligono simples no GeoGebra web




TEOREMA DE PICK

A area de um poligono simples cujos vértices sdo pontos
. de uma malha quadriculada é dada pela express3o :

) B
. Area=— + I-1
rea 2+

B = n° de pontos sobre o bordo da malha
| = n° de pontos interiores do poligono

o - Faen B=12 1|2:31
°! . Area:?+3171:36u.a

Obs :Movimente os vértices do poligono: A, B, C, D, E

Figura 3.7: Area de um poligono simples no GeoGebra web

3.3 Triangulos fundamentais

Definicao 3. Um tridngulo é fundamental quando tem os trés vértices e mais nenhum

outro ponto (do bordo ou interior) sobre a malha de pontos.

Figura 3.8: Triangulos fundamentais Figura 3.9: Tridngulos ndo fundamentais
Teorema 3.2. A drea de um triangulo fundamental é igual a %

Demonstracao: Sejam A(0,0) e B(m, n) as coordenadas (inteiras) dos dois vértices do
tridngulo fundamental ABC. Mostremos, inicialmente, que m e #n sdo primos entre si.
Com efeito, se d > 1 fosse um divisor comum de m e n, o ponto P(m/d,n/d) estaria
na malha e no interior do segmento de reta AB(Veja Figurd3.10)), logo ABC nio seria

fundamental.



n B(m,n)

Figura 3.10: Ponto P na malha.

Suponhamos m # 0. A equacdo da reta que passa pelo ponto C e € paralelaa AB é
y = (n/m)x+Db, onde b € a ordenada do ponto D(0, b) no qual a reta corta o eixo vertical.
Todos os tridngulos que t€ém AB como base e cujo terceiro vértice estd sobre essa reta
tem a mesma area que ABC. Em particular area ABC = area ABD = |bm|/2, pois |b| € a
medida da base e |m| da altura de ABC. Resta-nos entdo provar que |b| = 1/|m|.

Para isto consideremos, mais geralmente, a equacdo y = (n/m)x + f de qualquer
reta paralela a AB. Sabemos que f3 € a ordenada do ponto de interse¢do da reta com o
eixo vertical. Se a reta passa por algum ponto da malha com coordenadas (s, t) entdo

t = (n/m)s + B, donde

Dentre estas retas, nenhuma estd mais proxima da reta AB do que a que passa
pelo ponto C, para a qual temos § = b. Logo |b| é o menor valor positivo que 8 pode
assumir. Por outro lado, como m e n sdo primos entre si, o lema abaixo nos assegura que
existem inteiros s, t tais que fm — sn = 1. Portanto 1/|m| é o menor valor positivo de f3,
donde |b| = 1/|m].

Para completar a demonstracao, falta considerar o caso m = (. Mas m = 0 obriga
n = =1 e ABC € um tridngulo retangulo, metade de um dos quadrados da malha, logo

sua drea é 1/2. [ |
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Figura 3.11: Triangulo ABC

3.4 Decomposicao de Poligonos

Teorema 3.3 (Decomposi¢do de um poligono). Todo poligono de n lados pode ser de-
composto como reunido de n — 2 triangulos justapostos, cujos vértices sdo vértices do

poligono dado.

Demonstracao: Supondo, por absurdo, que existam poligonos para os quais o teorema
ndo é verdadeiro, seja 7 0 menor nimero natural tal que existe um poligono P, com n
lados, o qual nao pode ser decomposto conforme estipula o enunciado acima. Tomemos
no plano um sistema de coordenadas cartesianas de modo que nenhum lado do poligono
seja paralelo ao eixo das ordenadas. Seja A o ponto de maior abscissa no bordo do
poligono P. Como nenhum lado de P € vertical. A deve ser um vértice. Sejam B e C os

vértices adjacentes a A. Ha duas possibilidades.

10
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Figura 3.12: 1% Possibilidade

1? Possibilidade: O tridngulo ABC nao contém outros vértices de P, além de A, B e
C. Nesse caso, o poligono P’, obtido de P quando se substituem os lados AB e AC por
BC, tem n — 1 lados. Como n é o menor nimero de lados para o qual o teorema é
falso, P’ pode ser decomposto em #n — 3 triangulos na forma do enunciado. Juntando o
triangulo ABC a essa decomposi¢do, vemos que o teorema é verdadeiro para P, o que é

uma contradi¢do.

v

Figura 3.13: 2% Possibilidade

2% Possibilidade: O tridngulo ABC contém, além de A, B e C, algum outro vértice do
ponto P. Dentre esses, seja D o mais distante do lado BC. Entao o segmento de reta AD

decompde P em dois poligonos P’ e P”, o primeiro com #n’ e o segundo com n” lados,

11



sendon’+n"” =n+2.Comon’ > 3en” > 3, vemos que n’ e n” sdo ambos menores do
que 7. O teorema entdo vale para P’ e P”, que podem ser decompostos, respectivamente,
emn’ —2en’” — 2 tridngulos, na forma do enunciado. Justapondo essas decomposi¢des
ao londo de AD, obtemos uma decomposicdo de P em (n’ —2) + (n” —=2) = n -2

triangulos, o que é uma contradi¢do. [ ]
Corolario 1. A soma dos dngulos internos de um poligono de n lados é igual a (n—2)- 1.

Demonstracao: Pelo Teorema um poligono de n lados pode ser decomposto em
n — 2 tridngulos justapostos com vértices nos vértices do poligono, tendo em cada trian-
gulo 7T como soma dos angulos internos. Logo, soma dos angulos internos é dada por

(n—-2)-m. [ |

Teorema 3.4. Todo poligono cujos vértices pertencem a uma malha pode ser decom-

posto numa reunido de tridngulos fundamentais.

Demonstracdo: Conforme o Teorema [3.3] basta considerar o caso em que o poligono
dado € um tridngulo ABC que contém n pontos da malha no interior ou no bordo. Se
existir realmente algum ponto P da malha no interior do tridngulo, tracamos segmentos
da reta ligando esse ponto aos vértices A, B e C e deste modo decompomos ABC em trés
triangulos, cada um contendo um nimero < n de pontos da malha. Se houver pontos da
malha sobre os lados de ABC, escolhemos um deles, digamos sobre AB, e o ligamos ao
vértice C. Assim decompomos ABC em dois tridngulos, cada um contendo um nimero
< n de pontos da malha. Prosseguindo desta maneira, com um ndmero finito de etapas

chegaremos a uma decomposi¢do de ABC em tridngulos fundamentais. [ |

12



Figura 3.14: Triangulo ABC decomposto em tridngulos fundamentais.

Exemplo 1. Vamos calcular a drea do poligono ABCBEFGHI, usando o Teorema

Figura 3.15: Poligono ABCDEFGHI

Solucao: O poligono foi decomposto em 36 triangulo fundamentais, portanto sua area
é,
1
A=36- 5= 18 ua

13



Figura 3.16: Poligono ABCDEFGHI decomposto em tridngulos fundamentais.

3.5 Demonstracao do Teorema de Pick

Teorema 3.5. Seja P um poligono cujos vértices pertencem a uma malha de pontos.
Indiqguemos com B e I, respectivamente, o niimero de pontos da malha situados sobre o

B
§+I—1.

bordo e no interior de P, entdo A

Demonstracao: Para provar que g + [ — 1 € a area do poligono P, basta mostrar que o
nimero T de tridngulos fundamentais da decomposicdo de P, conforme o Teorema |3.4|¢é
iguala B +2 -1 —2, pois a drea de P é igual T/2, em virtude do Teorema[3.2]

Para isso, vamos calcular a soma dos angulos internos dos T tridngulos funda-
mentais que compdem o poligonoP. Podemos chegar a essa soma por dois caminhos.

O primeiro, se ha T tridngulos, a soma dos seus angulos internos € igual a T - 1.

O segundo consiste em calcular separadamente a soma S, dos angulos que tem
vértice no bordo e a soma S; dos angulos cujos vértices estdo no interior de P. Sejam
B’ o nimero de vértices de P e B” o nimero de pontos da malha que que estdo sobre
o bordo de P mas ndo sdo vértices. Entdo B = B’ + B”. Evidentemente, S, € igual a
soma (B” — 2) - 7t dos angulos internos de P mais B” - 7t, pois os angulos dos tridngulos
fundamentais, com vértice em cada um dos B” pontos do bordo de P que ndo sdo vértices
de P, somam um angulo raso, ou seja, 7. Logo S, = (B'—2)-nt+B” -n=(B-2) .
Por outro lado, em cada ponto da malha interior a P, os dngulos que tem como vértice

somam quatro retos, logo S; =2 -1 - 7. Portanto S, + S; = (B—-2+2-1) - 7.
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Comparando as duas contagens, vem: T -1 = (B+2-1—2) -7, ou seja,
T=B+2-1-2. [ |

Exemplo 2. Vamos calcular a drea dos seguintes poligonos usando o teorema de Pick.

Figura 3.17: Poligono simples

Solucdo: O nimero de pontos sobre o bordo € 11, o nimero de pontos no interior do
poligono € 17. Aplicando o teorema de Pick , temos:

B
A=2+1-1
2+

A:%+17—1+2:5,5+17—1:21,5u.a.

3.6 Extensao do Teorema de Pick

Temos usado o Teorema de Pick apenas para o cdlculo de dreas de poligonos
simples. Vamos generalizar para o célculo de drea de uma regido poligonal com buracos.
Para isso vamos nos basear na demonstracao de [4] e [5]. Porém, primeiro definiremos

com mais clareza o que vem a ser regiao poligonal com buracos.
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Definicao 4. Uma regido do plano delimitada por um poligono simples se chama uma
regido poligonal. Um buraco P; de uma regido poligonal P é uma regido poligonal deli-

mitada por um poligono simples contido em P.

Definicao 5. Uma regido poligonal P tem n buracos se existirem n buracos, Py, Py, -+ , P,
em P tais que para cada par P;, P;, com i # j, os poligonos que delimitam P; e P; sido
disjuntos e para todo indice 7 o buraco P; ndo € nenhum buraco de nenhum P; para todo

i

SLte————

Figura 3.18: Regido n buracos.

Teorema 3.6 (Teorema de Pick com buracos). Seja P uma regido poligonal cujos vérti-
ces pertencem a uma malha de pontos. Entdo a drea do poligono P é dada pelo Teorema
Pick generalizado A = g +1—1+n, onde B, I e n, respectivamente, sao o niimero de
pontos da malha situados sobre o bordo, o niimero de pontos no interior e o niimero de

buracos de P.

Demonstracao: Seja P regido poligonal com vértices na malha pontos e n buracos,
conforme a Figura[3.18] Vamos chamar A, a drea da regido poligonal sem os 7 buracos,
com By e Iy (pontos do bordo e interior de Py). E A; as dreas dos n buracos, com
1 < i< n,onde B; e I; (pontos do bordo e interior de P;).

A drea A da regido poligonal, com B e I pontos do bordo e interior de P. E dada

por:
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A=Ay)—- iAi.
i=1

Aplicando o Teorema de Pick no poligono Py, temos Ay = Bg/2+1y—1, de modo

andlogo aplica-se em cada poligono P;, entdo, temos, A; = B;/2 +[; — 1,. Assim:
A :B0/2+Io—1—Z(Bi/2+L-—1)
i=1

=By/2+Ip—1+n— Z(B,-/Z +1).

i=1

Observe que By, By, - - - , B, representam todos os pontos do bordo do poligono P,

B=DBy+ ZH:BZ-.
i=1

Por outro lado, (Ip —I; —...—1,) — (By — B, — ... — B,;), sdo os pontos internos

tendo assim:

do poligono P, pois ja retiramos do Iy os pontos internos dos buracos e agora os pontos

dos bordos dos buracos, restando os pontos internos do poligono P. Logo:
n
I=I— Y (Bi+1).
i=1
Portanto,

n
:B/2+I—1+n:IO+BO/2—Z(B1»/2+L-)—1+n:A

i=1
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Exemplo 3. Vamos calcular a drea do poligono abaixo.

Figura 3.19: Poligono com dois buracos

Solucao: Observemos que o nimero de pontos sobre o bordo € 26 (pontos no bordo do
poligono mais os pontos no bordo dos buracos), 14 pontos no interior do poligono e 2

buracos. Aplicando o teorema de Pick com buracos, temos:

B
A:§+1_1+n

A:22—6+14—1+2:13+14—1+2:28u.a.
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Capitulo 4

Geoplano e Geogebra

4.1 Geoplano

O Geoplano € um instrumento educacional simples, composto por uma base em
formato geométrico com supinos, normalmente composto por uma base de madeira e
com pregos formando sua malha.

E um recurso didatico que pode ser explorado no ensino de matemética, recomen-
dado em situac¢des envolvendo o cdlculo de perimetro, drea, figuras simétricas, arestas,
vértices, construcao de poligonos entre outras situacdes envolvendo Geometria Plana. O
Geoplano tem por objetivo principal levar os alunos a explorar figuras poligonais através
da construgdo e visualizacao, facilitando o desenvolvimento das habilidades de explora-
cdo espacial.

Um dos primeiros trabalhos sobre o Geoplano foi do Dr. Caleb Gattegno em
1961. A partir deste, muitos outros pesquisadores em Educacdo Matemdtica utilizam o
geoplano como uma forte ferramenta para o ensino de geometria plana elementar, para
o ensino de fracdes, dentre outros.

De acordo com [6] “0 Geoplano € um modelo matemético que permite traduzir ou
sugerir ideias matematicas. “E fato que os chamados materiais concretos sio alternativas
interessantes para que alunos formulem hipéteses, troquem ideias, fagcam descobertas, ou
seja, enriquecam o momento de aprendizagem.

Ainda segundo Sabbatielo [6] indica que “em um sentido mais extenso o ge-
oplano constitui um suporte concreto da representacdo mental, um recurso que leva a

realidade a ideias abstratas.
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Para utiliza-lo, sd@o necessdrios eldsticos, de preferéncia coloridos, que servirdo
para a construcao dos poligonos. Na apresentacdo do material para o aluno, ¢ importante
deixar que eles primeiramente manipulem livremente o material, para depois dar inicio
as atividades especificas. Isso pode ser feito através de um desenho livre, no qual o aluno

pode criar as figuras que quiser, explorando a sua criatividade.

K ]
V,'\":?'

Figura 4.1: Geoplano 30 cm x 30 cm

4.2 Geogebra

O GeoGebra é um software de Matematica desenvolvido por Markus Hohenwar-
ter, da Universidade de Salzburg, para Educacdo Matematica nas escolas, [7]. Este soft-
ware € um sistema de geometria dindmica que permite realizar constru¢des tanto com
pontos, vetores, segmentos, retas e sec¢oes conicas como com fungdes. Além disso, as
equacdes e coordenadas podem estar interligadas diretamente através do GeoGebra. Este
software relaciona varidveis com nimeros, vetores e pontos e oferece comandos como
raizes de equagdes e extremos de funcdes. O software, portanto, permite associar uma
expressdo em Algebra 4 uma representacdo de um objeto da Geometria e vice-versa.

E um software livre para todos os niveis de ensino que reiine Geometria, Algebra,
Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos em um
unico pacote facil de se usar. O GeoGebra possui uma comunidade de milhdes de usué-

rios em praticamente todos os paises. Se tornou lider na drea de softwares de matematica
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dindmica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia e Matematica.

O GeoGebra pode ser adquirido a partir da Internet, sendo distribuido livremente
de acordo com a GNU (General Public License). Em www.geogebra.org encontra-se
o codigo fonte Java do GeoGebra e informacdes sobre sua tradu¢do. Qualquer usudrio
pode fazer a instalag¢do individual do programa € facil e rapido.

A Interface deste software é constituida de uma janela gréfica (Ver Figura §.2))
que se divide em uma janela de visualizacdo , uma janela de dlgebra e um campo de
entrada de comandos.

A janela de visualizacdo possui um sistema de eixos cartesianos onde o usué-
rio faz as construgdes geométricas com o mouse. Ao mesmo tempo as coordenadas e
equagdes correspondentes sdo mostradas na janela de dlgebra.

O campo de entrada de comandos € usado para escrever coordenadas, equagdes,
comandos e fungdes diretamente, e estes sdo mostrados na drea de desenho imediata-

mente apds pressionar a tecla Enter .

©F GeoGebra Classic 5 - [m] X
Arquivo Editar Exibir Op;'c“:es Ferramentas Janela Ajuda G—BARRA DE MENU

A P @ Ol Nrec] 22 8] oo aneios 4

¥ Janela de Algebra v Janela de Visualizagao BARRA DE FERRAMENTAS X

‘ v]'\ -

JANELA DE VISUALIZACAOQ 2 >

JANELA DE ALGEBRA 5 &5 4 * B3 2 4o 1 2 3 2 5 3

Entrada: 44— CAMPO DEENTRADA

Figura 4.2: Interface do Geogebra
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4.2.1 O Teorema de Pick no Geogebra

Foi desenvolvido um applet no geogebra sobre o teorema de Pick, em uma malha
quadriculada os vértices de um poligono podem ser movimentados de modo a formar
novos poligonos simples e determinar suas respectivas dreas. O applet estd disponivel

em www.geogebra.org/m/QC4s3HB7. Ver a Figura4.3].

Praimak | | = | =] 3¢ |
€ Teorema de Pick - GeoG: X
& C | & Seguro | https//www.geogebra.org/m/QC4s3HET Tr =]
¢« GeaGebra Qo <

O teorema de Pick permite calcular a area de um poligono simples a partir do nimero de pontos
interiores e do bordo de um poligono.

TEOREMA DE PICK

A drea de um poligono simples cujos vértices sio pontos
e s s s & s s s s s s de uma malha quadriculada é dada pela expressao :

‘ B
e s+ s BB 0 —8® + o+ = Area:ivl—l

. . . /@ e e ..'-_ . P B = n° de pontos sobre o bordo da malha

| = n° de pontos interiores do poligono

|Area

Obs :Movimente os vértices do poligono: A, B, C, D, E

GeaGebra- Mike Moraes <

Figura 4.3: Geogebra web
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Capitulo 5

Atividades

As atividades sdo direcionadas aos professores como forma de norted-los na exe-
cugdo em sala de aula com os alunos do ensino fundamental II, afim de que haja apren-
dizagem sobre dreas de poligonos simples através do teorema de Pick. O aluno € levado
ao manuseio do Geoplano, GeoGebra e preenchimento de tabelas. E com a ajuda do

professor chegar na férmula do teorema e suas aplicagdes.

5.1 Atividade: Construcao poligonos simples no Geo-

plano.

Publico alvo: alunos a partir do 6° ano do Ensino Fundamental II.

Objetivo: construir poligonos simples.

Pré-requisitos: defini¢do de poligonos simples.

Material: geoplano e elésticos.

Tempo previsto: 1 aula.

Procedimentos: Nesta atividade, com os geoplanos em maos os alunos ficam livres

para criar os poligonos simples.

1. Utilizando a defini¢do, crie poligonos simples no geoplano.
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Figura 5.2: Um geoplano 50 cm x 50 cm

5.1.1 Atividade: Construcao poligonos simples na malha quadricu-
lada.

Publico alvo: alunos a partir do 6° ano do Ensino Fundamental II.
Objetivo: construir poligonos simples.

Pré-requisitos: defini¢do de poligonos simples.
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Material: malhas quadriculadas impressas.

Tempo previsto: 1 aula.

Procedimentos: Imprimir as malhas a seguir e entregar para os alunos.

1. Utilizando a definicdo crie poligonos simples na malha quadriculada.

(a)
(c)
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5.2 Atividade: Triangulos fundamentais nos poligonos

simples.

Publico alvo: alunos a partir do 6° ano do Ensino Fundamental II.
Objetivo: construir tridngulos fundamentais nos poligonos simples.
Pré-requisitos: defini¢do de poligonos simples.

Material: malhas quadriculadas impressas.

Tempo previsto: 1 aula.

Procedimentos: Imprimir as malhas a seguir e entregar para os alunos.

1. Determinar quantos tridngulos fundamentais existem nos seguintes poligonos sim-

ples.
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5.3 Atividade: Area de poligonos simples.

Publico alvo: alunos a partir do 6° ano do Ensino Fundamental I1.

Objetivo: calcular a drea nos poligonos simples.

Pré-requisitos: Teorema de Pick.
Material: malhas quadriculadas impressas.

Tempo previsto: 1 aula.

Procedimentos: Imprimir as malhas a seguir e entregar para os alunos.

1. Calcular a 4rea dos seguintes poligonos simples usando o Teorema de Pick:
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N° de pontos do bordo

N° de pontos interiores

B =

I =

Area do poligono
A=58+1-1

N° de pontos do bordo

N° de pontos interiores

B =

I=

Area do poligono
A= % +1-1
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N° de pontos do bordo

N° de pontos interiores

B =

I =

Area do poligono
A=8+1-1

N° de pontos do bordo

N° de pontos interiores

B =

I=

Area do poligono
A=58+1-1




5.4 Atividade: Area de poligonos simples com buracos

Publico alvo: alunos a partir do 6° ano do Ensino Fundamental I1.

Objetivo: calcular a drea nos poligonos simples.

Pré-requisitos: Extensao do Teorema de Pick.

Material: malhas quadriculadas impressas.

Tempo previsto: 1 aula.

Procedimentos: Imprimir as malhas a seguir e entregar para os alunos.

1. Calcular a area dos seguintes poligonos simples com buracos usando o Teorema

de Pick:

29

N° de pontos
do bordo

N° de pontos

interiores

N° de buracos

B =

I=

n =

Area do poligono
A=5+1-1+n

N° de pontos
do bordo

N° de pontos

interiores

N° de buracos

B =

I=

n =

Area do poligono
A=5+1-1+n




Capitulo 6
Consideracoes Finais

Desta forma, o Teorema de Pick, possui uma grande utilidade para o estudo de
areas de poligonos simples e pode ser explorado de vérias formas e niveis de profundi-
dade. Pois percebe-se que a0 mesmo tempo em que o teorema apresenta uma série de
relacdes com outros contetidos da Matematica a sua simplicidade também permite que o
tema seja trabalhado de forma lidica, até mesmo nas séries iniciais.

A utilizacdo de recursos pedagdgicos e ambientes computacionais também tem
grande contribui¢do na construcdo dos conhecimentos matemdticos, especialmente os
geométricos. Cabe, portanto, ao professor buscar na medida do possivel a implementa-
cdo de novas abordagens que saiam um pouco do tradicional, para que tragam o ensino
de matemadtica para mais proximo da realidade dos alunos.

Espera-se que as atividades possam servir de subsidios aos profissionais da drea,
preocupados com as préaticas cotidianas no ensino da Geometria, permitindo-lhes apre-

sentacdo de outras abordagens no processo educativo.
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