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RESUMO

TEORIA CLASSICA DE PONTOS FIXOS - RECENTES
PROGRESSOS E APLICACOES

Este trabalho tem por objetivo demonstrar dois resultados da Teoria dos Pontos Fixos, a
saber os teoremas de Brouwer e Schauder-Tychonoff, apresentar alguns recentes progressos
na linha de pesquisa bem como explorar algumss de suas aplicagdes.

Palavras-chave:Teoria dos Pontos Fixos; Teorema de Brouwer; Teorema de
Schauder-Tochonoff; Lema de Sperner; Epidemias de doengas infecciosas; Maxi-
mizagdo de Pareto com respeito a cones; Espagos de Dimensao infinita.



ABSTRACT

CLASSICAL FIXED POINTS THEORY - RECENT
PROGRESS AND APPLICATIONS

Abstract, This work has as aim to demonstrate two classical resuts from the Fixed Point
Theory, namely the theorems of Brouwer and Schauder-Tychonoff; to present some recent
progresses in this research line, as well as to explore some of its applications.



Sumario

Introducao 2
1 Preliminares 3
1.1 Nogoesde Topologia . . ... .. 0o v vsoe e onaennan 3
Ll CORVERBOER « o wov wimon pov ene siin Bve woe wosie wos 3 s oS3 sid 4

1.2 Aplicagtes Continusi® o . . & v i3 5w o5 6d 5% wia b @ 3 v 2l e a 4

13 Topologia Vetorial . , ... ......¢cc0v oo 5

14 Basede Vizinhancasdeum Pomto . . . - -+« 2 v cvn v sn o na s e 5
15 BaseparaumaTopologia. . . . . .« oo vt iu i i ia e 6
1.6 Compacidade: ..o vv vov voe v v 18w s ss sa e e e s e aa e oy 7
EBLl Coberbusm o5 v 9% & a0 e ah o ai SO0 sl e wie ehd eced 7

182 SubeoBEIMIER: . . o0 o rx ve sue boe 44 b n e ne ve Ta ek ol ha T

LEI CompacAdn: -« s o5 sov viv soe sne o0 aue rane s etis wie w4 8 B

L7 Bomlvermia: % vi ool e e O d W0E e EREURS BN ST WS SR St 8

1.8 Topologia Gerada por Seminormas . . . o v 2 v v v v v 00 s e e e s 9
18 ConyEfBli o v vowneeii he sy WU e W4 BRI etE ES BRI e 11
1.10 Espacos de Fun¢bes Continuas Vetordats . . . . . o . o oo o000y 11

2 Uma prova Combinatoria do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer 12
21 Inteoduelo cix wi i e B aE W Wi e e WO esE e R WIE SR E0e0E B 12
22 Loonde SPerpar . o . 5a o5 o 00 B0 e 6 e o W W W0 30 12
223 SINHIEXD. oo v pw pw wa me ows s0e 008 e R Ee s sid mse e eI woe 13

222 Subdivisfo Simplicial . . .« o2 v o0 v e s s s e e e 13

223 Subdivisao Baricéntried . . . . . - . . . 0 s s o5 s ek sia e s va s 14

224 Coloracao Propria de uma Subdivisao Simplieial . . . . . . .. .. .. 13

225 LemadeSpermer . .. . vi i di v ie i iE v oS R R 15

2.3 Reduc¢fo do Teorema de Brouwer & n-simplexos . . . . . .. ...... ... 18
24 ProvadoTeorema de BrouWer ... « o v « v o v v v v 56 o8 v o s vw s 19

3 Teorema de Schauder-Tychonoff 21
33 DPOTNGED & v moein vn s W B Sr B AL EL £08 S0 b ek s e 21
32 APropriedadedoPontoFixo .. .« ov o vi i v i v e 21
33 ProvadoTeorema 3.2, . . . . . . v o v v v e s e s e s e i e e 22

4 Aplicagoes 26
4.1 Um Problema de Epidemia de Doencas Infecciosas . . . . . . ... .. .. .. 26
411 Um modelo a partir de uma equacio integral ndc-linear . . . . . . .. 26

412 Resultado de Existéncia de Solucdes de Equilibrio . . . . . . ... .. 28

42 Um Problema de Otimizacgio em Economia , . . . . . .. - . o0 30

4.2.1 Otimizagao de Pareto com respeito a cones em dimensao infinita . , . 30

1



422 Uma Interpretacio do Problema de Pareto via Pontos Fixes . . . .. 31

423 Um Teorema de Ponto Fixo para Aplicagdes Multi-Valuadas . . . . . 32
4.2.4 Uma Solucao para o Problema de Pareto Abstrato . . . . . .. ., .. 34
Referéncias Bibliograficas 35

Referéncias Bibliograficas. 35



Introducao

Um ponto fixo de uma fungdo f: X — X definida num espago topolégico X & um
elemento x € X que satisfaz a igualdade

[lz) ==,

A Teoria de Pontos Fixos investiga condigdes sobre [ e X, bem como técnicas que garantam
a existéncia de pontos fixos. Diz-se entdo que o espago X possui a propriedade do ponto fixo
se toda aplicacdo continua f: X — X possul ao menos um ponto fixo. Por exemplo, nao &
dificil mostrar que o intervalo X = [0, 1] goza dessa propriedade.

yYa

1 o -

Ll
i e ———_—

L

Figura 1

Em geral, nfio existe uma caracterizacio dos espagos X que possuem a propriedade do
ponto fixo (PPF). Sabe-se, todavia, que compacidade & uma hip6tese razoével muito embora
ela ndo seja suficiente. Por exemplo, o conjunto X = [0.1] U |2, 3] nao possui & PPF pois a
funcdo [ : [0,1] U [2,3] = [0,1] U [2,3] definida por

r+2 sel<z<l
)= _—
/(=) 1_2_1_ se2<z<3
ndo possui pontos fixos,
0 Teorema de Brouwer |2] & um dos clissicos teoremas da teoria e sua importancia se
deve ao fato de ser um resultade com intimeras aplicagbes em vérias 4reas do conhecimento.
Em linhas gerais, ele garante que compacidade e convexidade em R", juntas, sdo condi¢oes
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suficientes para assegurar a existéncia de pontos fixos. Mais precisamente, todo subconjunto
compacto convexo do R* possui a PPF. Alguns comentérios sdo meritérios. Em primeiro
lugar, sabe-se que o referido teorema deixa de ser valido se alguma dessas hipoteses & supri-
mida. Observe que X = [0, 1] & compacto convexo. Entretanto, X = [0,1jU[2,3] & compacto
mas nao-convexo. Entretanto, existem conjuntos nao-convexos gue possuem a PPF. Um tal
exemplo & o conjunto

X = {{:.-:,y]: y = sen (—i—)+ 0<z < i} U{Arcu ligando os pontos (0,1) e (%.ﬂ)}.
Hoje em dia, existem virias demonstragoes do resultado desse resultado (cf. [2, 8, 9, 12]). A
demonstragio original de Brouwer usa técnicas de topologia algébrica. Em 1978, J. Milnor [ 8]
publicou uma demonstracao inteiramente analitica do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

O primeiro objetivo desta dissertagao é apresentar uma demonstragio combinatoria desse
resultado, baseada na referéncia [12]. Um casamento entre duas dreas da matemética: To-
pologia ¢ Combinatéria. A prova basea-se no tdoe conheico Lema de Sperner que tem como
enunciado: Toda coloragao propria de uma subdivisio simplicial de um n-simplexo S possui
um nimero impar de células com cores diferentes em todos os vértices. Os requisitos embu-
tidos neste enunciado, bem como a demonstracao do lema serdio apresentados no Capitulo
2.

Nosso segundo objetivo vai na dire¢do de demonstrarmos uma das mais relevantes gene-
ralizacdes desse resultado em espagos de dimensao infinita. A saber, o0 Teorema de Schauder-
Tychonoff. Em linhas gerais, o resultado garante que todo subeconjunto compaeto e convexo
de um espaco localmente convexo de Hausdorfl possui a PPF. Em verdade, a primeira vez
que esse resultado surgiu foi em 1930 num trabalho de autoria do alemao Juliusz Pawel
Schauder ([10]). Schauder, como & popularmente conhecido, idealizou uma técnica de pro-
jecho e reduziu o problema de achar pontos fixos no ambiente dos espagos de Banach ao
correspondente problema em espagos de dimensao finita. Em 1935, o russo Andrey Nicolae-
vich Tychonoff (|13]) provou a versdo geral do teorema de Schauder para espagos localmente
convexos. O Capitulo 3 desta dissertagao & todo dedicado a exposicao e demonstragio do
Teorema de Schauder-Tychonoff.

0 terceiro cbjetivo desta disserta¢do tem como finalidade ilustrar o uso de teoremas de
pontos fixos como ferramentas para solugao de problemas reais. Mais precisamente, estu-
daremos dois probblemas um relacionado ao controle de epidemias de doengas infecciosas e
o outro relacionado a um problema de otimizagao em Economia, o chamado Problema de
Pareto. Faremos isso no capitulo 4.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo faremos uma apresentagio dos pré-requisitos necessirios ao desenvolvimento
do tema em estudo. O foco principal incide sobre os espagos localmente convexos, que 50
pspagos vetoriais topol6gicos cuja a topologia € gerada por uma familia de seminormas.

1.1 Nocoes de Topologia

Definigio 1.1. Dado um conjunte ndo-vazio X, uma topologiz e X € uma familia T de
subconjuntos de X gozando das sequintes propriedades:

1. 2, XeT.

2. Dada uma familia {Aqtaca de elementos de T, tem-se U A, ET,

k
3. Dada uma quantidade finite de elementos Ay,..., Ay em T, tem-se ﬂ A eT.

i=1
O par (X, T) é entdo dito ser um espaco topoldgico € os membros da familia T sao chamados
de abertos do espago.

Definicio 1.2. Uma topologia ¢ dita ser de Hausdorff quando dades x # y em X, emstem
abertos disjuntos A, BC X tass quex € Aey€ B,

Definicdo 1.3. Um subconjunto F de um espago topologico (X, T) € dito ser fechado quando
o seu complementar X \ F € aberto,

Definigio 1.4. Dado um subconjunto B de um espago topoldgico X, definimos o interior
de B como ¢ unido de todos os conjuntos abertos contidos em B.

Notacdio 1.1. Usaremnos intB para representar o interior de B.



4 Capitulo 1. Preliminares

1.1.1 Convergéncia

Definigio 1.5, Sejo (X,7) um espago topoldgico. Uma sequéncia (zy) de pontos em X ¢
dita ser convergente para um ponto p € X, se para tedo aberto A C X contendo p, existe
um indice r de maneire Que:

€A, Ynzr

0 ponto p € dito ser o limite da sequéncia (r,), € usaremos indistintamente limz, =p ou
T, — P pars indicar tal evento.

1.2 Aplicagoes Continuas
Defini¢io 1.6. Dados (X, Ty) e (Y, Tz) espagos topoldgicos e f : X — Y umae fungao de
X em Y, dizemos que f é

o continua se ['(A)eTh, VAE T

e sequencialmente continua se f(z,) = f(x) em Y, sempre que 7, — = em X,

Convém observar, o fato bem conhecido, que o eonjunto dus fungoes continuas de X em Y
define um espaco vetorial.

Proposicao 1.1. Sejam (X,T;) e (Y, Ta) espagos topoldgicos. Suponha que (X,7)) seja
metrizdvel. Entdo uma aplicagao [: X — Y £ continua se, e somente se, [ ¢ sequencialmente
continua.

Demonstragdo. (=) Seja V um aberto em Y contento f(p). Da continuidade de f vem que

existe um § > 0 de maneira que:
[(B(p,d))cV

em que B(p,d) indica a bola centrada em p, de raio §, relativo a uma métrica que define a
topalogia de X, Suponha que x, — p em X. Entdo existe um indice r tal que para todo
n > r tem-se I, € B(p. §). Dai segue-se que f(z,) € f(B(p.0)) e portanto f(z,) € V para
todo n > r, o que prova que f(z,) = f(p).

(¢=) Se [ nfo fosse continua em p existiria um aberto V em Y, contendo [(p), tal que:
f(B(p8)) gV, ¥i>0,

em que B(p,8) indica a bola centrada em p, de raio 4, relativo a uma métrica que define &
topologia de X. Em particular,

i ev. 1(B(e))ev f(B(eg)) 2 v

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.3. Topologia Vetorial 5

e portanto, para cada n > 1 3z, € X tal que x,, € H(piﬁ) e flza) € V ¥ n. Donde a
sequéncia x,, — p em X, ao passo que [(z,) 7 f(p) em Y. Isso contradiz a hiptese de
continuidade sequencial sobre f. | |

Definicio 1.7. Uma fungio real f: A — R € dita ser semicontinua inferiormente se sempre
queé T, —+ ¢ em A, tem-se que
f(z) < lim inf f(z)
n—=a0

Uma fungdo real [: A — R € dita ser semicontinua superiormente se empre que Tn —» T
em A, tem-se que
J(z) 2 lim sup j(z)

1.3 Topologia Vetorial

Seja X um espaco vetorial (sobre R)., Uma topologia 7 em X é dita ser uma topologia
vetorial, se as opera¢bes bésicas de adigao de vetores e multiplicagio por escalar forem
continuas; O par (X, T) é chamado de Espago Vetorial Topologico.

Exemplo 1.1. Considere em RY a topologia usual dode pela norma euclidiana. Entdo as
fungoes S : RV x RY — RY ¢ P : R x RY — R" definidas, respectivamente, por
S(z,y) =z +y ¢ P(A, x) = Ax sao continuas.

Basta mostrar que ambas fungdes sdo sequencialmente continuas, pois RY € wm espago
topoldgico metrizdvel. Suponha que (Z,, y,) — (2,y). Entdo,

[Znt+tn—t—y| < |lza—z|+|gm—uyl—0,

pois |z, — 2| = 0 e |y, — y| = 0. Isso implica que S(z,,y,) = S(z,y). De modo andlogo,
mostra-se que P ¢ sequencialmente continua, através da desigualdade triangular.

1.4 Base de Vizinhangas de um Ponto

Dados um espago topologico (X, 7) ¢ um ponto p € X, uma familia de abertos {Us}oes &
dita ser uma base de vizinhancas de p em X se satisfaz a seguinte propriedade:

» Se A & um aberto em X contendo o ponto p, entdo existe algum U, € {Us: a € A}
tal que pe U, C A.

Proposigao 1.2. Se (X,T) & um espago vetorial topoldgico € {Us}aca € uma base de vi-
zinhaca da origem, entdo {p+ U, : a € A} ¢ uma buse de vizinhaga do ponto p, para todo
pe X.

Demaonstragdo. Seja p € X um ponto qualquer e A C X um aberto contendo p. Considere
a funcio ¢ : X — X definida por ¢(z) = = + p. Entdo ¢ & continua, pois, ¢(r) = re

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



6 Capitulo 1. Preliminares

¥(z) = p sao fungdes continuas e a soma de fungoes continuas é um fungao continua. Além
disso, note que ¢(0) = p. Por continuidade, existe um aberto B em X contendo a origem
tal que ¢(z) € A, ¥z € B. Por hipétese, existe um aberto U, em {Usic € A} tal que
0e U, c B. Portante o(x) € A, ¥z € U,. De outra forma temos p+ Uy = ¢(lUs) CA. W

1.5 Base para uma Topologia
Seja X um conjunto ndo-vazio, Uma coleggo 8 de subconjuntos de X & dita ser:
"uyma base para uma topologia em X"
se as seguintes condicdes se verificam:
1. ¥r € X existe A € B contendo r.
2. SexeANBeom A B e B entioexiste CeBtalquez € CC AN B.

Exemplo 1.2. Se (M,d) é um espaco métrico, entdo o conjunto formado por todes as bolas
de M (com raio positive) € uma base para uma topologia em M.

Proposigao 1.3. Se B ¢ uma bose para uma topologia em X, entdo B gern uma topologia.
Mais precisamente, o conjunto

T={UcX:VzeU3ACB zecAcCU}

define uma topologia em X.

Demonstragio. (a) E claro que @ € T

(b) X € T, isso decorre da 1* propriedade de base.

(¢) Se {Us : @ € A} é uma familia de elementos de 7, entdo U = U Us € T, De fato,

se x € U = z € U,, para algum ag. Entdo, existe (por hipuitx:;e} A £ B tal que
zeAcltac | JVa=U.
asA
(d) Monstraremos por indugio que se Uy,... U, € T, entdo Uyn---NU, €T, Paran = 2,
Faca ! = U;NUs Se x € U = z € Uy e & € Uy. Entao existem A, A2 € B tais que
r€ Ay CUyex €Ay C Uy Donde conclui-se que z € Ay M A T UyNUs, Suponha
por induc@o que o resultado vale para n, Sejam Uy,...,Us, Ussy elementos quaisquer
em 7. Faga U = (Uy N -« N U,) N Usyiy. Pela hipotese de indugdo combinada com o
caso n = 2, concluimos que U € T.
| |

Proposicao 1.4, A topologia T dada ne Proposigdo 1.3 coincide com o conjunto de todas
as unioes de elementos de B,

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.6. Compacidade 7

Demanstragio. Seja © o conjunto designado acima. Seja A € © qualquer, Entéo A = | ] 4,
ael
com A, € B. Considere A, € Tz. Como Ts & uma topologia (pela proposigao anterior), segue-

se que A € Ta, ou seja, © C Tg. Seja U € Tp qualquer. Entdo para cada z € U existe A, € B
tal que # € A, C V. De outro modo temos que {z} C A, C U, Vx € /. Assim,

[ = U{.r_-}{: UA;CUU=U
=&t

=l =l

ecada.A,EH.Pmanm.U=U.q,,ecadaza,,eﬁ. =
=ell

Observacao 1.1. Como um exemplo, vemos que se (|| + ||) for um espago vetorial normado
entio a topologia métrica gerada pela norma € vetorial,

1.6 Compacidade

Nesta secio revisaremos um conceito fundamental em topologia que possui um grande im-
pacto em varias areas da Matemética, a saber, o conceito de compacidade.

1.6.1 Cobertura

Sejam (X, T) um espaco topologico e A4 um subconjunto de X, Uma uma famflia {U, }ac

de abertos de X & dita ser cobertura de A em X se A C U £
el

Exemplo 1.3, Sabemos que Q@ ¢ enumerdvel, entio Q = {ry,rq,...,Tn,... }. Considere
Un = (ra — 1, ra+ 1), isto &

i=n-1ln+1)Uz=(r2—1rm+2)....

Azsim temos que Q C U U. Portanto a fomilia {Uy}res € uma cobertura de Q em K.
kel

1.6.2 Subcobertura

Dado uma cobertura {U,}eca de um conjunto A, uma subcobertura de A € uma subfamilia
{U;}eer, com T' C A, tal que:
Ac|Ju..

ol
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8 Capitulo 1. Preliminares

Exemplo 1.4. Considere a eobertura de @ doda no Ezemplo 1.8. Usando o fato de que @
é denso em R, eristem Ty, Tugs oo o2 Tuye -+ €M Q fais que

oy € (1 = Liry + 1)1 € (ra = Lima+1),.00 7y € (ra— Lira +1),...

Segue-se
LB € {rﬂl - l*rﬂl + LLI"; E I.Illr':ll“ - lrrn=+I].,., »
FPartanto,
Qc |J U
ngel’

com ' = {ny: k € N}. Ou seja, {U,, : ng € '} define uma subcobertura para Q.

1.6.3 Compacidade

Uma subconjunto K de um espago topolégico (X, T) € dito ser compacto em X se toda
cobertura de K possui uma subcobertura finita.

Propriedade da Intersecao Finita - (P.LF)

Dizemos que um subconjunto C' de um espago topolégico (X, T) possui a Propriedade da
Interseqao Finita se dada qualquer familia {F, : o € L} de subconjuntos fechados de C
satisfaz a condigao:
Dado um subconjunto finito A C L, tem-se ﬂ F, # 2.
oeA

1.7 Seminorma

Dado um espago vetorial X, uma fungio p : X — R, & dita ser uma semi-norma se as
seguintes condigtes sdo verificadas:

L plz+y) < plx)+ply);

2. p(A.z) = |M|p(x).
Se alem disso p satisfaz p(z) = 0 = z = 0; entao p 6 dita uma norma.
Exemplo 1.5. Se f: X — R ¢ um funcional linear, isto €

1 flx+y) = flz)+ J)i

2 f(Az)= Af(z), YA€ K.

Entao, p: X —+ R dada por p(z) = |f(z)| define uma seminorma em X.
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1.8. Topologia Gerada por Seminormas g

1.8 Topologia Gerada por Seminormas

Sejam X um espago vetorial ¢ F = {p, ! @ € A} uma familia de seminormas em X.
Considere o conjunto B formado por todos os conjuntos da forma:

V(D poyyiio s Panis) = {z€X:p(z—p)<e i=1,...,n}

= n{z:pm[r—p}{E}. =>0. (L1)

Proposicio 1.5. Entdo, B ¢ uma base pare uma topelogia em X.
1. Dado z € X qualquer, escolha qualquer seminorma p,, € F. Entio,
ze{y € X;paly—x) < 1} = V(z; 1, pa).

2. Dados V! = V¥(a,pa..i, panit), V2= V3(b,gsy,. .- Gon;s) ez € VINVE queremos
mostrar que existe V* tal que z € V* € VI N V2 Seja

V* =V (Yn) Pays- -+ s Pans Gays - - -3 Qo 1),

onde yn = Az+ 1 (com A > 0 e A > 0 a serem escolhidos a posteriori). Quersmos mostrar
que:

(i) z€ V=,
() V*cvinva,
De [ato,

Poi(T—Yn) = Pa,(A2) =| A | pa,(2) < R, &
(i) zeV*'+<=
Uo, (£ = tn) = ¢o,(A2) =| A | 4o, (2) < A,

comi=1l+ nej=1, - ,m

Pow—a)<r,
(i) SeweV*entaow € VINV? =
Go, (W —b) < 5.
Escolha agora r* e s* tais que

mi&x{ﬁm[‘r “ﬂ}} <ri<r

max{gs,(r —b)} <& <s.
7
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10 Capitulo 1. Preliminares

Assim temos

Pa{w —a) Po(@—Ya+Yn —T+T—a)

1

Po (W — Yn) + paUn — T) + pa,(z —a)
R+ pa,(Xz) + 7" < R+ | X pa,(z) +7°
R+ R+

2R+ r*

AT

[

gz (w —b) Qo (W — Yn+Yn—Z + 2 —b)

P

Gy (W = Yn) + Gy (Un — 7) + o, (2 — b)
Rt | A | goy2)+ 6"

H+ RH+5

2R+ 5"

NA

min{r —r*, s = 5%}
= .

Escolhia0< R < Entao,

Pt —0a) <2RB+T* <T=r"+r'=r

go,{w—0b)<2R+s" =s—s" +3" ==
De sorte que,

polir—a) <r
= weV'nvi
Q#,{w = b] <38

Corolério 1.1. Nas condigoes acima, a topologia € vetorial.

O resultado acima serad demonstrado com 0 uso das seguintes ferramentas:

Ferramenta 1:

Uma aplicagdo F de um espaco topologico A em um espago topologico B é continua se, e
somente se, para todo a € A e toda sequéncia generalizada (z,).¢a tal que z, — o, tem-se:
F(z,) = F(a).

Ferramenta 2:

Se T & uma topologia em X gerada por {pa;0 € A}, entdo z, = * & Va € A, ].jinz,, = z,
123#;{3, -z) =0
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1.9. Convexidade 11

Prova do Corolario 1.1

Queremos mostrar que (x,y) — & + y, & continua. Com efeito, a sequlncia generealizada
(2,9-) = (x,¥), pela Ferramenta 1. Assim, de acordo com a Ferramenta 2, basta mostrar
que po(Ts +ys —x—y) =+ U, Vo€ A Mas,

PalTe+UYs — 2= Y) € palTa = )+ palta — ¥)-

Por hipotese sabemos que 7, — = € ¥, —+ ¥. Usando novamente a Ferramenta 2, concluimos
que
Da(Ze+Ys—2—y) 0.

Portanto as operecdes bésicas de adigao de vetores e multiplicagao por escalar sao continuas,

1.9 Convexidade

C & convexo se Vz,y € C, tem-se que \.x+(1— A)y € C,¥A €[0,1].

1.10 Espagos de Funcoes Continuas Vetoriais

Dado um intervalo I C, & E um espago de Banach
C{I.E)={U: I — E;u# continua}

el = lim sup lu(t)]|e.
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Capitulo 2

Uma prova Combinatéria do Teorema do

Ponto Fixo de Brouwer

2.1 Introducgao

Entre as diversas contribuigoes do matemaético holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer, seu
famoso teorema do ponto fixo ocupa um lugar de grande destaque. De fato, conhecido como
o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, este recebeu seu nome devido a sua releviincia nos
diversos campos da matemdtica. Além de ser uma das primeiras realizactes da topologia
algébrica, também & um importante artificio na andlise funcional. Sua descoberta deu-se em
1912, e desde entdo, inaugurou uma linha de pesquisa conhecida como Teoria de Pontos
Fixos.

Teorema 2.1. (Teorema do Ponto Fizo de Brouwer). Seja B" uma bola fechada no espago
RY. Entdo toda aplicacde continua f : B™ — B™ possui um ponto fire, ou seja, existe um
ponto p € B" tal que [(p)=1p.

2.2 Lema de Sperner

Em 1928, o matemético alemao Emanoel Sperner [11] provou um resultado cldssico de com-
binatoria, hoje conhecido como Lema de Sperner, tal ferramenta € muito eficaz na Teoria de
Pontaos Fixos, esse resultado desempenhara um papel primordial na prova do Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer. Doravante, para melhor compreenssio do lema é necessario alguns
resultados preliminares.

12



2.2. Lema de Sperner 13

Figura 2.1

2.2.1 Simplexo

Um n-dimensional simplexo é a envoltoria convexa 5 de n+1 pontos vy, ..., v+ (chamados
vertices) e posi¢oes gerais, Formalmente, temos o seguinte:

LTS R+l
ES {iﬂqtr; o > 0, Zﬁ'g: 1}
=1 i=1

Exemplo 2.1. Um 2-simplexo € um tridngule. Um 3-simplerc ¢ um tetraedro.

A envoltéria convexa de qualquer subconjunto de {v,--- , tyer} & chamada de uma face do
simplexo 5. Em particular, cada face & um m-simplexo com m < n ¢ denomina-se também
m-face. Se S & um n-simplexo, entdo as (n — 1)-faces de S constituem o berdo de S.

2.2.2 Subdivisao Simplicial

Uma subdivisio simplicial de um n-dimensional simplexo § & uma parti¢ao de S em sim-
plexos menores (ou subsimplexos) de mesma dimensdo, também chamados de células da
subdivisao, que cumpre a condicao:

Quaisquer duas células sao ou disjuntas, ou possuem em comum umae fuoce de uma certa
dimensao.

Exemplo 2.2. Na figura 2.1 temos que o tridngulo ABC € uma subdiviséo simplicial, en-
quanto no tridngulo DEF a subdivisdo nao € simplicial, pois, as células PNF ¢ OQD pos-
stuem uma face comum (NP e Q), entretanlo, as mesmas possuem dimensées direfrentes.
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14Capitulo 2. Uma prova Combinatoria do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

2.2.3 Subdivisao Baricéntrica

Seja S um n-simplezo de vértices vy, ... ,Up41, Paral £ k < n—1, seja F = co{vg, Vigy o oo Vigy }
uma k-dimensional face de S. O baricentro de F ¢ o ponto My dado por
k41
J‘r.l'.t.' = Z mulm.

i=1
Dada uma seguéncia estritamente crescente (FL)i2g de faces de dimensao k de S, 1.€,,
BEcRcFRC-CcFaCs, (2.1)
obtemos a partir de cada baricentro de F o sequinte n-simplero
ecof Mgy Mpy, ooy Mi,_, Mg},

Considerando todas us sequénecios possiveis de foces tais como (2.1), oblemos uma subdivi-
sio simplicial chamada subdivisae baricéntrica de S. Convém observar que ceda subdivisdo
baricéntrica de um n-simplezo é uma subdivisdo simplicial que possut um total de (n + 1)!
céculas de dimensdo n. A seguir daremos wm exemplo para melhor entendimento do mesmo.

Exemplo 2.3. Na figura 2.2 temos um 2-simplero, onde o ponto My € o baricentro ¢ o
mesmo determina seis 2-simplezos.

Figura 2.2
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2.2. Lema de Sperner 15

2.2.4 Coloracao Prépria de uma Subdivisdo Simplicial

Uma coloragio propria de uma subdivisdo de um n-simplezo S ¢ uma associagdo de (n+1)-
cores aos vértices da subdivisao, de modo que:

(a) Os vértices de S sio coloridos com cores diferentes, de sorte que ndo pode haver vértices
diferentes com cores iguais;

(b) Cada vértice da subdivisdo sobre uma face de S é colorido somente com as cores dos
vértices que definem o referida face:

(€) Os vérlices interiores a S podem ser coloridos livremente.

Em gerul, se n € um numero netural, use-se o3 nimeres 1.2,... ,n,n+ 1 para representar
as cores usadas na coloragdo. caso S seja um 2-simplezo (1.é., um tridngulo), por exemplo,
entdo a tripla (1,2,3) indica que trés vértices foram coloridos com as cores 1,2 e 3.

Exemplo 2.4. Caso S seje um 2-simplezo (i.€., um tridngulo), entdo o tripla (1,2,3) indica
que trés vértices foram coloridos com as cores 1,2 e 3 como mostra a figura 2.9,

2.2.5 Lema de Sperner

Lema 2.1. Toda coloragdo propria de uma subdivisao simplicial de um n-simpleze 5 possui
um ndmero impar de células com cores diferentes em todos os vértices.

Demonstracdo. Analisaremos trés easos distintos:

Caso 1-dimensional.

Temos um 1-simplexo (a,b) subdividido em subsimplexos de dimensdo 1. Por definigao,
cada vértice da subdivisdo deve ser colorido com 2 cores sendo os extremos a e b com cores
diferentes. Sejam ay,...,a, 0s vértices das células interiores ao intervalo (a,b). Doravante,
usaremos as cores {1, 2} para colorir os vértices e diremos que um subintervalo (a;,a.1) &
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16Capitulo 2. Uma prova Combinatéria do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

do tipo (1,2) se a cor do vértice a; & 1 e a cor do vértice g,y & 2. Defina de modo anilogo
subintervalos do tipo (2, 1). Portanto, colorindo no sentido de a para b, concluimos a prova
do lema se (a,,b) for o fnico intervalo do tipo (1,2). Suponhamos que haja mais de uma
mudanca de cores. Designemos por 1°,2° ..., m” o primeiro, segundo, respectivamente, o
m-ésimo subintervalo de extremos com cores diferentes. Note que o primeiro subintervalo
é do tipo (1,2) e o dltimo do tipo (1,2). Entdo, o segundo & do tipo (2,1) e assim por
diante. Um argumento indutive leva-nos a conclusio que se 1 < j < m é tal que o j-ésimo
subintervalo & do tipo (1,2), entdo j & impar. Segue-se que m & impar. Isso conclui a prova
do lema para ¢ caso 1-dimensional.

Caso 2-dimensional.

Temos um 2-simplexo S, um triingulo, subdividido simplicialmente em 2-subsimplexos
(i.e. subtridngulos). Usaremos as cores {1, 2,3} para colorir os vértices das células de acordo
com a hipétese do lema, Semelhante ao caso anterior, usaremos triplas tipo (1,2,1) para
designar uma célula com vértices de cores 1,2 e 1. Observe que ndo hi distingdo entre os
tipos (1,2.1) & (1,1, 2). Consideremos as seguintes definicdes:

e Seja A o namero de clulas da subdivisao simplicial do tipo (1,2,3);
¢ Seja (@ o niimero de células do tipe (1,1,2) ou (1,2,2).

Agora designemos por (1,2) a aresta de uma célula com vértices coloridos com as cores 1 e
2. Podemos entdo considerar as seguintes defini¢oes (referente a subdivisdo de 5):

¢ Seja X o nfimero de arestas no bordo de S coloridas da forma (1,2), e

¢ Y o niimero de arestas no interior de S coloridas da forma (1,2).

E fundamental observar que cada célula do tipo ©, digamos assim, possui duas arestas do
tipo (1,2). E cada célula do tipo R possui apenas um aresta do mesmo tipo. Entio, fazendo
a contagem das arestas do tipo (1,2) a partir das células Q e R, e levando em conta a
duplicidade gerada por aguelas do tipo (), computamos um total de 20 + R arestas do tipo
(1,2). Contudo, o nfimero exato de arestas do tipo (1,2) ¢ X +Y . Como Y refere-se is
células com arestas do tipo (1,2) no interior de S, segue-se que

Q0+ H=X+2Y.

Por outro lado, no bordo de § vemos uma aresta do tipo (1,2). Relativo & subdivisio de
S, entre um extremo e outro dessa arestas estio todas as arestas do tipo (1,2), Assim, de
acordo com o primeiro caso ja& demonstrado, vemos que ¢ nimero de arestas da subdivisao
do tipo (1,2) no bordo de S & impar. Portanto, X & impar e da igualdade acima conclui-se
gue [ é impar. [sso completa a demonstracio do lema para o caso 2-dimensional,
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2.2. Lema de Sperner 17

Caso geral n-dimensional.

Usaremos indugdo sobre n. Admita o resultado ser verdadeiro para n — 1 e mostremos
sua validade para n. Por hipotese, § & um n-simplexo com uma subdivisdo simplicial cujos
vértices siao coloridos com n+1 cores, digamos {1,2,...,n,n+1}, obedecendo as condigdes
preescritas do Lema 2.1. A exemplo do que foi feito anteriormente, indiguemos por R o
nimero total de células cujos vértices foram coloridos com diferentes cores, ou seja, células
do tipe {1.2,...,n+ 1}, Q & o nimero de células cujos vértices foram coloridos usando
todas as cores com excecdo da cor n + 1. Desse modo, exatamente uma dentre as cores
(1,2,...,n) é usada duas vezes e as demais apenas uma. Lembre que todas as cores men-
cionadas foram usadas na coloragao das células do tipo @. Em analogia com as arestas no
caso 2-dimensional, consideramos aqui as faces (n — 1)-dimensionais do tipo (1,2,...,n), ou
seja, aquelas cujos vértices foram coloridas exatamente com as cores {1,2,...,n}. Sejam X
e Y , respectivamente, o nimero de tais faces sobre o borde ¢ no interior de 5. Como antes,
faremos uma contagem do nimero de tais faces (ou "arestas") do tipo (1,2...,n) de duas
formas:

e A partir das células dos tipos Q ¢ R,
s Dentre as que estao sobre o bordo de 5.

Cada célula do tipo @ contribui exatamente com duas (n — 1)-faces coloridas da forma
(1,2,...,n). Células do tipe R contribuem somente com uma face do mesmo tipo. Entre
tanto, faces no interior de S aparecem em duas células enquanto que ne borde somente em
uma. Portanto, a primeira contagem fornece a seguinte equacaoc

20 +R=X+2Y.

Sobre o bordo de S temos a (n — 1)-face original F do tipo (1,2,...,n). As (n —1)-faces da
subdivisao de 5 que sao do tipo (1,2,..., n) e estao sobre o bordo estdo, de fato, sobre F.
Por sua vez, os vértices dessas faces constituem, elas mesmas, uma subdivisao simplicial de
F dotada de uma coloragao propria. Lembremos que tais faces e os vértices de F sao do tipo
(1,2,...,n). Tendo em vista que F & um (n — 1)-simplexo, a hipotese de inducao nos diz
que existem exatamente um mimero fmpar de células (n — 1)-dimensionais em F que sio do
tipo (1,2,...,n). Tais células sdo exatamente as (n — 1)-faces do tipo (1,2,...,n) provinda
da subdivisao inicial de 5 que estdo sobre F. Segue-se que X & impar. Com base na equagio
acima, isso implica que R & impar. A prova do lema esta concluida, ]
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18Capitulo 2. Uma prova Combinatéria do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

2.3 Reduc¢ao do Teorema de Brouwer a n-simplexos

Definigio 2.1. Uma célula n-dimensional fechada € o imegem homeomdrfica da bola n-
dimensional B" C R".

Lema 2.2. Seja C C R" um compacto convero com interior nao-vazio. Entdo C € uma
célula n-dimensional fechada.

Demonstragdo. Inicialmente vamos construir uma fun¢do h: B® — €' e mostramos que ela
& injetiva e sobrejetiva. A prova que h e h™' sdo continuas serd omitida.
Seja ¢ € intC. Para 0 £ d € R" defina

8(d) = max{# e R| c4 0d € C}.
Observe que o maximo ¢ atingide, pois, C' é compacto. Desde que
¢ € intC, 8(d) > 0,e 8(A\d)= A"'8(d) para A > 0.

Agora defina h: B" — C pondo

hd) = e+ ||d||6(d)d se d # 0 e h(0) =c.
Claramente,

h(d) =csed=0, de modo que h(d) =h(d) =c=d=4d.
Agora suponha h(d) = h(d') # c. Entdo,
lld||a8(d)d = || ||20(d)d de modc que d = Ad, A > 0.

Segue-se que
ld)l20(d)d = A||d ||]2A~*8(d)Ad e A= 1.
Portanto, h & injetiva.
Mostraremos agora que h & sobrejetiva. Uma vez que h(0) = ¢, apenas precisamos encontrar
d € B" de modi —x para r€C, x#¢ Sejad= —— .
um d € B™ de modo que h(d)=x para r e C, v # ¢ Sejad Tz — el fz—0)
qued e B" e h(d) = z.

E facil ver

Lema 2.3. 5™ € uma célula n-dimensional,

Demonstragao. Pela Lema 2.2 temos que
C'={zeRlzxn=>... 2z, 20}

& uma célula n-dimensional fechada, Assim mostraremos que 5™ e C" sdo homeomorfos,
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2.4. Prova do Teorema de Brouwer 19

De fato, defina h: C* = §" e h~!: 8" = C" pondo h(c) =1v° + Qc, e h™}(s) = Q'5 com Q
sendo a matriz

"=t § e B

1 -1 0

0 0 =1
00 e [

e (' sendo
0D 1 1
0 --- 0 _
{1}

Obviamente, que /i & injetiva e sobrejetiva, e h e h~! sdo continuas. Portanto §* ¢ homeomorfo
a C", | |

2.4 Prova do Teorema de Brouwer

Demonstragdo. Inicialmente, convém observar que é suficiente trabalharmos com o simplexo
canénico A de dimensio n em RY*! gerado pelos vértices

e =(1,0,...,0),ea = (0,1,0,..-; 0), e =(0,0,.:.,0;1}).

De fato, um resultado de Topologia garante que A e B, siao homeomorfos. Temos entao
uma aplica¢io continua f: A — A e devemos mostrar que ela possui um ponto fixo. Dado
z € R¥*! indiquemos por &; sua i-ésima coordenada. Note que [(r) = r se, e somente se,

filz) =220, paratodoi =1,2,...,n+ 1. (2.2)

Isso decorre do fato que ambos f(z) e r possuim coordenadas com soma igua & 1. Suponha
por contradicao que f(r) # r para todo xr € A. Ent8o, em vista de (2.2), para cada = € A
existe ¢(x) € {1;2,...,n+1} tal que

F@ () < 849, (2.3)

Note que ¢(e;) =1 para todo i = 1,2,...,n+1 (i.é, vértices diferentes de A possuem cores
diferentes). Faca Ag: = A, Sejam Ay, As, ... uma sequéncia de subdivisdes simpliciais de
A tal que A; & uma subdivis@o baricéntrica de Ay, para todo j € V. Por construgao temos
que a sequéncia das subdivisdes A; tende & zero quando j tende a oo, Note que se T & um
vértice de A; sobre uma face de S, digamos z € co{e;: i € J} com J € {1,2.... ,n+1},
entdo c(r) € J. De fato, os finicos indices j cumprindo (2.3) sao agueles em que j € J. Isso
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20Capitulo 2. Uma prova Combinatéria do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

mostra que a fun¢io ¢ define uma coloragdo pripria sobre os vértices de U 4, . Pelo Lema
FEN
de Sperner, cada particio A; admite uma célula com vértices 20 P2 U)ot

que o{xU*)) = k para todo k € {1,2,...,n+1}. Em particular, [*(z%*) < zU¥ para todo
k=1.2,...,n+ 1 Agora como A é compacto, e portanto limitado e fechado, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass cada sequéncia {xU%}, .y possui uma subsequéncia convergente.
Podemos esquecer s demais termos da sequéncia e supor que ela mesma converge. Como
(tamanhos) das (subdivisdo) A; tende a zero, os limites lim zU*) 56 os mesmos para todo

J=ox

ke {1,...,n+1}. Entao seja z* = lim #9* Partimos do pressuposto de que f néo (havia

J—+oa

ponto fixo), i.6., f(x) # z. Isso significa que (fi(2z*)) > z,* para algumas coordenadas i. Mas
sabemos que J;{zU*)) < 2U* para todos os je lim 2% = z*, o que implica f,(zU*) < £V
j—s00

por continuidade. Isso contradiz a suposicao de que f ndo possui ponto fixo, n

Observagao 2.1. A Defimgae 1.7 assim como o demonstragio acima sugerem a seguinte
nogae de semicentinuidade inferior para aplicagoes vetoriais.

Definicio 2.2. Uma fungio f: A = A C RYH! ¢ dita ser semicontinua inferiormente se
cada fungdo coordenada f; de f, comi € {1,...,n+ 1}, for semicontinua inferiormente.

Assim o Teorema £.1 pode ser generalizado para oplicegoes semicontinuas inferiormente.
Com efeito, basta observar que

flz®) #z* = filz") > =i para algum i,
e, portanto, fazendo uso dos argumentos finais da demonstragdo anterior vemos que

fiz) <2 = f(a*) < limint fi(z")

< liminfzU% = z*,

J—soo

O que contradiz o fato de fi(z*) > z].
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Capitulo 3

Teorema de Schauder-Tychonoff

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é demonstrarmos ¢ Tearema do Ponto Fixo de Schauder-
Tychonoff, uma generalizacao natural do Teorema do Ponte Fixo de Brouwer, A primeira
versao desse resultado em espagos de dimensdo infinita foi dada per Julinsz Schauder em
1930. Mais precisamente, ele provou que o Teorema do Ponto de Fixo de Brouwer é vilido
em espagos de Banach. Em 1934, o matematico russo Andrey Tychonoff generalizou o teo-
rema de Schauder para os espagos localmente convexes, Naturalmente, surge a questdo sobre
a validade do Teorema de Schauder-Tychonoff em espacos nio-necessariamente localmente
convexcs. De fato, essa & uma questdo que permanecen aberta por mais de 70 anos, Conhe-
cida como conjectura de Schauder, em 2005 o Matemético Francés Robert Cauty finalmente
deu uma resposta positva para o questionamento demonstrando o seguinte teorema

Teorema 3.1 (Cauty, 2003). Todo espago vetorial topologico de Hausdorff possui a propri-
edade do panto fixo.

Portanto, a famosa conjectura de Schauder finalmente foi resolvida.

3.2 A Propriedade do Ponto Fixo

Seja (X, T) um espago vetorial topolégico de Hausdorff. Diremos que um conjunto li-
mitado, fechado ¢ convexo €' C X possui a propriedade do ponto fixo se toda aplicagio
continua [ : € — C possui um ponto fixo, ou seja, existe p € C tal que f(p) = p. Analo-
gamente, diremos que X possui a propriedade do ponto fixo se tode subconjunto limitado,
fechado e convexo goza dessa propriedade. O principal resultado desse capitulo é o seguinte
teorema devido a Schauder-Tychonoff.

Teorema 3.2. Tode subeonjunto compacto e convero de um espago localmente convezo de
Heusdorff possui a propriedade do ponto fizo.

21



22 Capitulo 3. Teorema de Schauder-Tychonoff

3.3 Prova do Teorema 3.2

Seja {pa : @ € T'} uma familia de seminormas gerande 7. Para cada a € T defina
Ao ={z€C: pa(f(z)—z)=0}.

Observe que  — po(f(z)—z) é uma fun¢do continua, pois f € continua, a funcio identidade
é continua e a diferenca entre fungdes continuas & uma fungdo continua. Portanto, cada A,
& fechado em C uma vez que A, = [pa o (f(x) — 2)]7'(0) e a pré-imagem de um conjunto
fechado & um conjunto fechado por funcGes continuas, Suponha termos provado que {A, }aer
possui a Propriedade da Intersec@o Finita, isto é, dado qualquer subconjunto finito A € T,
tem-se

(4. #2.

FEA

Como €' & compacto, podemos concluir que

M 4 # .

sl

Entao
Ip e C tal que p(flp)—p)=0, Yael.

Como T & Hausdorff, f(p) —p=0= f(p)=p.

Afirmacdo: {A.} possui o Propriedade do Intersegdo Finita. Sejam ay,. .., e, quatsquer
em I, mostraremos que

[)4a; # 2.

i=1

Com efeito, defina a fungao | - || : X — B, pondo ||z = Z fa;(x). A partir daf
concluem-se imediatamente as seguinies propriedades:

L || -|| & continua, pois, cada p,,(z) & continua e & soma de fungdes continua & continua;
2. flz+ #ll < ll=ll +llwll;

3. A-zf = Alfl=|;

4. [jo] =0.

Observe que se encontrarmos p € C tal que || f(p) — p|| = 0, entdo teremos que

pﬂj[f[p}-p]=ﬂ' "PEJ= 1:21*“1“1
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3.3. Prova do Teorema 3.2 23

o que implicard que i
PE r] Ag-
=1

Agora, para cada N € N considere os conjuntos abertos

1
By={yeCily-=l <5}
Observe que
¢ =] By(a)
el
Como C & compacto, existem pontos =, ..., zffy, € C tais que
C =By (a) U+--U By (zha):

Podemos supor que k(N) > N, VN & M. Considere agora as seguintes fungoes em C:
L 6¥(z) = max(0, & — [l — =},

2. A¥(z) = Eg[—ﬂ— com i=1,..., k(N).

>0 ()

p=1

Dai obtemos as seguintes propriedades:
(a) 8Y e AN sio continuas em C;

(b) A¥(z) >0, Yz € C;
kiN)

(€ Y MW@)=1,vreC.

=]

Considere em seguida a envoltéria convexa fechada dos pontos z',...,zfy,, ou seja, o
conjunto

i} =1

k(N
MN =E{I¥|---,J-’f(~1) = {ZJ’L,I. ; Z(\‘ = 1} P
Facamos
My =0z ,....Zhw):

Como C ¢ convexo e fechado entao My C € = . Assim My é compacto como sendo
fechado dentro de um compacto, temos também que My € convexo. Seja

Ex= {zn:m.-s:;: 0 ER}*
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24 Capitulo 3. Teorema de Schauder-Tychonoff

entdo dim Ey < k(N). Além disso, sabe-se que Ey & subespago fechado de X. Portanto,
como #(z") € Ex vemos que My C Ey. Considere agora & Projecdo de Schauder
Py : € — My definida por

k{N}

Py(x) =" \'(z) =

i=1i
Note que Py & continua, pais, AN (z) - =¥ & o produto de duas fungGes continuas e Py &
a soma dos A¥(z) - zV¥ e a soma e produto de fun¢des continuas & uma funco continua.
Considere agora & composi¢ao

”-H;q. Py
My — O — My,

Obtemos entdo a fungio
Pyof: My — My.

Pelo teorema de Brouwer, existe
gy € My talque Pn(f(gn)) = gnv. VN ERN.

Asshm temos que
an — flan) = Pu(f(gn)) — flaw)-

Mostraremos que :
llgw = flaw)ll < &+ YN EN.

De fato,
qnv — flax) = Pul(f(aw)) = J(gn)
k(N)
= 3 AN(S(gw) = = flaw)
=1
k{N)
= > M (flav) e = flgw)}-
i=1
(3.1)
Dai temos que
k(N)
lay — flaw)l < 3 INF(Flaw) =l = flaw){= = flan)}
i:(=hlr}
= 2 AUl - Slaw)al = flan)l
iWIHN]

I

LY W) =5 O

im]
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3.3. Prova do Teorema 3.2 25

Como My C C e gy € My, VN, segue-se {gqy} C C. Como C é compacto, existem uma
subsequéncia generalizada {gn. : 4 € A} de {gx }xex € um ponto p € C tais que gy, — p
em C. Por hipétese, [ é continua. Entao, [(gn,) —+ [(p). Assim aplicando o limite em

law, = Flan, )l < 31 ¥r €A,

€ |

LENIOS que
lp—F(@)l =0 = pe() A4,
=]
Assim, {A, : & € '} possui a PLF, e de acordo com a primeira parte da demonstragio
segue-se 0 resultado.
Como consequéncia imediata, o seguinte resultado & vilido:

Teorema 3.3. Seja X um espago localmente convero de Heusdorff e C € X subconjunto
Jechado e convero. Entao toda aplicagde continua [ : C — C tal que f(C) é relulivamente
compacta possui um ponto fizo.

Demonstragdo. Basta observar que se K = 75(f(C)), entéo K & compacto convexo ¢ f(K) C
K, B
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Capitulo 4

Aplicagoes

4.1 Um Problema de Epidemia de Doencas Infecciosas

Muitas doencas infecciosas 830 endémicas em uma populagido, ou seja, sa0 presentes
por virios anos. Se ndao houver nenhuma entrada de noves suscetiveis na populacao e se a
infeccao confere imunidade permanente, entdo a doenca infecciosa sempre "morre"(ou seja,
finda). Entretanto, um fator que permite que muitas doencas permane¢am endémicas é o
nascimento de novos suscetiveis. Consequentemente, um modelo fiel para a descrigio de uma
doenca infecciosa endémica para um determinado periodo de tempo, superior a um ou dois
anos, deve incluir a dindmica da vida (nascimentos e mortes). Assim, um modele sem uma
tal dinfmica é somente adequado para descrever uma epidemia, ou seja, um surto de ums
doenca infecciosa cuja incidéncia tanto cresce rapidamente quanto decresce em um curto
periodo de tempe (< um ano). Nessa perspectiva, a populacao considerada ¢ dividida em
classes disjuntas. Por exemplo,

e A c¢lasse suscetivel 5 que contém aqueles que podem torna-se infectados;

e A classe exposta F que contém aqueles que estao expostos A infecgao mas ainda ngo
estdao infectados;

e A classe infectada [ que contém aqueles individuos infectados;
o A classe removidos R que contém aqueles que estdo imunes seja devido a uma imuni-
zag¢do ou devido a infecgoes passadas.
4.1.1 Um modelo a partir de uma equagao integral nao-linear

Em geral, equacces diferenciais ordinérias, equagoes diferenciais funcionais e equagdes
integrais tem sido usadas para modelar epidemias infecciosas. Nestz subsecao, usaremos
equagoes integrais para deduzi um modelo simples porém nao-linear. Modelos mais detalha-
dos e robustos podem ser encontrados na referéncia [3].

26



4.1, Um Problema de Epidemia de Doencas Infecciosas 27

Seja x(t) o nfimero de individuos de uma populagio, de tamanho constante, infectados
por uma doenga infecciosa no instante L. Suponha que a razdo instantinea de individuos
infectados por unidade de tempo seja modelada por uf(¢, z(t)), onde [ & uma fungdo de
duas varidveis e p & uma constante, Em muitas situagoes, [ carrega em seu bojo as seguintes
interpretagoes:

o A taxa de transferéncia dos individuos z(!) da classe S(t, x(t)) para a classe I(t,z(t));

o A probabilidade P (t, z(t)) dos individuos z{t) permanecerem infectados t unidades de
tempo apds a infecgio;
e A probabilidade P;(t, r(t)) dos individuos z(t) estarem vives no tempo fy + ¢ dado
estarem vivos no tempo fp.
Além disso,
e A constante u, chamada razao de contato, indica o niimero médio de contatos (sufici-

entes para contaminagdo) de um infectado por unidade de tempo, que em muites casos
pode ser considerado suficientemente pequeno,

Feitas essas consideragies, podemos concluir que no intervalo fy < » < !, a soma dos
individuos infectados & dada por
[ 16.2tsnas
to
Suponha agora que a(f) represente um fator de decrescimento envolvendo o mimero de
pessoas infectadas inicialmente e o niimero de pessoas em processo de imunizagao, ou seja,

individuos da classe R. Portanto, o niimero total de individuos infectados no instante ¢ no
periodo [ly, t] & dado pela seguinte equagdo integral

L
@0 =a(0)+ [ f(s,x(s))ds.
to
Esse modelo & frequentemente usado para estudar o seguinte problema:

Problema. Encontraruma fungao x(L) que seja uma solugao de equilibrio para a epidemia,
ou seja,

r{t}za{t}+/;f{a.m(s}}da.

Biologicamente, uma tal solugdo de equilfbrio ajuda a explicar se, uma vez a populagio
atingida pela infecgio, a doenga persiste ou néo.
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28 Capitulo 4. Aplicages

4.1.2 Resultado de Existéncia de Solugoes de Equilibrio

Sejam E um espaco de Banach reflexivo com norma || ||g e seja [: [to,T] x E— E uma
fun¢do de Caratheodory, ou seja, uma cumprindo as seguintes condigbes:

(a) Para cada x € E, a funcio L — f(t,z) é mensurdvel;

(b) Para cada t € I: = [ty,T], a fungae z — [f(l,x) € frucamente sequencialmente
continua.

(c) Eziste uma fungae U(t,s) tal que para cada t, s — f(t,x) é descrescente e

(c1)
If(E, )l £ Bt |=llg), VL VreEE;

(¢2) Para cade R > 0 teme-se

D-::f‘l'{s*ﬂ}du:m Vi

(d)
a € CVto, T E).

Observacdo. Um exemplo elementar de espagos refleivos sao 03 espagos euclidianos R™.
A seguinte, suporemos a seguinte condigdo de crescimento sobre [

I/t 2)lle < 2(t, [z]&), (4.1)

onde parg cada R > 0 tem-se ‘
0< | ¥(s, R)ds < o0,

tn

€) principal resultado desta segdo € o seguinte:

Teorema 4.1. Admitinde as condigoes acima e supondo que a € C(ly, T; E), exste uma
razdo de contato p suficientemente pequena tol qual a epidemia possui uma solugie de equi-
librio.

Demonstragao. Seja B > |la)ls. Se u € C(ts, T; E) & tal que ||lull« < R, entdo

@Ole < la®lz+u [ s, ()l )de

1

T
7] | P , R)ds
L” +pr{aRJ

LA
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4.1. Um Problema de Epidemia de Doengas Infecciosas 29

desde que
R —llall=

ey ——————
B T w(s, myds

Isso mostra que Q(Bg) C Bg, onde By ¢ a bola unitaria de raio R e centro na origem do
espago Cltg, T; E). Agora, um célculo simples usando o Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue mostra gue:

s () & uma aplicacao fracamente sequencialmente continua de By em By
Além disso, usando o Teorema Ascoli-Arzeld mostra-se também que;
o ()(By) & fracamente relativamente compacto em C'(t,, T E).

Pelo Teorema de Schauder-Tychonoff, concluimos que @ possui um ponto fixo u € Bp.
Segue-se portanto que u ¢ uma solucio de equilibrio para a epidemia. |
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4.2 Um Problema de Otimizacao em Economia

Nesta secdo estudaremos uma interacio que hd entre um problema de otimizagdo co-
mum em economia, conhecido como Otimizacdo de Pareto, e resultados de pontos fixos, O
problema da Otimizagdo de Pareto (veja [3]) & um tipico problema multi-objetivo de ma-
ximizagdo. A forma padriao de um problema multi-objetive de maximizagio em dimensio
finita & encontrar um ponto r = (ry,...,T,) € B™, m = 1, que maximiza uma dada funcio
continua

f@) = (fil=z),..., fulz))

sujeito a condigio que » € A, onde A & um conjunto nac-vazio. Ou seja, deseja-se resolver
o seguinte problema
max [{z) sujeitoa € A

A partir de agora, X e Y serao espagos vetoriais topologicos de dimensdo infinita. As funcges
[is sdo chamdas funcoes ebjetives. Um exemplo tipico de um problema dessa natureza & o
seguinte;

Definicdo 4.1. Um ponto = € A ¢ chamado un Pareto Otimo se ndo eziste um ponto y € A
tal que:

fily) = filz) Vi=1,...,n

Exemplo 4.1.
max (323 + T2, 71 — 22:) 84 T+ <1, 1,23 20
Na subsegao seguinte, generalizaremos o problema da Otimizago de Pareto para espagos
de dimenséo infinita,
4.2.1 Otimizacao de Pareto com respeito a cones em dimensao in-
finita

Sejam X e Y espagos vetoriais topolégicos de dimensao infinita. Um conjunto C C Y &
dito ser um cone em Y se
AyeC YyeCe AZz0.

Um eone O C Y & dito ser convexo se
M+ A elC  VynwmeCe A A >0
Um cone ' C Y é dito ser um cone pontudo se

cn(-c)={0}
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4.2. Um Problema de Otimizagdo em Economia 31

Observe que em um cone pontudo C C Y podemos considerar a seguinte relagao:
ycpmemY = yp—y €C.

Notagao. Indicaremos por iy <c o se y2 — ¥ € C\ {0},

Definicao 4.2. Seja B C Y um conjunto nio-vazio e seja C C Y um cone pontudo em Y.
Dizemos que um ponto g € B £ um elemento mazimal de B com relagdo a C, se nao extste
y € B tal que

Up <¢ U-

Notagdo. Doeravante, usaremeos a notagdo
uy € max{B; C}

para indicar que ug € B ¢é um elemento mazimal de B com respeito ao cone C,
Apds os prelimingres acima, vamos Go Nosso

Problema de Otimizacdo. (Otimizacio de Pareto em Dimensdo Infinita) Dadds um cone
pontudo C C Y e uma funcéo f: X — Y, o problema da Otimizagao de Pareto é o problema

max f(x) sujeitoax € A, (4.2)
que consiste em determinar todos os pontos ug € A para os quais tém-se
fluo) € max{f(4);C}.

Observagao. Por definicao, diremos que ug & um ponto maximal, ou um Pareto Otimo,
para 0 problema (4.2).

4.2.2 Uma Interpretagao do Problema de Pareto via Pontos Fixos

O resultade a seguir mostra que o problema de otimizagdo abstrato enunciado acima é
equivalente a wmn problema de pontos fixos.

Proposicao 4.1. Considere F: Y — 2V uma fungio multi-valuada definida por
Fly)={f(zx): z€ A, flz) eC+y}.

Entiio ug € wn Pareto Otimo para ({.2) se, e somente se, F([(uo)) = {F(uo)}.

Demonstragio, Primeiramente, observe que se ug € A & um Pareto Otimo para (4.2) entdo

fla) g0 flug) VaceA,
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32 Capitulo 4. Aplicacoes

o que implica que f(up)— f(a) € C ¢, portanto, [(ug) € C+ f(a) para todo & € A, Segue-se
dal que

f(ug) € P(f(a)) VaeA.

Em particular, tém-se que f{ua) € F(f(us)). Agora, suponhamos por contradigio que exisita
outro f(u;) € F(f(uo)) com ¥, € A\ {ug}. Isso implica que f(u;)— f(ug) € € donde conclui-
se que

Slue) = fluy),

o gue é uma contradicao. | ]

4.2.3 Um Teorema de Ponto Fixo para Aplicacoes Multi-Valuadas

Antes de enuciarmos o principal resultado desta segao, necessitamos das seguintes defi-
goes.

Defini¢do 4.3. Uma aplicagio multi-valuada F: B — 27 ¢ dita ser fechada em BC Y se
F(y) € B € um conjunto fechado em Y,

Definigao 4.4. O conjunto B € dito ser F-compacto se para cada cobertura aberta da forma
{F(¥a): Ua € B.a € A} existe uma subcobertura finita. Claramente, se B é compacto entdo
B é F-compacto,

Definicao 4.5. F ¢ dita ser:
1. Reflerwwa em B se y € Fly) Vy € B.

2, Antisiméirica em B se y; = y; sempre que

wEF(m) ey €F(p)
4. Transitiva em B se ys € F(y,) sempre que

i € Flin) e ys € Flya)

O principal resultado desta seqao é o seguinte teorema de pontos fixes (cf. []).
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Teorema 4.2. Seja F: B — 29 uma aplicagio multi-valuada, fechada, refleriva, anti-
simétrica e transitiva. Suponha que B é um espago F-compacto., Entdo existe u € B {al
que F(u) = {u}.

Demonstragao. Conforme veremos, a prova é uma consequéncia do Lema de Zorn. Por hi-
potese, F induz uma ordem natural em B pondo:

s < weF(w)

Afirmamos que (B, %) & um conjunto indutivamente ordenado, ou seja, goza da propriedade
que todo subconjunto totalmente ordenado de B possui uma cota superior em B. De fato,
suponha o contrério que exista um conjunto totalmente ordenado T = {yo: v € A} C B
com nenhumea cota superior em B. Segue-se que

) Flua) =0,
xEA

pois do contrério qualquer elemento dessa intersegdo seria uma cota superior para T em B.
Portanto, para todo y € B existe iy, € T tal que y € F(ya), ou seia, y € F°(y, ). Isso implica
que {F¥(ya): o € A} define uma cobertura aberta para B. Da hip6tese de F-compacidade de
B, podemos extrair uma subcobertura finita {F°(y): i =1,2,...,n}. Como T & totalmente
ardenado, podemos supor s.p.g. que 1 =< g = - = Ya. Da propriedade transitiva de F,
vemos entao que

F(y) € Fly-1) Vi=l2 .t

Segue-se daf que B C F¥(y,), o que implica dizer que F(y,) C B. Mas isso & uma contradicdo
j4 que yn € Fya) @ B € F%(yn). Isso demonstra a afirmagao,
Pelo Lema de Zorn, (B, <) possui um elemento maximal z € B, Agora afirmamos que

F(z) = {z).

De fato, como y < z para todo y € B, temos z € F(y) para todo y € B. Em particular,
z € F(z) e, portanto, {z} C F(z). Como z & maximal, segue-se que F{z) = {2}, C.QD. N
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4.2.4 TUma Solucgao para o Problema de Pareto Abstrato

Consideremos agora o seguinte problema de Pareto abstrato
max f(x) sujeito a T € A, (4.3)

onde f: X — Y & continua, A C X & um conjunto compacto e C C ¥ & um cone fechado,
convexo e poentudo em Y.

Como uma aplicagdio do Teorema 4.2, o seguinte resultado € vdlido:
Teorema 4.3, Sob as condigoes descritas acima, o problema (4.3) admite um Parsto Otimo.

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 4.2 para B = f(A), que € um espago compacto, e
para I': B — 2F dada por

Fly)=Bn[C+y].
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