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Resumo

Nesta dissertação, estudamos a classi�cação completa das superfícies totalmente umbí-

licas imersas em variedades homogêneas tridimensionais, obtida no artigo intitulado �The

classi�cation of totally umbilical surfaces in homogeneous 3-manifolds� por Manzano e

Souam [Math. Z. 279 (2015) 557-576]. Nos grupos de Lie unimodulares foi mostrado que,

exceto para o espaço Euclidiano R3, a esfera unitária S3, o grupo solúvel Sol3 e os exemplos

totalmente geodésicos que aparecem em alguns casos especiais dados por Tsukada [Kodai

Math. J. 19 (3) (1996) 395-437], não existem superfícies totalmente umbílicas. Além disso,

foi obtido extensões de alguns resultados de Inoguchi e Van der Veken [Geom. Dedicata.

131 (2008) 159-172], Souam e Toubiana [Math. Helv. 84 (3) (2009) 673-704] e Tsukada

[Kodai Math. J. 19 (3) (1996) 395-437], dando provas alternativas para cada caso. Nos

grupos de Lie não-unimodulares, as superfícies totalmente umbílicas existem nos casos em

que o grupo de Lie é isométrico ao espaço hiperbólico H3 e ao espaço produto H2(κ)×R.
Além disso, em alguns casos especiais de grupos de Lie não-unimodulares foi mostrado,

a menos de uma isometria do espaço ambiente, a existência de superfícies completas to-

talmente geodésicas e superfícies completas totalmente umbílicas que não são totalmente

geodésicas.

Palavras-chave: Variedades homogêneas tridimensionais; superfícies totalmente umbí-

licas; grupos de Lie unimodulares; grupos de Lie não-unimodulares.



Abstract

In this dissertation, we studied the complete classi�cation of totally umbilical surfaces

immersed in homogeneous 3-manifolds, as obtained in the article entitled �The classi�-

cation of totally umbilical surfaces in homogeneous 3-manifolds� by Manzano and Soaum

[Math. Z. 279 (2015) 557-576]. In the case of unimodular Lie groups it was shown that,

except for the Euclidean space R3, unit sphere S3, soluble group Sol3 and the totally ge-

odesics examples that appear in some special cases given by Tsukada [Kodai Math. J. 19

(3) (1996) 395-437], there are no fully umbilical surfaces. Moreover, there were obtained

herein extensions of some results of Inoguchi and Van der Veken [Geom. Dedicata. 131

(2008) 159-172], Souam and Toubiana [Math. Helv. 84 (3) (2009) 673-704] and Tsukada

[Kodai Math. J. 19 (3) (1996) 395-437], giving alternative proves for each case. In the

case of non-unimodular Lie groups, the totally umbilical surfaces exist when the Lie group

is isometric to the hyperbolic space H3 and to the product space H2×R. Futhermore, in

some special cases of non-unimodular Lie groups it was shown, up to ambient isometries,

the existence of complete totally geodesics surfaces and complete totally umbilical one

which are not totally geodesics.

Keywords: Homogeneous 3-manifolds; totally umbilical surfaces; unimodular Lie groups;

non-unimodular Lie groups.
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Introdução

Uma variedade Riemanniana homogênea M é caracterizada pela seguinte propriedade:

para cada par de pontos p, q ∈ M existe uma isometria ϕ : M → M tal que ϕ(p) = q.

As variedades homogêneas simplesmente conexas de dimensão três estão completamente

classi�cados conforme a dimensão do seu grupo de isometrias, que pode ser 3, 4 ou 6, ver

Thurston [18].

Nos últimos anos, muitos geômetras se dedicaram a estudar a geometria das subvarie-

dades imersas em variedades homogêneas [2, 3, 5, 9, 13]. Um interessante tópico é o estudo

de superfícies totalmente umbílicas imersas em variedades homogêneas tridimensionais.

Grosso modo, uma subvariedade de uma variedade Riemanniana é totalmente umbílica

se a segunda forma fundamental é proporcional a métrica induzida.

Nos espaços formas, que são as variedades Riemannianas homogêneas, simplesmente

conexas e de curvatura seccional constante cujo grupo de isometria possui dimensão 6, as

superfícies totalmente umbílicas já foram classi�cadas, ver por exemplo [16, 17]. Em 1997,

Sanini [12] provou um resultado de não existência de superfícies totalmente umbílicas no

espaço de Heisenberg Nil3. Em 2009, Souam e Toubiana [14] classi�caram as superfícies

totalmente umbílicas nos espaços homogêneos H2 × R, S2 × R e no grupo de Lie Sol3,

além de estenderem o resultado de Sanini. Conforme [18], o grupo de isometrias de Nil3,

H2 × R e S2 × R tem dimensão 4 e o grupo de Lie Sol3 tem o grupo de isometria de

dimensão 3.

Naturalmente, todo grupo de Lie com métrica invariante à esquerda é uma variedade

homogênea. Meeks e Pérez [9], provaram que no caso de dimensão três, qualquer variedade

Riemanniana homogênea e simplesmente conexa é isométrica a um grupo de Lie tridimen-

sional com uma métrica invariante à esquerda, exceto a variedade produto S2(κ)×R, em
que S2(κ) representa a 2-esfera de curvatura constante κ > 0.

Nesta dissertação, baseada no artigo �The classi�cation of totally umbilical surfaces in

homogeneous 3-manifolds� dos autores Manzano e Souam [8], estudamos a classi�cação

completa das superfícies totalmente umbílicas em variedades homogêneas tridimensionais.

No primeiro capítulo, apresentamos uma breve descrição dos produtos semidiretos e tam-

bém os principais entes geométricos dos grupos de Lie unimodulares e não-unimodulares.

Vale ressaltar que os grupos mencionados anteriormente podem ser representados por um

produto semidireto. No segundo e terceiro capítulos, apresentamos e demonstramos os
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teoremas de classi�cação das superfícies totalmente umbílicas nesses grupos. Um ponto

crucial na prova dos resultados principais é relacionar os argumentos geométricos e algé-

bricos envolvendo as funções ângulo e a função de umbilicidade. Grosso modo, as funções

ângulo de uma superfície são de�nidas como sendo as componentes do normal unitário à

superfície em um referencial ortonormal do espaço ambiente. Como consequência do resul-

tado de classi�cação das superfícies totalmente umbílicas em grupos de Lie unimodulares

é apresentado uma outra prova de generalização do resultado de Sanini.

Em todo o trabalho, admitimos que os grupos de Lie serão conexos, simplesmente

conexos, de dimensão três e munidos com uma métrica invariante à esquerda. Além

disso, admitimos como pré-requisito os conceitos básicos de grupos de Lie e variedades

Riemannianas [1, 20].
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Capítulo 1

Variedades homogêneas simplesmente

conexas de dimensão três

Neste capítulo apresentamos os conceitos básicos utilizados no restante do trabalho.

Primeiro, introduzimos de modo geral o conceito de produto semidireto, determinamos

sua métrica Riemanniana bem como sua Conexão de Levi-Civita. Em seguida, quanto

a estrutura de grupo, desenvolvemos a geometria dos grupos de Lie unimodulares e não-

unimodulares. Por simplicidade, usaremos ao longo do texto (quando necessário), a con-

venção de Einstein.

O texto base para este capítulo é o artigo �Constant mean curvature surfaces in metric

Lie groups� de Meeks e Peréz [9].

1.1 Produto semidireto

Um produto semidireto, que denotamos por H oϕ V , é um grupo tal que H e V são

subgrupos de H oϕ V com H normal. Aqui, ϕ : V −→ Aut(H) é um homomor�smo de

grupos de�nido por

ϕ(z) = ϕz :H −→ H

p −→ ϕz(p)

para cada z ∈ R, onde Aut(H) representa o grupo dos automor�smos de H. Em termos

de conjunto, um produto semidireto é um produto cartesiano munido de uma operação

diferente da usual. Tal operação será descrita a seguir.

A operação ∗ do produto semidireto H oϕ V é dada por

(p1, z1) ∗ (p2, z2) = (p1 ? ϕz1(p2), z1 + z2),

em que ? é a operação em H.
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No nosso caso, o subgrupo normal H será de dimensão 2 e isomorfo a R2 ou a H2, e o

outro fator V será isomorfo a R.
No que segue, nos concentraremos no caso em que H = R2 e o homomor�smo ϕ é dado

pela exponencial de uma matriz B ∈M2(R), ou seja, ϕz(p) = ezBp. Dessa forma, o grupo

correspondente será denotado por R2 oB R com a operação

(p1, z1) ∗ (p2, z2) = (p1 + ez1Bp2, z1 + z2). (1.1)

Com essa construção, é possível obter todos os grupos de Lie simplesmente conexos de

dimensão três, exceto SU(2) (que não é difeomorfo a R3) e SL(2,R) (que não possui

subgrupo normal de dimensão dois), ver [9].

Veremos agora, alguns exemplos dependendo da escolha da matriz B. Para tanto,

denote p1 = (x1, y1) e p2 = (x2, y2).

Exemplo 1.1.

1. Quando B = 0 é a matriz nula de M2(R), temos o produto direto usual de grupos,

ou seja, R3 = R2 × R. Analogamente, se H ≡ H2 e tomando ϕ : R −→ Aut(H)

como sendo ϕ(z) = 1H , temos H2 × R.

2. Se B =

(
1 0

0 0

)
, então ezB = ezB e R2 oB R = H3, chamado grupo das similari-

dades de R2, munido da operação

(p1, z1) ∗ (p2, z2) = ((x1, y1) + ez1B(x2, y2), z1 + z2)

= (x1 + ez1Bx2, y1 + ez1By2, z1 + z2).

Existe também uma construção para H2, basta considerar a matriz B sendo a matriz

identidade 1× 1, B = (1), e a operação ∗ em H2 = R2 o(1) R é dada por

(x, y) ∗ (x′, y′) = (x+ eyx′, y + y′).

3. Uma consequência simples do modelo de produto semidireto para H2 é que H2 ×R
pode ser visto como o produto (R o(1) R) × R. No entanto, também podemos

construir H2 × R pelo produto semidireto R2 oB R, onde B =

(
1 0

0 0

)
.

4. Se B =

(
0 −1

1 0

)
, então ezB =

(
cos z − sin z

sin z cos z

)
. Assim, R2 oB R = Ẽ(2) é

o recobrimento universal do grupo de movimentos rígidos do plano Euclidiano que
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preservam a orientação e sua estrutura é dada por

(p1, z1) ∗ (p2, z2) = (x1 + x2 cos z1 − y2 sin z1, y1 + x2 sin z1 + y2 cos z1, z1 + z2).

5. Quando B =

(
−1 0

0 1

)
, então ezB =

(
e−z 0

0 ez

)
. Portanto, R2 oB R = Sol3

é o grupo solúvel, também conhecido como o grupo E(1, 1) de movimentos rígidos

do plano de Lorentz-Minkowski que preservam a orientação. A estrutura de Sol3 é

dada por

(p1, z1) ∗ (p2, z2) = (x1 + x2e
z1B, y1 + y2e

z1B, z1 + z2).

6. Se B =

(
0 1

0 0

)
, então ezB =

(
1 z

0 1

)
. Dessa forma, R2 oB R = Nil3 é o grupo

de Heisenberg das matrizes da forma

 1 a c

0 1 b

0 0 1

, com a seguinte estrutura

(p1, z1) ∗ (p2, z2) = (x1 + x2 + z1y2, y1 + y2, z1 + z2).

As translações à esquerda e à direita em R2 oB R são dadas, respectivamente, por

L(p1,z1)(p2, z2) = R(p2,z2)(p1, z1) = (p1, z1) ∗ (p2, z2).

O objetivo agora é determinar uma base de campos invariantes à esquerda (respecti-

vamente à direita) em um produto semidireto R2 oB R para toda matriz da forma

B =

(
a b

c d

)
.

Tome coordenadas (x, y, z) ∈ R2 oB R e considere os campos coordenados ∂x, ∂y, ∂z.

Considere ainda, as curvas

α1(t) = (t, 0, 0), α2(t) = (0, t, 0), α1(t) = (0, 0, t),

tais que α1(0) = α2(0) = α3(0) = (0, 0, 0) e α′1(0) = ∂x, α′2(0) = ∂y, α′3(0) = ∂z. Assim,
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os campos invariantes à esquerda E1, E2, E3, são determinados da seguinte forma

E1 = dL(x,y,z)(∂x) =
d

dt
(L(x,y,z) ◦ α1(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(L(x,y,z)(t, 0, 0))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
((x, y) + ezB(t, 0), z)

∣∣∣∣
t=0

= (ezB(1, 0), 0)

= (a11(z), a21(z), 0) = a11(z)∂x + a21(z)∂y

Analogamente,

E2 = a12(z)∂x + a22(z)∂y

E3 = ∂z,

em que as funções aij(z), 1 ≤ i, j ≤ 2, denotam as entradas da matriz ezB. Do mesmo

modo, vamos calcular os campos invariantes à direita.

F1 = dR(x,y,z)(∂x) =
d

dt
(R(x,y,z) ◦ α1(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(R(x,y,z)(t, 0, 0))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
((t, 0) + e0B(x, y), z)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(t+ x, y, z)

∣∣∣∣
t=0

= (1, 0, 0) = ∂x.

De forma análoga,

F2 = ∂y

F3 = (ax+ by)∂x + (cx+ dy)∂y + ∂z.

É importante lembrar que os campos invariantes à direita em um grupo de Lie são campos

de Killing, ver Ochiai e Takahashi [11]. Veri�camos facilmente que [E1, E2] = 0 e

[E3, E1] = [∂z, a11(z)∂x + a21(z)∂y]

= a11(z)[∂z, ∂x] + ∂z(a11(z))∂x − a11(z)∂x(1)∂z

+ a21(z)[∂z, ∂y] + ∂z(a21(z))∂y − a21(z)∂y(1)∂z

= a′11(z)∂x + a′21(z)∂y,

onde ′ indica a derivada com respeito a variável z. De forma semelhante, encontramos

[E3, E2] = a′12(z)∂x + a′22(z)∂y. Como(
E1

E2

)
=

(
a11(z) a21(z)

a12(z) a22(z)

)(
∂x

∂y

)
,
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então tomando a transposta em ambos lados, temos

(
E1 E2

)
=
(
∂x ∂y

)( a11(z) a12(z)

a21(z) a22(z)

)
=
(
∂x ∂y

)
ezB.

Assim,

(
∂x ∂y

)
=
(
E1 E2

)( a11(−z) a12(−z)

a21(−z) a22(−z)

)
,

ou seja, (
∂x

∂y

)
=

(
a11(−z) a21(−z)

a12(−z) a22(−z)

)(
E1

E2

)
. (1.2)

Logo,

[E3, E1] = a′11(z)(a11(−z)E1 + a21(−z)E2) + a′21(z)(a12(−z)E1 + a22(−z)E2)

= (a′11(z)a11(−z) + a′21(z)a12(−z))E1 + (a′11(z)a21(−z) + a′21(z)a22(−z))E2,

[E3, E2] = a′12(z)(a11(−z)E1 + a21(−z)E2) + a′22(z)(a12(−z)E1 + a22(−z)E2)

= (a′12(z)a11(−z) + a′22(z)a12(−z))E1 + (a′12(z)a21(−z) + a′22(z)a22(−z))E2.

Note que

ezBB = BezB = (ezB)′ =

(
a′11(z) a′12(z)

a′21(z) a′22(z)

)
,

ou seja,

B =

(
a11(−z) a12(−z)

a21(−z) a22(−z)

)(
a′11(z) a′12(z)

a′21(z) a′22(z)

)

=

(
a11(−z)a′11(z) + a12(−z)a′21(z) a11(−z)a′12(z) + a12(−z)a′22(z)

a21(−z)a′11(z) + a22(−z)a′21(z) a21(−z)a′12(z) + a22(−z)a′22(z)

)
.

Portanto,

[E3, E1] = aE1 + cE2. (1.3)

[E3, E2] = bE1 + dE2. (1.4)
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Observe que

(ezB)−1 = e−zB =

(
a11(−z) a12(−z)

a21(−z) a22(−z)

)
=

1

det(ezB)

(
a22(z) −a12(z)

−a21(z) a11(z)

)

= e−tr(B)z

(
a22(z) −a12(z)

−a21(z) a11(z)

)
, (1.5)

em que tr(B) denota o traço da matriz B. Assim, de (1.2) e (1.5) temos

∂x = e−tr(B)z(a22(z)E1 − a21(z)E2)

∂y = e−tr(B)z(a11(z)E2 − a12(z)E1)

∂z = E3.

Portanto, a métrica invariante à esquerda em R2 oB R tal que E1, E2, E3 são ortonormais

é da forma

ds2 = e−2tr(B)z
[
(a22(z)2 + a21(z)2)dx2 + (a11(z)2 + a12(z)2)dy2

]
+ dz2

− e−2tr(B)z [a11(z)a21(z) + a22(z)a12(z)] (dxdy + dydx).

Agora, denotando por ∇ a conexão de Levi-Civita em R2 oB R, temos que

∇Ei
Ej = 〈∇Ei

Ej, E1〉E1 + 〈∇Ei
Ej, E2〉E2 + 〈∇Ei

Ej, E3〉E3.

Usando as equações (1.3), (1.4) e a fórmula de Koszul (Carmo,[1]), obtemos

〈∇E1E1, E1〉 = 〈∇E1E1, E2〉 = 0 e 〈∇E1E1, E3〉 = a.

Prosseguindo, a conexão de Levi-Civita ∇ com respeito a métrica invariante à esquerda

de R2 oB R satisfaz

∇E1E1 = aE3, ∇E1E2 = b+c
2
E3, ∇E1E3 = −aE1 − b+c

2
E2,

∇E2E1 = b+c
2
E3, ∇E2E2 = dE3, ∇E2E3 = − b+c

2
E1 − dE2,

∇E3E1 = c−b
2
E2, ∇E3E2 = b−c

2
E1, ∇E3E3 = 0.

(1.6)

1.2 Grupo de Lie unimodular

De�nição 1.1. Um grupo de Lie G é dito unimodular se a medida de Haar invariante à

esquerda é também invariante à direita.

Para os nossos propósitos, usaremos uma de�nição equivalente à De�nição 1.1 que pode

ser encontrada em Helgason [6].
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De�nição 1.2. Um grupo de Lie G é dito unimodular se, e somente se, a transformação

linear Ad : G→ Aut(g) tem determinante ±1.

Na De�nição 1.2, a transformação Ad : G→ Aut(g) é a chamada representação adjunta

de G, onde g representa a álgebra de Lie de G. O lema a seguir nos fornece uma condição

necessária e su�ciente para que um grupo de Lie G seja unimodular.

Lema 1.1. Um grupo de Lie conexo G é unimodular se e somente se para qualquer X ∈ g,

a transformação linear adX : g→ g dada por

adX(Y ) = [X, Y ],

tem traço nulo.

Demonstração. Por [9], temos Ad ◦ exp = exp ◦ad, ou seja,

Ad(exp(X)) = exp(ad(X)) = ead(X),∀ X ∈ g.

Como G é unimodular temos | det(Ad(g))| = 1,∀g ∈ G. Assim,

1 = | det(Ad(exp(X)))| = etr(ad(X)).

Portanto, tr(ad(X)) = 0. Reciprocamente, se tr(ad(X)) = 0, temos que detAd(g) =

1,∀ g ∈ Im(exp). Note que a diferencial da aplicação exponencial na identidade do grupo,

denotado por e, é isomor�smo e do teorema da função inversa, segue que exp : g→ G é um

difeomor�mo local, ou seja, existe uma vizinhança V ⊂ g de e tal que exp : V → exp(V )

é um difeomor�smo. Sendo G conexo, de Warner [20], segue que G é gerado por qualquer

vizinhança da identidade. Portanto, detAd(g) = 1,∀g ∈ G, ou seja, G é unimodular. �

O próximo lema nos garante que existe um único operador linear L : g → g tal que

para todo X, Y ∈ g,

[X, Y ] = L(X ∧ Y ), (1.7)

onde ∧ é o produto cruzado. Além disso, G é unimodular se, e somente se, L é auto-

adjunto.

Lema 1.2. Para cada X, Y ∈ g,

[X, Y ] = L(X ∧ Y ),

onde L : g→ g é um endomor�smo linear. O grupo de Lie G é unimodular se, e somente

se, L é auto-adjunto.
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Demonstração. Seja G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie tridimensional com uma

métrica de�nida positiva e com uma orientação �xada. Escolha uma base ortonormal

orientada {e1, e2, e3}, e de�na o operador linear L : g→ g por

L(e1) = [e2, e3] , L(e2) = [e3, e1] , L(e3) = [e1, e2].

Note que a identidade L(ei ∧ ej) = [ei, ej] é verdadeira para todos os elementos da base

e, consequentemente, L(X ∧ Y ) = [X, Y ], para todo X, Y ∈ g. De�nindo L(ei) = αijej,

temos

tr(ad(e1)) = 〈ad(e1)e1, e1〉+ 〈ad(e1)e2, e2〉+ 〈ad(e1)e3, e3〉
= 〈[e1, e1], e1〉+ 〈[e1, e2], e2〉+ 〈[e1, e3], e3〉
= 〈L(e3), e2〉+ 〈−L(e2), e3〉
= 〈α3jej, e2〉+ 〈−α2jej, e3〉
= α32 − α23.

Analogamente, obtemos

tr(ad(e2)) = α13 − α31,

tr(ad(e3)) = α21 − α12.

Pelo Lema 1.1, G é unimodular se, e somente se, a matriz (αij)1≤i,j≤3 é simétrica. Em

outras palavras, a transformação linear L é auto-adjunta. �

Segue do Lema 1.2 que, se G é um grupo de Lie unimodular munido de uma métrica

Riemanniana invariante à esquerda 〈·, ·〉, então sempre é possível encontrar um referencial

ortonormal de campos invariantes à esquerda {E1, E2, E3} tais que

[E1, E2] = L(E1 ∧ E2) = L(E3) = c3E3,

[E2, E3] = L(E2 ∧ E3) = L(E1) = c1E1, (1.8)

[E3, E1] = L(E3 ∧ E1) = L(E2) = c2E2,

para certas constantes c1, c2, c3 ∈ R. Os números reais c1, c2, c3 são chamados de constan-

tes de estrututa do Grupo de Lie G e são bastante úteis para a descrição da geometria dos

grupos de Lie unimodulares. É interessante observar que, se mudarmos o sinal de todos

os ci, a geometria de G é preservada, mas a orientação é invertida, portanto a estrutura

de G é invariante, a menos da mudança do sinal de todos os ci. Dependendo dos sinais

das constantes de estruturas ci, os grupos de Lie unimodulares são dados pela seguinte

tabela:
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Sinais de c1, c2, c3 Grupos de Lie correspondentes
+,+,+ SU(2)

+,+,− S̃L2(R)

+,+, 0 Ẽ(2)
+,−, 0 Sol3
+, 0, 0 Nil3
0, 0, 0 R3

Tabela 1.1: Grupos de Lie unimodulares

Vamos agora, com o auxílio da fómula de Koszul, calcular a conexão de Levi-Civita ∇
de G. Como

∇Ei
Ej = 〈∇Ei

Ej, E1〉E1 + 〈∇Ei
Ej, E2〉E2 + 〈∇Ei

Ej, E3〉E3, (1.9)

temos, usando (1.8) e a fórmula de Koszul, que

〈∇E1E1, E1〉 = 〈∇E1E1, E2〉 = 〈∇E1E1, E3〉 = 0.

Portanto, ∇E1E1 = 0. De forma análoga, podemos veri�car que a conexão de Levi-Civita

em um grupo de Lie unimodular, satisfaz

∇E1E1 = 0, ∇E1E2 = µ1E3, ∇E1E3 = −µ1E2,

∇E2E1 = −µ2E3, ∇E2E2 = 0, ∇E2E3 = µ2E1,

∇E3E1 = µ3E2, ∇E3E2 = −µ3E1, ∇E3E3 = 0,

(1.10)

em que µ1 = 1
2
(−c1 + c2 + c3), µ2 = 1

2
(c1 − c2 + c3), µ3 = 1

2
(c1 + c2 − c3).

Observação 1.1. O sistema de equações lineares µi de�nido em termos de ci é inversível,

ou seja, podemos também expressar os ci em termos dos µi. Conforme a Tabela 1.1, a

descrição desses grupos de Lie é melhor compreendida por ci. Um cálculo simples, mostra

para i, j ∈ {1, 2, 3} e supondo ci ≤ cj, que vale µj ≤ µi.

Uma vez calculada a conexão de Levi-Civita ∇ nos campos invariantes à esquerda

E1, E2, E3 de G, �ca fácil determinar o tensor curvatura R nos respectivos campos. Le-

vando em consideração que

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(G), temos

R(E1, E2)E1 = ∇E1∇E2E1 −∇E2∇E1E1 −∇[E1,E2]E1
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= ∇E1(−µ2E3)−∇c3E3E1

= −µ2∇E1E3 − c3∇E3E1

= (µ2µ1 − c3µ3)E2.

De forma análoga, veri�camos que o tensor curvatura R de G satisfaz

R(E1, E2)E1 = (µ2µ1 − c3µ3)E2,

R(E1, E2)E2 = −(µ1µ2 − c3µ3)E1,

R(E1, E2)E3 = 0,

R(E1, E3)E1 = (µ1µ3 − c2µ2)E3,

R(E1, E3)E2 = 0, (1.11)

R(E1, E3)E3 = −(µ1µ3 − c2µ2)E1,

R(E2, E3)E1 = 0,

R(E2, E3)E2 = (µ2µ3 − c1µ1)E3,

R(E2, E3)E3 = −(µ2µ3 − c1µ1)E2.

A expressão geral para o tensor curvatura R de G é dada pelo seguinte lema.

Lema 1.3. Para cada X, Y, Z ∈ X(G),

R(X, Y )Z = (µ2µ3 − c1µ1)R1(X, Y )Z + (µ1µ3 − c2µ2)R2(X, Y )Z

+ (µ1µ2 − c3µ3)R3(X, Y )Z,

onde o tensor Ri, i ∈ {1, 2, 3}, é de�nido por

Ri(X, Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X − 〈Z,Ei〉〈X,Ei〉Y + 〈Z,Ei〉〈Y,Ei〉X
− 〈Y,Ei〉〈X,Z〉Ei + 〈X,Ei〉〈Y, Z〉Ei.

Demonstração. De fato, dados quaisquer X, Y, Z ∈ X(G), temos

X =
3∑
i=1

〈X,Ei〉Ei, Y =
3∑
j=1

〈Y,Ej〉Ej, Z =
3∑

k=1

〈Z,Ek〉Ek.

Por simplicidade, vamos omitir o somatório. Assim,

∇X∇YZ = ∇X∇Y 〈Z,Ek〉Ek = ∇X(Y 〈Z,Ek〉Ek + 〈Z,Ek〉∇YEk)

X(Y 〈Z,Ek〉)Ek + Y 〈Z,Ek〉∇XEk +X〈Z,Ek〉∇YEk + 〈Z,Ek〉∇X∇YEk.
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Da mesma forma, temos

∇Y∇XZ = Y (X〈Z,Ek〉)Ek +X〈Z,Ek〉∇YEk + Y 〈Z,Ek〉∇XEk + 〈Z,Ek〉∇Y∇XEk.

Portanto,

∇X∇YZ −∇Y∇XZ = (XY − Y X)(〈Z,Ek〉)Ek + 〈Z,Ek〉(∇X∇YEk −∇Y∇XEk),

em que

∇X∇YEk = X〈Y,Ej〉∇Ej
Ek + 〈Y,Ej〉〈X,Ei〉∇Ei

∇Ej
Ek,

∇Y∇XEk = Y 〈X,Ei〉∇Ei
Ek + 〈X,Ei〉〈Y,Ej〉∇Ej

∇Ei
Ek,

ou seja,

∇X∇YZ −∇Y∇XZ = [X, Y ](〈Z,Ek〉)Ek + 〈Z,Ek〉
(
X〈Y,Ej〉∇Ej

Ek − Y 〈X,Ei〉∇Ei
Ek

+ 〈X,Ei〉〈Y,Ej〉(∇Ei
∇Ej

Ek −∇Ej
∇Ej

Ek)
)
.

Sendo R(Ei, Ej)Ek = ∇Ei
∇Ej

Ek −∇Ej
∇Ej

Ek −∇[Ei,Ej ]Ek, segue que

∇X∇YZ −∇Y∇XZ = [X, Y ](〈Z,Ek〉)Ek + 〈Z,Ek〉
(
X〈Y,Ej〉∇Ej

Ek − Y 〈X,Ei〉∇Ei
Ek

+ 〈X,Ei〉〈Y,Ej〉R(Ei, Ej)Ek + 〈X,Ei〉〈Y,Ej〉∇[Ei,Ej ]Ek
)
.

Por outro lado, sabendo que

[X, Y ] =
[
〈X,Ei〉Ei, 〈Y,Ej〉Ej

]
= 〈X,Ei〉Ei〈Y,Ej〉Ej − 〈Y,Ej〉Ej〈X,Ei〉Ei + 〈X,Ei〉〈Y,Ej〉[Ei, Ej],

temos

∇[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]〈Z,Ek〉Ek = [X, Y ]〈Z,Ek〉Ek + 〈Z,Ek〉Ek∇[X,Y ]Ek

= [X, Y ]〈Z,Ek〉Ek + 〈Z,Ek〉(〈X,Ei〉Ei〈Y,Ej〉∇Ej
Ek − 〈Y,Ej〉Ej〈X,Ei〉∇Ei

Ek

+ 〈X,Ei〉〈Y,Ej〉∇[Ei,Ej ]Ek).

Logo,

R(X, Y )Z = 〈X,Ei〉〈Y,Ej〉〈Z,Ek〉R(Ei, Ej)Ek.

Fazendo a soma em i, j, k ∈ {1, 2, 3} obtemos

R(X, Y )Z = (µ2µ3 − c1µ1)R1(X, Y )Z + (µ1µ3 − c2µ2)R2(X, Y )Z
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+ (µ1µ2 − c3µ3)R3(X, Y )Z,

R1(X, Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X − 〈Z,E1〉〈X,E1〉Y + 〈Z,E1〉〈Y,E1〉X
− 〈Y,E1〉〈X,Z〉E1 + 〈X,E1〉〈Y, Z〉E1,

R2(X, Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X − 〈Z,E2〉〈X,E2〉Y + 〈Z,E2〉〈Y,E2〉X
− 〈Y,E2〉〈X,Z〉E2 + 〈X,E2〉〈Y, Z〉E2,

R3(X, Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X − 〈Z,E3〉〈X,E3〉Y + 〈Z,E3〉〈Y,E3〉X
− 〈Y,E3〉〈X,Z〉E3 + 〈X,E3〉〈Y, Z〉E3.

�

Denotando a curvatura escalar de G por ρ, então

ρ =
3∑

i,j=1

〈R(Ei, Ej)Ej, Ei〉

=
3∑
j=1

〈R(E1, Ej)Ej, E1〉+
3∑
j=1

〈R(E2, Ej)Ej, E2〉+
3∑
j=1

〈R(E3, Ej)Ej, E3〉

= 〈R(E1, E2)E2, E1〉+ 〈R(E1, E3)E3, E1〉+ 〈R(E2, E1)E1, E2〉
+ 〈R(E2, E3)E3, E2〉+ 〈R(E3, E1)E1, E3〉+ 〈R(E3, E2)E2, E3〉

= −µ1µ2 + c3µ3 − µ1µ3 + c2µ2 − µ1µ2 + c3µ3 − µ2µ3 + c1µ1

− µ1µ3 + c2µ2 − µ2µ3 + c1µ1

= 2(−µ1µ2 + c3µ3 − µ2µ3 + c1µ1 − µ1µ3 + c2µ2).

Como

µ1 =
1

2
(−c1 + c2 + c3), µ2 =

1

2
(c1 − c2 + c3), µ3 =

1

2
(c1 + c2 − c3),

então

c1 = µ2 + µ3, c2 = µ1 + µ3, c3 = µ1 + µ2.

Portanto,

ρ = 2(−µ1µ2 + (µ1 + µ2)µ3 − µ2µ3 + (µ2 + µ3)µ1 − µ1µ3 + (µ1 + µ3)µ2)

= 2(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3). (1.12)
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1.3 Grupo de Lie não-unimodular

Veremos a seguir que os grupos de Lie métricos não-unimodulares são dados pelos

produtos semidiretos G = R2 oB R com tr(B) 6= 0, e a estrutura dada por (1.1).

Lema 1.4. Um grupo de Lie G é não-unimodular se, e somente se, ele é isomorfo a um

produto semidireto R2 oB R com tr(B) 6= 0.

Demonstração. Seja G um grupo de Lie não-unimodular e 〈, 〉 uma métrica invariante à

esquerda em G. Considere g a álgebra de Lie de G e seja

ϕ : g→ R

x→ ϕ(x) = tr(adx),

uma aplicação linear. Note que o núcleo u da aplicação ϕ tem dimensão 2. Podemos

encontrar uma base ortonormal de campos invariantes à esquerda {E1, E2, E3} de g tal

que u = span{E1, E2}. Pela identidade de Jacobi, a transformação adjunta ad, satisfaz

ad[x,y] = adx ◦ ady − ady ◦ adx, ∀x, y ∈ g.

Tomando o traço na identidade acima, segue que [x, y] ∈ u = ker(ϕ),∀x, y ∈ g. Em

particular, [E3, E1], [E3, E2] ∈ u, e portanto, são ortogonais a E3. Como 0 = tr(adE1) =

〈[E1, E2], E2〉 e 0 = tr(adE1) = 〈[E2, E1], E1〉, pois E1, E2 ∈ u, então [E1, E2] = 0. Além

disso, existem a, b, c, d ∈ R tais que

[E3, E1] = aE1 + cE2,

[E3, E2] = bE1 + dE2,

com tr(adE3) = a + d 6= 0, pois E3 /∈ u. Agora, tomando a matriz B =

(
a b

c d

)
,

obtemos, pela construção feita na Seção 1.1, que as algebras de Lie de G e R2 oB R são

isomorfas. Como os grupos G e R2 oB R são simplesmente conexos, então por [20], existe

um isomor�smo entre eles. A recíproca é imediata. �

Quando G é um grupo de Lie não-unimodular, após uma homotetia da métrica, pode-

mos considerar tr(B) = 2. Essa normalização será assumida até o �nal desta dissertação.

Além disso, após uma mudança ortogonal da base invariante à esquerda podemos escrever

a matriz B de maneira única por

B = B(a, b) =

(
1 + a −(1− a)b

(1 + a)b 1− a

)
, (1.13)
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em que a, b ≥ 0 (ver [9] para mais detalhes).

Da Seção 1.1, temos que

E1 = a11(z)∂x + a21(z)∂y, E2 = a12(z)∂x + a22(z)∂y, E3 = ∂z,

de�ne um referencial ortonormal de campos invariantes à esquerda, em que aij(z) denota

as entradas da matriz ezB.

De maneira análoga ao que foi feito na Seção 1.1, os colchetes dos campos E1, E2, E3

são dados por

[E1, E2] = 0,

[E2, E3] = (1− a)bE1 − (1− a)E2, (1.14)

[E3, E1] = (1 + a)E1 + (1 + a)bE2.

Daí, usando a fórmula de Koszul, obtemos as seguintes relações para a conexão de Levi-

Civita ∇ de G.

∇E1E1 = (1 + a)E3, ∇E1E2 = abE3, ∇E1E3 = −(1 + a)E1 − abE2,

∇E2E1 = abE3, ∇E2E2 = (1− a)E3, ∇E2E3 = −abE1 − (1− a)E2,

∇E3E1 = bE2, ∇E3E2 = −bE1, ∇E3E3 = 0.

(1.15)

Assim, de (1.15), o tensor curvatura R de G satisfaz

R(E1, E2)E1 = (1− a2(1 + b2))E2,

R(E1, E2)E2 = −(1− a2(1 + b2))E1,

R(E1, E2)E3 = 0,

R(E1, E3)E1 = (ab2 + ab2(1 + a) + (1 + a)2)E3,

R(E1, E3)E2 = 0, (1.16)

R(E1, E3)E3 = −(ab2 + ab2(1 + a) + (1 + a)2)E1,

R(E2, E3)E1 = 0,

R(E2, E3)E2 = −(ab2 + ab2(1− a)− (1− a)2)E3,

R(E2, E3)E3 = (ab2 + ab2(1− a)− (1− a)2)E2.

De forma análoga ao Lema 1.3, obtemos a seguinte expressão geral para o tensor R.

Lema 1.5. Para cada X, Y, Z ∈ X(G),

R(X, Y )Z = [(1− a)2(1 + b)2 − b2]R1(X, Y )Z + [(1 + a)2(1 + b)2 − b2]R2(X, Y )Z

+ [(1− a)2(1 + b)2 − b2]R3(X, Y )Z,
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onde o tensor Ri, i ∈ {1, 2, 3}, é de�nido por

Ri(X, Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X − 〈Z,Ei〉〈X,Ei〉Y + 〈Z,Ei〉〈Y,Ei〉X
− 〈Y,Ei〉〈X,Z〉Ei + 〈X,Ei〉〈Y, Z〉Ei.

Demonstração. A prova é análoga a do Lema 1.3. �

Usando (1.16), a curvatura escalar de G é

ρ = 〈R(E1, E2)E2, E1〉+ 〈R(E1, E3)E3, E1〉+ 〈R(E2, E1)E1, E2〉
+ 〈R(E2, E3)E3, E2〉+ 〈R(E3, E1)E1, E3〉+ 〈R(E3, E2)E2, E3〉

= −2(1− a2(1 + b2))− 2(ab2 + ab2(1 + a) + (1 + a)2)

+ 2(ab2 + ab2(1− a)− (1− a)2)

= −2[3 + a2(1 + b2)]. (1.17)

Observação 1.2. De (1.16), segue que

K(E1, E2) = 〈R(E1, E2)E2, E1〉 = −(1− a2(1 + b2)),

K(E1, E3) = 〈R(E1, E3)E3, E1〉 = −(ab2 + ab2(1 + a) + (1 + a)2),

K(E2, E3) = 〈R(E2, E3)E3, E2〉 = (ab2 + ab2(1− a)− (1− a)2),

onde K representa a curvatura seccional de G. Daí, se a = 0, segue que K = −1 e

portanto G é isométrico a H3. Se a = 1 e considerando E2 um campo de Killing unitário,

então para os espaços homogêneos E(κ, τ), onde os números reais κ e τ são a curvatura da

base da �bração e a curvatura do �brado, respectivamente, satisfazendo κ 6= 4τ 2, temos

τ = b e da fórmula

κ = K(E1, E3) +
3

4
‖[E1, E3]V ‖2,

onde V indica a parte vertical de [E1, E3] (ver Daniel [2]), κ = −4, ou seja, G é isométrico

ao espaço E(−4, b).
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Capítulo 2

Superfícies totalmente umbílicas em

grupos de Lie unimodulares

Seja G um grupo de Lie unimodular. Denote por Σ uma superfície imersa isome-

tricamente em G, ∇ e ∇ as conexões Riemannianas de G e Σ, respectivamente. Por

simplicidade, a métrica Riemanniana de G e a métrica induzida sobre Σ serão denotadas

por 〈, 〉. Além disso, dado um ponto p ∈ Σ, denote por TpΣ o espaço tangente a Σ em p,

C∞(Σ) o conjunto das funções suaves em Σ e X(Σ) o conjunto dos campos de vetores em

Σ.

O principal objetivo deste capítulo é mostrar a classi�cação das superfícies totalmente

umbílicas de G provada em [8]. Para tanto iremos, inicialmente, entender os entes geo-

métricos envolvidos. No que segue, Σ é uma superfície totalmente umbílica em G, isto é,

existe uma função λ ∈ C∞(Σ), chamada função de umbilicidade, tal que AX = λX para

todo X ∈ X(Σ), onde A é o operador de Weingarten de�nido por AX = −(∇XN)>, em

que N é o campo normal unitário a Σ e > denota a componente tangente.

Considere {E1, E2, E3} um referencial ortonormal em G formado por campos invarian-

tes à esquerda satisfazendo

[E1, E2] = c3E3, [E2, E3] = c1E1, [E3, E1] = c2E2,

em que c1, c2, c3 são as constantes de estrutura de G.

Nesse primeiro momento, vamos obter uma relação entre as derivadas da função λ e as

constantes de estrutura. Para tanto, dado p ∈ Σ, seja φ : Ω −→ Σ uma parametrização

local de Σ em p, onde Ω ⊂ R2 é um aberto, φu = φ∗(∂u) e φv = φ∗(∂v) são campos

tangentes a Σ em p. Como [φu, φv] = 0, então

R(φu, φv)N = ∇φu∇φvN −∇φv∇φuN,

em que R é o tensor curvatura de Riemann de G. Além disso, ∇φuN = −λφu e ∇φvN =
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−λφv. Portanto,

R(φu, φv)N = ∇φu(−λφv)−∇φv(−λφu)
= −φu(λ)φv − λ∇φuφv + φv(λ)φu + λ∇φvφu

= λ(∇φvφu −∇φuφv) + φ∗

(∂λ
∂v

)
φu − φ∗

(∂λ
∂u

)
φv

= λ[φv, φu] + λvφu − λuφv
= λvφu − λuφv. (2.1)

Observe que N =
3∑
i=1

νiEi, em que νi = 〈N,Ei〉, com νi ∈ C∞(Σ). Cada função νi é

chamada função ângulo da imersão e sendo N unitário, temos que ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 = 1. Em

geral, identi�camos o campo N com a aplicação normal de Gauss invariante à esquerda

N ≡ (ν1, ν2, ν3) : Σ −→ S2
e ⊂ TeG,

em que S2
e é a esfera unitária da álgebra de Lie centrada em e.

Agora, reescreveremos o tensor curvatura R em termos das constantes de estrutura e

das funções νi. Como, φu =
3∑

k=1

xkEk e φv =
3∑

k=1

ykEk e com os tensores Ri, i = 1, 2, 3,

de�nidos pelo Lema 1.3, então

Ri(φu, φv)N = 〈φu, N〉φv − 〈φv, N〉φu − 〈N,Ei〉〈φu, Ei〉φv
+ 〈N,Ei〉〈φv, Ei〉φu − 〈φv, Ei〉〈φu, N〉Ei + 〈φu, Ei〉〈φv, N〉Ei

= −〈N,Ei〉〈φu, Ei〉φv + 〈N,Ei〉〈φv, Ei〉φu

= −
3∑

k=1

[
〈N,Ei〉〈xkEk, Ei〉φv − 〈N,Ei〉〈ykEk, Ei〉φu

]
= 〈N,Ei〉(yiφu − xiφv)
= νi(yiφu − xiφv),

Assim,

R(φu, φv)N = (µ2µ3 − c1µ1)R1(φu, φv)N + (µ1µ3 − c2µ2)R2(φu, φv)N

+ (µ1µ2 − c3µ3)R3(φu, φv)N

= (µ2µ3 − c1µ1)ν1(y1φu − x1φv) + (µ1µ3 − c2µ2)ν2(y2φu − x2φv)

+ (µ1µ2 − c3µ3)ν3(y3φu − x3φv)

=
[
(µ2µ3 − c1µ1)ν1y1 + (µ1µ3 − c2µ2)ν2y2 + (µ1µ2 − c3µ3)ν3y3

]
φu

−
[
(µ2µ3 − c1µ1)ν1x1 + (µ1µ3 − c2µ2)ν2x2 + (µ1µ2 − c3µ3)ν3x3

]
φv. (2.2)
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Lema 2.1. As seguintes identidades são satisfeitas.

∇λ = 2µ2(µ3 − µ1)ν1E
>
1 + 2µ1(µ3 − µ2)ν2E

>
2 ,

∇ν1 = −λE>1 − µ2ν3E
>
2 + µ3ν2E

>
3 ,

∇ν2 = −λE>2 + µ1ν3E
>
1 − µ3ν1E

>
3 ,

∇ν3 = −λE>3 + µ2ν1E
>
2 − µ1ν2E

>
1 ,

em que ∇ indica o operador gradiente de uma função.

Demonstração. De (2.1) e (2.2) segue que

λu = (µ2µ3 − c1µ1)ν1x1 + (µ1µ3 − c2µ2)ν2x2 + (µ1µ2 − c3µ3)ν3x3,

λv = (µ2µ3 − c1µ1)ν1y1 + (µ1µ3 − c2µ2)ν2y2 + (µ1µ2 − c3µ3)ν3y3.

Reescrevendo as expresões acima, onde β1 = (µ2µ3−c1µ1)ν1, β2 = (µ1µ3−c2µ2)ν2, β3 =

(µ1µ2 − c3µ3)ν3 e X> = X − 〈X,N〉N , temos

λu =
3∑

k=1

βkxk =
3∑

k=1

βk〈φu, Ek〉 =
〈
φu,

3∑
k=1

βkEk

〉
=
〈
φu,

3∑
k=1

βkE
>
k

〉
,

λv =
3∑

k=1

βkyk =
3∑

k=1

βk〈φv, Ek〉 =
〈
φv,

3∑
k=1

βkEk

〉
=
〈
φv,

3∑
k=1

βkE
>
k

〉
,

Por outro lado, note que λu = 〈φu,∇λ〉 e λv = 〈φv,∇λ〉, em que ∇λ é o gradiente da

função λ. Logo,

∇λ = (µ2µ3 − c1µ1)ν1E
>
1 + (µ1µ3 − c2µ2)ν2E

>
2 + (µ1µ2 − c3µ3)ν3E

>
3 .

Da observação 1.1, c1 = µ2 + µ3, c2 = µ1 + µ3, c3 = µ1 + µ2, logo

∇λ = (µ2µ3 − (µ2 + µ3)µ1)ν1E
>
1 + (µ1µ3 − (µ1 + µ3)µ2)ν2E

>
2 + (µ1µ2 − (µ1 + µ2)µ3)ν3E

>
3

= (µ2µ3 − µ1µ2 − µ1µ3)(−ν2E
>
2 − ν3E

>
3 ) + (µ1µ3 − µ1µ2 − µ2µ3)(−ν1E

>
1 − ν3E

>
3 )

+ (µ1µ2 − µ2µ3 − µ1µ3)(−ν1E
>
1 − ν2E

>
2 )

= 2µ2µ3ν1E
>
1 + 2µ1µ3ν2E

>
2 + 2µ1µ2ν3E

>
3

= 2µ2µ3ν1E
>
1 + 2µ1µ3ν2E

>
2 + 2µ1µ2(−ν1E

>
1 − ν2E

>
2 )

= 2µ2(µ3 − µ1)ν1E
>
1 + 2µ1(µ3 − µ2)ν2E

>
2 .

Agora, para as outras identidades, dado X ∈ X(G) e i = 1, 2, 3,

〈∇νi, X〉 = 〈∇νi, X>〉 = X>(νi) = X>(〈Ei, N〉) = 〈∇X>Ei, N〉+ 〈Ei,∇X>N〉.
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Como Σ é totalmente umbílica, então

〈∇νi, X>〉 =
3∑
j=1

〈X>, E>j 〉〈∇Ej
Ei, N〉 − λ〈E>i , X>〉.

Assim,

〈∇ν1, X
>〉 =

3∑
j=1

〈X>, E>j 〉〈∇Ej
E1, N〉 − λ〈E>1 , X>〉

= 〈X>, E>1 〉〈∇E1E1, N〉+ 〈X>, E>2 〉〈∇E2E1, N〉
+ 〈X>, E>3 〉〈∇E3E1, N〉 − λ〈E>1 , X>〉

= 〈X>, E>2 〉〈−µ2E3, N〉+ 〈X>, E>3 〉〈µ3E2, N〉 − λ〈E>1 , X>〉
= −µ2ν3〈E>2 , X>〉+ µ3ν2〈E>3 , X>〉 − λ〈E>1 , X>〉
= 〈−λE>1 − µ2ν3E

>
2 + µ3ν2E

>
3 , X

>〉.

Analogamente,

〈∇ν2, X
>〉 = 〈−λE>2 + µ1ν3E

>
1 − µ3ν1E

>
3 , X

>〉,
〈∇ν3, X

>〉 = 〈−λE>3 + µ2ν1E
>
2 − µ1ν2E

>
1 , X

>〉.

Portanto, as equações são satisfeitas. �

Com as identidades do Lema 2.1, vamos calcular
[
E>2 , E

>
3

]
(λ). Primeiro, observe que

〈E>k , E>j 〉 = 〈Ek, E>j 〉 = 〈Ek, Ej − 〈Ej, N〉N〉 = 〈Ek, Ej〉 − 〈Ek, N〉〈Ek, N〉
= δkj − νkνj, (2.3)

em que δkj = 1 se k = j e δkj = 0 se k 6= j.

Note que, para cada i, j, segue que

∇E>i
E>j = ∇E>i

(Ej − νjN)

= (∇E>i
Ej − E>i (νj)N − νj∇E>i

N)>

= λνjE
>
i +

3∑
k=1

〈E>i , Ek〉(∇Ek
Ej)

>

= λνjE
>
i +

3∑
k=1

〈E>i , E>k 〉(∇Ek
Ej)

>.
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Dessa forma, fazendo i = 2 e j = 3 e usando (1.10) e (2.3) obtemos

∇E>2
E>3 = λν3E

>
2 +

3∑
k=1

〈E>2 , E>k 〉(∇Ek
E3)>

= λν3E
>
2 + 〈E>2 , E>1 〉(∇E1E3)> + 〈E>2 , E>2 〉(∇E2E3)>

= λν3E
>
2 + µ1ν1ν2E

>
2 + (1− ν2

2)µ2E
>
1

= µ2(1− ν2
2)E>1 + (λν3 + µ1ν1ν2)E>2 .

De forma análoga,

∇E>3
E>2 = (λν2 − µ1ν1ν3)E>3 − µ3(1− ν2

3)E>1 .

Assim,

[E>2 , E
>
3 ] = ∇E>2

E>3 −∇E>3
E>2

= (µ2(1− ν2
2) + µ3(1− ν2

3))E>1 + (λν3 + µ1ν1ν2)E>2

+ (−λν2 + µ1ν1ν3)E>3 . (2.4)

Finalmente, usando (2.4) e o Lema 2.1, obtemos

[E>2 , E
>
3 ](λ) = 2µ2(µ3 − µ1)(µ2(1− ν2

2) + µ3(1− ν2
3))ν1〈E>1 , E>1 〉

+ 2µ1(µ3 − µ2)ν2(µ2(1− ν2
2) + µ3(1− ν2

3))〈E>1 , E>2 〉
+ 2µ2(µ3 − µ1)ν1(λν3 + µ1ν1ν2)〈E>2 , E>1 〉
+ 2µ1(µ3 − µ2)ν2(λν3 + µ1ν1ν2)〈E>2 , E>2 〉
+ 2µ2(µ3 − µ1)ν1(−λν2 + µ1ν1ν3)〈E>3 , E>1 〉
+ 2µ1(µ3 − µ2)ν2(−λν2 + µ1ν1ν3)〈E>3 , E>2 〉

= 2µ2
2(µ3 − µ1)ν1(1− ν2

1)(1− ν2
2) + 2µ2µ3(µ3 − µ1)ν1(1− ν2

1)(1− ν2
3)

− 2µ1µ2(µ3 − µ2)ν1ν
2
2(1− ν2

2)− 2µ1µ3(µ3 − µ2)ν1ν
2
2(1− ν2

3)

− 2µ2(µ3 − µ1)λν2
1ν2ν3 − 2µ1µ2(µ3 − µ1)ν3

1ν
2
2 + 2µ1(µ3 − µ2)λν2ν3(1− ν2

2)

+ 2µ2
1(µ3 − µ2)ν1ν

2
2(1− ν2

2) + 2µ2(µ3 − µ1)λν2
1ν2ν3 − 2µ1µ2(µ3 − µ1)ν3

1ν
2
3

+ 2µ1(µ3 − µ2)λν3
2ν3 − 2µ2

1(µ3 − µ2)ν1ν
2
2ν

2
3

= 2µ2
2(µ3 − µ1)ν1(1− ν2

1)(1− ν2
2) + 2µ2µ3(µ3 − µ1)ν1(1− ν2

1)(1− ν2
3)

− 2µ1µ2(µ3 − µ2)ν1ν
2
2(1− ν2

2)− 2µ1µ3(µ3 − µ2)ν1ν
2
2(1− ν2

3)

− 2µ1µ2(µ3 − µ1)ν3
1(1− ν2

1) + 2µ1(µ3 − µ2)λν2ν3

+ 2µ2
1(µ3 − µ2)ν3

1ν
2
2 . (2.5)
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Por outro lado,

[E>2 , E
>
3 ](λ) = E>2 (E>3 (λ))− E>3 (E>2 (λ)).

Como

E>2 (λ) = 〈E>2 ,∇λ〉 = 〈E>2 , 2µ2(µ3 − µ1)ν1E
>
1 + 2µ1(µ3 − µ2)ν2E

>
2 〉

= 2µ2(µ3 − µ1)ν1〈E>2 , E>1 〉+ 2µ1(µ3 − µ2)ν2〈E>2 , E>2 〉
= −2µ2(µ3 − µ1)ν2

1ν2 + 2µ1(µ3 − µ2)ν2(1− ν2
2),

E>3 (λ) = 〈E>3 ,∇λ〉 = 〈E>3 , 2µ2(µ3 − µ1)ν1E
>
1 + 2µ1(µ3 − µ2)ν2E

>
2 〉

= 2µ2(µ3 − µ1)ν1〈E>3 , E>1 〉+ 2µ1(µ3 − µ2)ν2〈E>3 , E>2 〉
= −2µ2(µ3 − µ1)ν2

1ν3 − 2µ1(µ3 − µ2)ν2
2ν3,

segue que,

E>3 (E>2 (λ)) = E>3 (−2µ2(µ3 − µ1)ν2
1ν2 + 2µ1(µ3 − µ2)ν2(1− ν2

2))

= −2µ2(µ3 − µ1)(2ν1ν2E
>
3 (ν1) + ν2

1E
>
3 (ν2))

+ 2µ1(µ3 − µ2)(1− 3ν2
2)E>3 (ν2)

= −4µ2(µ3 − µ1)ν1ν2〈E>3 ,∇ν1〉+ 2µ1(µ3 − µ2)(1− 3ν2
2)〈E>3 ,∇ν2〉

− 2µ2(µ3 − µ1)ν2
1〈E>3 ,∇ν2〉,

E>2 (E>3 (λ)) = E>2 (−2µ2(µ3 − µ1)ν2
1ν3 − 2µ1(µ3 − µ2)ν2

2ν3)

= −2µ2(µ3 − µ1)(2ν1ν3E
>
2 (ν1) + ν2

1E
>
2 (ν3))

− 2µ1(µ3 − µ2)(2ν2ν3E
>
2 (ν2) + ν2

2E
>
2 (ν3))

= −4µ2(µ3 − µ1)ν1ν3〈E>2 ,∇ν1〉 − 4µ1(µ3 − µ2)ν2ν3〈E>2 ,∇ν2〉
− (2µ2(µ3 − µ1)ν2

1 + 2µ1(µ3 − µ2)ν2
2)〈E>2 ,∇ν3〉.

Pelo Lema 2.1,

E>3 (E>2 (λ)) = −4µ2(µ3 − µ1)ν1ν2(λν1ν3 + µ2ν2ν
2
3 + µ3ν2(1− ν2

3))

+ 2µ1(µ3 − µ2)(1− 3ν2
2)(λν2ν3 − µ1ν1ν

2
3 − µ3ν1(1− ν2

3))

− 2µ2(µ3 − µ1)ν2
1(λν2ν3 − µ1ν1ν

2
3 − µ3ν1(1− ν2

3))

= −6µ2(µ3 − µ1)λν2
1ν2ν3 − 4µ2

2(µ3 − µ1)ν1ν
2
2ν

2
3

+ 2µ2µ3(µ3 − µ1)
(
− 2ν2

2(1− ν2
3) + ν2

1(1− ν2
3)
)

+ 2µ1(µ3 − µ2)λν2ν3(1− 3ν2
2)− 2µ2

1(µ3 − µ2)ν1ν
2
3(1− 3ν2

2)
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− 2µ1µ3(µ3 − µ2)ν1(1− ν2
3)(1− 3ν2

2) + 2µ1µ2(µ3 − µ1)ν3
1ν

2
3 ,

E>2 (E>3 (λ)) = −4µ2(µ3 − µ1)ν1ν3(λν1ν2 − µ2ν3(1− ν2
2)− µ3ν

2
2ν3)

− 4µ1(µ3 − µ2)ν2ν3(−λ(1− ν2
2)− µ1ν1ν2ν3 + µ3ν1ν2ν3)

− 2µ2(µ3 − µ1)ν2
1(λν2ν3 + µ2ν1(1− ν2

2) + µ1ν1ν
2
2)

− 2µ1(µ3 − µ2)ν2
2(λν2ν3 + µ2ν1(1− ν2

2) + µ1ν1ν
2
2)

= −6µ2(µ3 − µ1)λν2
1ν2ν3 + 2µ2

2(µ3 − µ1)ν1

(
2ν2

3(1− ν2
2)− ν2

1(1− ν2
2)
)

+ 4µ2µ3(µ3 − µ1)ν1ν
2
2ν

2
3 + 2µ1(µ3 − µ2)λν2ν3(2− 2ν2

2 − ν2
2)

+ 2µ2
1(µ3 − µ2)ν1

(
2ν2

2ν
2
3 − ν4

2

)
− 4µ1µ3(µ3 − µ2)ν1ν

2
2ν

2
3

− 2µ1µ2(µ3 − µ1)ν3
1ν

2
2 − 2µ1µ2(µ3 − µ2)ν1ν

2
2(1− ν2

2).

Assim,

[E>2 , E
>
3 ](λ) = 2µ2

2(µ3 − µ1)ν1

(
2ν2

3(1− ν2
2)− ν2

1(1− ν2
2) + 2ν2

2ν
2
3

)
+ 2µ2µ3(µ3 − µ1)ν1

(
2ν2

2ν
2
3 + 2ν2

2(1− ν2
3) + ν2

1(1− ν2
3)
)

+ 2µ1(µ3 − µ2)λν2ν3 + 2µ2
1(µ3 − µ2)ν1

(
2ν2

2ν
2
3 − ν4

2 + ν2
3(1− 3ν2

2)
)

+ 2µ1µ3(µ3 − µ2)ν1

(
− 2ν2

2ν
2
3 + (1− ν2

3)(1− 3ν2
2)
)

+ 2µ1µ2(µ3 − µ1)ν1

(
− ν2

1ν
2
2 − ν2

1ν
2
3

)
− 2µ1µ2(µ3 − µ2)ν1ν

2
2(1− ν2

2)

= 2µ2
2(µ3 − µ1)ν1

(
2ν2

3 − ν2
1(1− ν2

2)
)

+ 2µ2µ3(µ3 − µ1)ν1

(
2ν2

2 + ν2
1(1− ν2

3)
)

+ 2µ1(µ3 − µ2)λν2ν3 + 2µ2
1(µ3 − µ2)ν1

(
ν2

3 − ν2
2(1− ν2

1)
)

+ 2µ1µ3(µ3 − µ2)ν1

(
ν2

1 − ν2
2 − ν2

1ν
2
2 − ν4

2

)
+ 2µ1µ2(µ3 − µ1)ν1

(
− ν2

1 + ν4
1

)
− 2µ1µ2(µ3 − µ2)ν1ν

2
2(1− ν2

2). (2.6)

Agora, das equações (2.5) e (2.6), encontramos as seguintes relações envolvendo as funções

νi.

Lema 2.2. As funções νi de uma superfície totalmente umbílica em G satisfazem{
ν2

1 + ν2
2 + ν2

3 = 1,

β1ν
2
1 + β2ν

2
2 + β3ν

2
3 = 0,

(2.7)

onde β1, β2, β3 são números reais de�nidos por

β1 = µ2
2(µ1 − µ3) + µ2

3(µ1 − µ2),

β2 = µ2
1(µ2 − µ3) + µ2

3(µ2 − µ1),

β3 = µ2
1(µ3 − µ2) + µ2

2(µ3 − µ1),

(2.8)

que dependem apenas das constantes de estrutura de G e satisfazem β1 + β2 + β3 = 0.
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Demonstração. Igualando (2.5) e (2.6) segue que

0 = 2µ2
2(µ3 − µ1)ν1

(
2ν2

3 − ν2
1(1− ν2

2)− (1− ν2
2)(1− ν2

2)
)

+ 2µ2µ3(µ3 − µ1)ν1

(
2ν2

2 − ν2
1(1− ν2

3)− (1− ν2
1)(1− ν2

3)
)

+ 2µ2
1(µ3 − µ2)ν1

(
ν2

3 − ν2
2(1− ν2

1)− ν2
1ν

2
2

)
+ 2µ1µ3(µ3 − µ2)ν1

(
ν2

1 − ν2
2 − ν2

1ν
2
2 − ν4

2 + ν2
2(1− ν2

3)
)

+ 2µ1µ2(µ3 − µ1)ν1

(
− ν2

1 + ν4
1 + ν2

1(1− ν2
1)
)

= 2µ2
2(µ3 − µ1)ν1

(
ν2

3 − ν2
1

)
+ 2µ2µ3(µ3 − µ1)ν1

(
ν2

2 − ν2
1

)
+ 2µ2

1(µ3 − µ2)ν1

(
ν2

3 − ν2
2

)
+ 2µ1µ3(µ3 − µ2)ν1

(
ν2

1 − ν2
2

)
= ν1

[(
µ2

2(µ3 − µ1) + µ2
1(µ3 − µ2)

)
ν2

3 +
(
µ2

2(µ1 − µ3) + µ2
3(µ1 − µ2)

)
ν2

1

+
(
µ2

1(µ2 − µ3) + µ2
3(µ2 − µ1)

)
ν2

2

]
= ν1

(
β1ν

2
1 + β2ν

2
2 + β3ν

2
3

)
,

em que

β1 = µ2
2(µ1 − µ3) + µ2

3(µ1 − µ2),

β2 = µ2
1(µ2 − µ3) + µ2

3(µ2 − µ1),

β3 = µ2
2(µ3 − µ1) + µ2

1(µ3 − µ2).

Analogamente, de [E>1 , E
>
2 ](λ) e [E>1 , E

>
3 ](λ), obtemos

ν3

(
β1ν

2
1 + β2ν

2
2 + β3ν

2
3

)
= 0,

ν2

(
β1ν

2
1 + β2ν

2
2 + β3ν

2
3

)
= 0.

Como as funções νi não se anulam simultaneamente, segue que β1ν
2
1 +β2ν

2
2 +β3ν

2
3 = 0. �

Como β1 + β2 + β3 = 0, então quaisquer ν1, ν2, ν3 ∈ R, tais que ν2
1 = ν2

2 = ν2
3 = 1

3
,

satisfaz as duas equações em (2.7), logo o conjunto solução é não vazio. Por outro lado, se

β2
1 +β2

2 +β2
3 6= 0, então o sistema (2.7) nas variáveis ν2

1 , ν
2
2 , ν

2
3 possui posto 2. Daí, resulta

que as soluções (ν2
1 , ν

2
2 , ν

2
3) de (2.7) depedem de um mesmo parâmetro, o que signi�ca que

a imagem da aplicação de Gauss invariante à esquerda (ν1, ν2, ν3) : Σ→ S2 tem dimensão

no máximo 1.

Note que, de (2.8), podemos veri�car que βi = 0,∀i = 1, 2, 3, se e somente se, µ1 = µ2 =

µ3 (equivalentemente c1 = c2 = c3) ou dois dos µi são nulos (por exemplo, se µ1 = µ2 = 0,

então c1 = c2 e c3 = 0). Note ainda que, para R3, S3 ou Ẽ(2) com suas métricas usuais,

temos β2
1 + β2

2 + β2
3 = 0 (ver Tabela 1.1), ou seja, o sistema (2.7) possui posto 1. Como

as superfícies totalmente umbílicas nesses espaços ambientes são bem conhecidas, vamos
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assumir, que β2
1 + β2

2 + β2
3 6= 0. Resolvendo o sistema (2.7) parametricamente, temos

ν2
1 =

1

3
+ v1η, ν2

2 =
1

3
+ v2η, ν2

3 =
1

3
+ v3η,

em que η ∈ C∞(Σ). Como ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 = 1 e β1ν

2
1 + β2ν

2
2 + β3ν

2
3 = 0, segue que

v1 + v2 + v3 = 0,

β1v1 + β2v2 + β3v3 = 0,

de onde obtemos v1 = β3 − β2, v2 = β1 − β3 e v3 = β2 − β1. Assim,

ν2
1 =

1

3
+ (β3 − β2)η,

ν2
2 =

1

3
+ (β1 − β3)η, (2.9)

ν2
3 =

1

3
+ (β2 − β1)η.

Lema 2.3. Se β2
1 + β2

2 + β2
3 6= 0, então as funções νi : Σ→ R, satisfazem

λ2 + µ2µ3ν
2
1 + µ1µ3ν

2
2 + µ1µ2ν

2
3 = 0. (2.10)

Demonstração. Como a imagem da aplicação de Gauss invariante à esquerda tem dimen-

são no máximo 1, segue do teorema do núcleo e da imagem, que dado p ∈ Σ, existe

u ∈ TpΣ tal que dNp(u) = 0. Como dNp(u) = d
dt
N(t)

∣∣
t=0

, em que N(t) = N ◦ γ(t) para

alguma curva diferenciável γ em Σ tal que γ(0) = p e γ′(0) = u, então

dNp(u) =
(
ν ′1(0), ν ′2(0), ν ′3(0)

)
=
(
〈u,∇ν1〉, 〈u,∇ν2〉, 〈u,∇ν3〉

)
.

Portanto, 〈u,∇νi〉 = 0, ∀ i. Escrevendo u em termos dos campos invariantes à esquerda,

ou seja, u =
3∑
i=1

biEi, obtemos

∇uN =
3∑
i=1

bi∇Ei

(
3∑
j=1

νjEj

)
=

3∑
i,j=1

(
biνj∇Ei

Ej + 〈u,∇νj〉Ej
)

=
3∑

i,j=1

biνj∇Ei
Ej.

Usando (1.10), segue que

∇uN = b1ν2µ1E3 − b1ν3µ1E2 − b2ν1µ2E3 + b2ν3µ2E1 + b3ν1µ3E2 − b3ν2µ3E1

= (b2ν3µ2 − b3ν2µ3)E1 + (b3ν1µ3 − b1ν3µ1)E2 + (b1ν2µ1 − b2ν1µ2)E3. (2.11)
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Como Σ é totalmente umbílica, então

∇uN = −λu = −
3∑
i=1

λbiEi = −λb1E1 − λb2E2 − λb3E3. (2.12)

Dessa forma, de (2.11) e (2.12), segue que
λb1 + b2ν3µ2 − b3ν2µ3 = 0,

λb2 + b3ν1µ3 − b1ν3µ1 = 0,

λb3 + b1ν2µ1 − b2ν1µ2 = 0,

b1ν1 + b2ν2 + b3ν3 = 0,

ou equivalentemente,
λ µ2ν3 −µ3ν2

−µ1ν3 λ µ3ν1

µ1ν2 −µ2ν1 λ

ν1 ν2 ν3


 b1

b2

b3

 =


0

0

0

0

 . (2.13)

Como bi para i = 1, 2, 3, não são simultaneamente nulos, então o sistema linear (2.13)

possui uma solução não-trivial. Assim, os menores da matriz dos coe�cientes devem se

anular, resultando as seguintes equações

ν1(λ2 + µ2µ3ν
2
1 + µ1µ3ν

2
2 + µ1µ2ν

2
3) = 0,

ν2(λ2 + µ2µ3ν
2
1 + µ1µ3ν

2
2 + µ1µ2ν

2
3) = 0,

ν3(λ2 + µ2µ3ν
2
1 + µ1µ3ν

2
2 + µ1µ2ν

2
3) = 0,

λ(λ2 + µ2µ3ν
2
1 + µ1µ3ν

2
2 + µ1µ2ν

2
3) = 0,

concluindo assim a prova. �

Observamos que, de (2.7) e (2.10), as funções νi satisfazem o seguinte sistema
ν2

1 + ν2
2 + ν2

3 = 1,

β1ν
2
1 + β2ν

2
2 + β3ν

2
3 = 0,

µ2µ3ν
2
1 + µ1µ3ν

2
2 + µ1µ2ν

2
3 = −λ2,

ou seja,  1 1 1

β1 β2 β3

µ2µ3 µ1µ3 µ1µ2


 ν2

1

ν2
2

ν2
3

 =

 1

0

−λ2

 . (2.14)

O determinante da matriz dos coe�cientes do sistema linear (2.14), que será denotado por
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∆, é dado por

∆ = (µ1µ2 − µ2µ3)β2 + (µ2µ3 − µ1µ3)β3 + (µ1µ3 − µ1µ2)β1

= µ1(µ3 − µ2)(µ2
2(µ1 − µ3) + µ2

3(µ1 − µ2)) + µ2(µ1 − µ3)(µ2
1(µ2 − µ3) + µ2

3(µ2 − µ1))

+ µ3(µ2 − µ1)(µ2
1(µ3 − µ2) + µ2

2(µ3 − µ1)).

Distribuindo e agrupando, obtemos

∆ = (µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3). (2.15)

Observe que ∆ = 0 ou ∆ 6= 0 nos diz se o sistema (2.14) é degenerado ou não degene-

rado. Vejamos a seguir que λ é constante se o sistema é degenerado.

Lema 2.4. Se ∆ = 0 e β2
1 + β2

2 + β2
3 6= 0, então a função de umbilicidade λ é constante.

Demonstração. Sabemos que ∆ = 0 se µi = µj, para algum i 6= j, ou µ1µ2 + µ2µ3 +

µ1µ3 = 0. No primeiro caso, suponha, sem perda de generalidade que, µ1 = µ2. Como

ν2
1 = ν2

2 = ν2
3 = 1

3
é solução de (2.7), então o sistema linear (2.14) é compatível, se e

somente se, λ2 = −1
3
µ1(µ1 + 2µ3). Portanto, λ é constante. Agora, se ocorre µ1µ2 +

µ2µ3 +µ1µ3 = 0 e µi 6= µj,∀i 6= j, então o sistema linear (2.14) é compatível se, e somente

se, λ2(µ1 + µ2 + µ3) = 0. De fato,

β1 = µ2
2(µ1 − µ3) + µ2

3(µ1 − µ2) = µ2
2µ1 − µ2

2µ3 + µ2
3µ1 − µ2

3µ2

= −µ2µ3(µ2 + µ3) + µ2µ1µ2 + µ3µ1µ3

= −µ2µ3(µ2 + µ3)− µ2(µ2µ3 + µ1µ3)− µ3(µ1µ2 + µ2µ3)

= −2µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3),

β2 = µ2
1(µ2 − µ3) + µ2

3(µ2 − µ1) = µ2
1µ2 − µ2

1µ3 + µ2
3µ2 − µ2

3µ1

= −µ1µ3(µ1 + µ3) + µ1µ2µ1 + µ3µ2µ3

= −µ1µ3(µ1 + µ3)− µ1(µ2µ3 + µ1µ3)− µ3(µ1µ2 + µ1µ3)

= −2µ1µ3(µ1 + µ2 + µ3),

β3 = µ2
1(µ3 − µ2) + µ2

2(µ3 − µ1) = µ2
1µ3 − µ2

1µ2 + µ2
2µ3 − µ2

2µ1

= −µ1µ2(µ1 + µ2) + µ1µ3µ1 + µ2µ3µ2

= −µ1µ2(µ1 + µ2)− µ1(µ1µ2 + µ2µ3)− µ2(µ1µ2 + µ1µ3)

= −2µ1µ2(µ1 + µ2 + µ3),

ou seja,

0 = β1ν
2
1 + β2ν

2
2 + β3ν

2
3 = −2(µ1 + µ2 + µ3)(µ2µ3ν

2
1 + µ1µ3ν

2
2 + µ1µ2ν

2
3).

Da equação (2.10), segue que λ2(µ1 +µ2 +µ3) = 0, resultando µ1 +µ2 +µ3 6= 0, pois caso
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contrário, de µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3 = 0 teríamos

0 = µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1 = µ1µ2 + µ3(µ1 + µ2) = µ1µ2 − (µ1 + µ2)(µ1 + µ2)

= −µ2
1 − µ1µ2 − µ2

2.

Logo, µ2
1 +µ1µ2 +µ2

2 = 0. Como a expressão polinomial µ2
1 +µ1µ2 +µ2

2 = 0 em termos de

µ1 ou µ2 não possui solução real não nula, então µ1 = µ2 = 0. Assim, µ1 = µ2 = µ3 = 0

e consequentemente β2
1 + β2

2 + β2
3 = 0. Portanto, λ = 0. �

É interessante observar que o próximo resultado foi também considerado uma generali-

zação ou uma prova alternativa do Teorema 7.2 de Tsukada [19], onde foram classi�cadas

as superfícies totalmente geodésicas de G.

Proposição 2.1. Sejam Σ uma superfície totalmente umbílica em G e λ a função de

umbilicidade de Σ. Se λ é constante e β2
1 + β2

2 + β2
3 6= 0, então

(a) Σ é totalmente geodésica e ∆ 6= 0.

(b) Se c3 < c2 < c1, então c3 < 0 < c1, c2 = c1 +c3, e Σ é uma superfície integral de uma

das distribuições geradas por {√c1E1 +
√
−c3E3, E2} ou {

√
c1E1 −

√
−c3E3, E2}.

Demonstração. Com λ constante e o Lema 2.1 segue que

0 = 〈∇λ,∇λ〉 = 4µ2
2(µ3 − µ1)2ν2

1〈E>1 , E>1 〉+ 4µ2
1(µ3 − µ2)2ν2

2〈E>2 , E>2 〉
+ 8µ1µ2(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)ν1ν2〈E>1 , E>2 〉

= 4µ2
2(µ3 − µ1)2ν2

1(1− ν2
1) + 4µ2

1(µ3 − µ2)2ν2
2(1− ν2

2)

− 8µ1µ2(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)ν2
1ν

2
2 . (2.16)

Agora, substituindo as expressões paramétricas dadas por (2.9) em (2.16), tem-se

0 = 4µ2
2(µ3 − µ1)2

(2

9
+

1

3
(β3 − β2)η − (β3 − β2)2η2

)
+ 4µ2

1(µ3 − µ2)2
(2

9
+

1

3
(β1 − β3)η − (β1 − β3)2η2

)
− 8µ1µ2(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)

(1

9
+

1

3
(β3 − β2)η +

1

3
(β1 − β3)η

+ (β1 − β3)(β3 − β2)η2
)
.

Assim, η ∈ C∞(Σ) satisfaz a equação do segundo grau

a2η
2 + a1η + a0 = 0, (2.17)

em que

a2 = −4µ2
2(µ3 − µ1)2(β3 − β2)2 − 4µ2

1(µ3 − µ2)2(β1 − β3)2
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− 8µ1µ2(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)(β1 − β3)(β3 − β2),

a1 =
4

3
µ2

2(µ3 − µ1)2(β3 − β2) +
4

3
µ2

1(µ3 − µ2)2(β1 − β3)

− 8

3
µ1µ2(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)(β1 − β2),

a0 =
8

9
µ2

2(µ3 − µ1)2 +
8

9
µ2

1(µ3 − µ2)2 − 8

9
µ1µ2(µ3 − µ1)(µ3 − µ2).

Usando as expressões dos βi, dadas por (2.8), obtemos

a2 = −4
[(
µ2(µ3 − µ1)(β3 − β2) + µ1(µ3 − µ2)(β1 − β3)

)2]
= −4

[(
µ2(µ1 − µ3)β2 + µ2(µ3 − µ1)β3 + µ1(µ3 − µ2)β1 + µ1(µ2 − µ3)β3

)2]
= −4

[(
µ2(µ1 − µ3)(µ2

1(µ2 − µ3) + µ2
3(µ2 − µ1)) + µ1(µ3 − µ2)(µ2

2(µ1 − µ3)

+ µ2
3(µ1 − µ2)) + µ3(µ2 − µ1)(µ2

1(µ3 − µ2) + µ2
2(µ3 − µ1))

)2]
= −4

[(
(µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2

1µ2 − µ2
2µ1) + (µ1 − µ3)(µ1 − µ2)(µ2

2µ3 − µ2
3µ2)

+ (µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ2
1µ3 − µ2

3µ1)
)2]

= −4
[(

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)
)2]

= −4(µ1 − µ2)2(µ2 − µ3)2(µ1 − µ3)2(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2,

a1 =
4

3
µ2(µ3 − µ1)

(
µ2(µ3 − µ1)(β3 − β2)− µ1(µ3 − µ2)(β1 − β2)

)
+

4

3
µ1(µ3 − µ2)

(
µ1(µ3 − µ2)(β1 − β3)− µ2(µ3 − µ1)(β1 − β2)

)
=

4

3

[
(µ3 − µ1)(µ2 − µ3)µ1µ2(β1 − β2) + (µ3 − µ1)(µ1 − µ2)µ2µ3β2

+ (µ3 − µ2)(µ1 − µ2)µ1µ3β1 +
(
µ2

2(µ3 − µ1)2 − µ2
1(µ2 − µ3)2

)
β3

]
=

4

3

[
(µ3 − µ1)(µ2 − µ3)µ1µ2(2µ2

3(µ1 − µ2) + µ2
2(µ1 − µ3)− µ2

1(µ2 − µ3))

+ (µ3 − µ1)(µ1 − µ2)µ2µ3(µ2
1(µ2 − µ3) + µ2

3(µ2 − µ1))

+ (µ3 − µ2)(µ1 − µ2)µ1µ3(µ2
3(µ1 − µ2) + µ2

2(µ1 − µ3))

+
(
µ2

2(µ3 − µ1)2 − µ2
1(µ2 − µ3)2

)
(µ2

1(µ3 − µ2) + µ2
2(µ3 − µ1))

]
=

4

3

[
(µ3 − µ1)(µ2 − µ3)µ1µ2(2µ2

3(µ1 − µ2) + µ1µ2(µ2 − µ1) + µ3(µ1 − µ2)(µ1 + µ2))

+ (µ3 − µ1)(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)µ2
1µ2µ3 − µ3

3µ2(µ1 − µ2)2(µ3 − µ1)

+ (µ3 − µ2)(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)µ2
2µ1µ3 + µ3

3µ1(µ1 − µ2)2(µ3 − µ2)

+ (µ2(µ3 − µ1)− µ1(µ2 − µ3))(µ2(µ3 − µ1) + µ1(µ2 − µ3))(µ2
1(µ3 − µ2)

+ µ2
2(µ3 − µ1))

]
=

4

3

[
(µ3 − µ1)(µ2 − µ3)(µ1 − µ2)(2µ2

3µ1µ2 − µ2
1µ

2
2 + 2µ1µ2µ3(µ1 + µ2))

+ µ3
3µ1(µ1 − µ2)2(µ3 − µ2)− µ3

3µ2(µ1 − µ2)2(µ3 − µ1)
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+ (µ2µ3(µ3 − µ1)(µ2 − µ1)− µ1µ3(µ2 − µ3)(µ2 − µ1))(µ2
1(µ3 − µ2) + µ2

2(µ3 − µ1))
]

=
4

3

[
(µ3 − µ1)(µ2 − µ3)(µ1 − µ2)(2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3) + µ1µ2µ3(µ1 + µ2)− µ2

1µ
2
2)

+ µ3
3µ1(µ1 − µ2)2(µ3 − µ2)− µ3

3µ2(µ1 − µ2)2(µ3 − µ1)− µ3
1µ3(µ3 − µ2)2(µ1 − µ2)

+ µ3
2µ3(µ3 − µ1)2(µ2 − µ1)

]
=

4

3

[
(µ3 − µ1)(µ2 − µ3)(µ1 − µ2)(2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3) + µ1µ2µ3(µ1 + µ2)− µ2

1µ
2
2)

+ (µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(−µ3
3µ1(µ1 − µ2) + µ3

1µ3(µ3 − µ2))

+ (µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(−µ3
3µ2(µ1 − µ2)− µ3

2µ3(µ3 − µ1))
]

=
4

3

[
(µ3 − µ1)(µ2 − µ3)(µ1 − µ2)(2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3) + µ1µ2µ3(µ1 + µ2)− µ2

1µ
2
2)

+ (µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(−µ2
1µ

2
3 + µ1µ2µ3(µ1 + µ3))

+ (µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ2 − µ3)(−µ2
2µ

2
3 + µ1µ2µ3(µ2 + µ3))

]
=

4

3
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(4µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)− µ2

1µ
2
2 − µ2

2µ
2
3 − µ2

1µ
2
3),

a0 =
8

9
(µ2

2µ
2
3 − 2µ2

2µ1µ3 + µ2
1µ

2
2 + µ2

1µ
2
3 − 2µ2

1µ2µ3 + µ2
1µ

2
2 − µ2

3µ1µ2 + µ2
2µ1µ3

+ µ2
1µ2µ3 − µ2

1µ
2
2)

=
8

9
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 − µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)).

Como a0, a1, a2 são constantes dependendo de µ1, µ2, µ3, então η é constante, e portanto

a aplicação de Gauss invariante à esquerda é constante. Assim, por [9], Σ é, a menos de

uma translação à esquerda, um subgrupo de G. Além disso, Σ é uma superfície mínima e

portanto totalmente geodésica. Por �m, a�rmamos que ∆ 6= 0. De fato, se ∆ = 0, então

µi = µj para algum i 6= j ou µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3 = 0. No primeiro caso, suponha sem

perda de generalidade µ1 = µ2. Logo, a1 = a2 = 0 e

a0 =
8

9
(µ4

2 + 2µ2
2µ

2
3 − µ2

2µ3(2µ2 + µ3)) =
8

9
µ2

2(µ2 − µ3)2.

Pela equação (2.17) temos que a0 = 0. Assim, µ1 = µ2 = 0 ou µ1 = µ2 = µ3, resultando

β2
1 + β2

2 + β2
3 = 0, o que contradiz a hipótese. Se µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3 = 0 e µi 6= µj para

todo i 6= j, então a2 = 0 e a1 6= 0. Dessa forma, podemos resolver η e obter uma única

solução

η1 =
8
9
(µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)− (µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3))

4
3
(4µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)− (µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3))(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

.

Note que µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3 = 0 implica µ2
1µ

2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 = −2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3).
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Assim,

η1 =
6(µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

18µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
1

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)
. (2.18)

Substituindo em (2.9), obtemos

ν2
1 =

1

3
+

(β3 − β2)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1) + (β3 − β2)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
µ2

2(µ1 − µ3) + µ2
3(µ2 − µ1) + 3µ2

1(µ3 − µ2) + µ2
2(µ3 − µ1)− µ2

3(µ2 − µ1)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
−3µ2

1(µ2 − µ3)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
µ2

1

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)
,

ν2
2 =

1

3
+

(β1 − β3)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1) + (β1 − β3)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
µ2

1(µ3 − µ2) + µ2
3(µ2 − µ1) + 3µ2

2(µ1 − µ3) + µ2
3(µ1 − µ2)− µ2

1(µ3 − µ2)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
−3µ2

2(µ3 − µ1)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
µ2

2

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
,

ν2
3 =

1

3
+

(β2 − β1)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1) + (β2 − β1)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
µ2

1(µ3 − µ2) + µ2
2(µ1 − µ3) + 3µ2

3(µ2 − µ1) + µ2
1(µ2 − µ3)− µ2

2(µ1 − µ3)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
−3µ2

3(µ1 − µ2)

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
µ2

3

(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)
.
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Ou seja,

ν2
1 =

µ2
1

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)
,

ν2
2 =

µ2
2

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
, (2.19)

ν2
3 =

µ2
3

(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)
.

Como µi 6= µj, para todo i 6= j, então sem perda de generalidade considere µ1 < µ2 < µ3

e de (2.19) segue que ν2 = 0 e portanto µ2 = 0. De µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1 = 0 temos que

µ1µ3 = 0, ou seja, µ1 = 0 ou µ3 = 0, resultando novamente, β2
1 + β2

2 + β2
3 = 0. Portanto,

∆ 6= 0.

Vamos agora mostrar o item (b). Se ∆ 6= 0, então a equação (2.17) possui duas

soluções. Observe que, (2.18) continua sendo solução para a2 6= 0, basta substituir em

(2.17). Dessa forma, as igualdades em (2.19) também são satisfeitas. Além disso, a

condição c3 < c2 < c1 implica que µ2 = 0 e ν2 = 0. Logo, c2 = c1 + c3, µ1 = c3 e µ3 = c1.

Consequentemente,

ν2
1 =

−c3

c1 − c3

e ν2
3 =

c1

c1 − c3

.

Assim, c3 < 0 < c1. Sendo ν2 = 0, então E2 é tangente a Σ. Agora, seja X outro campo

tangente a Σ, tal queX e E2 sejam linearmente independentes. EscrevendoX =
3∑

k=1

xkEk,

temos

0 = 〈X,N〉 = x1ν1 + x3ν3

ou seja, x1ν1 = −x3ν3. Como ν1 = ±
√
−c3

c1 − c3

, ν3 = ±
√

c1

c1 − c3

e, sem perda de

generalidade, tomando x2 = 0 segue que X =
√
c1E1 +

√
−c3E3 ou X =

√
c1E1−

√
−c3E3.

Portanto, D1 = {√c1E1 +
√
−c3E3, E2} ou D2 = {√c1E1−

√
−c3E3, E2} são distribuições

em TG e para cada p ∈ Σ, (D1)p = TpΣ ou (D2)(p) = TpΣ. Concluindo assim, o item (b).

Vamos agora mostrar que a segunda solução implica βi = 0,∀i. De (2.17), a outra

solução é da forma

η2 =
a0

η1a2

=
8
9
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 − µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3))

−4
3
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
−2(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 − µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3))

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
.
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Substituindo o valor de η2 em (2.9), obtemos

ν2
1 =

1

3
+

2(β2 − β3)(µ2
1µ

2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 − µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3))

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 + 2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3))

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2(β2 − β3)

(
µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 − µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

)
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1) + 2(β2 − β3)

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

[
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)− (β2 − β3)

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
3µ2

1µ2 − 3µ2
1µ3 + 3µ2

3µ2 − 3µ2
3µ1 + 3µ2

2µ1 − 3µ2
2µ3

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

[
− 3µ2

1µ2 + 3µ2
1µ3

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
µ2

1(µ2 − µ3) + µ2µ3(µ3 − µ2) + µ1(µ2
2 − µ2

3

]
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2µ3

1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)(µ3 − µ2)

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
µ2

1 − µ2µ3 + µ1µ2 + µ1µ3

]
− 2µ3

1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ2

1µ
2
2

(
µ2

1 − µ2µ3 + µ1µ2 + µ1µ3 − 2µ1µ3

)
+ µ2

2µ
2
3

(
µ2

1 − µ2µ3 + µ1µ2 + µ1µ3

)
(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

1µ
2
3

(
µ2

1 − µ2µ3 + µ1µ2 + µ1µ3 − 2µ1µ2

)
− 2µ4

1µ2µ3

(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ2

1µ
2
2

(
µ2

1 − µ2µ3 + µ1µ2 − µ1µ3 + µ2
3

)
+ µ2

2µ
2
3

(
− µ2µ3 + µ1µ2 + µ1µ3

)
(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

1µ
2
3

(
µ2

1 − µ2µ3 − µ1µ2 + µ1µ3

)
− 2µ4

1µ2µ3

(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

1

(
µ2

2 − 2µ2µ3 + µ2
3

)
+ µ2

1µ
2
2(µ3 − µ2)(µ3 − µ1)

(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

2µ
2
3

(
µ3(µ1 − µ2) + µ1µ2

)
+ µ2

1µ
2
3

(
µ3(µ1 − µ2)− µ1µ2

)
(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

1(µ2 − µ3)2 + µ2
1µ

2
2(µ3 − µ2)(µ3 − µ1)

(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

2µ
2
3

(
µ3(µ1 − µ2) + µ1µ2 + µ2

1 − µ2
1

)
+ µ2

1µ
2
3

(
µ3(µ1 − µ2)− µ1µ2 + µ2

2 − µ2
2

)
(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

1(µ2 − µ3)2 + µ2
1µ

2
2(µ3 − µ2)(µ3 − µ1) + µ2

2µ
2
3(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)

(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
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+
µ2

1µ
2
2µ

2
3 + µ2

1µ
2
3(µ1 − µ2)(µ3 − µ2)− µ2

1µ
2
2µ

2
3

(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
−µ4

1(µ2 − µ3)2 + µ2
1µ

2
2(µ3 − µ1)(µ2 − µ3) + µ2

2µ
2
3(µ3 − µ1)(µ2 − µ1)

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

1µ
2
3(µ3 − µ2)(µ2 − µ1)

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
β2β3

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
,

ν2
2 =

1

3
+

2(β3 − β1)(µ2
1µ

2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 − µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3))

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 + 2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3))

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2(β3 − β1)

(
µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 − µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

)
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1) + 2(β3 − β1)

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

[
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)− (β3 − β1)

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
− 3µ2

1µ2 + 3µ2
1µ3 + 3µ2

2µ3 − 3µ2
2µ1 + 3µ2

3µ2 − 3µ2
3µ1

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

[
− 3µ2

2µ3 + 3µ2
2µ1

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
µ2

2(µ3 − µ1) + µ1µ3(µ1 − µ3) + µ2(µ2
3 − µ2

1)
]

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2µ1µ

3
2µ3(µ1 + µ2 + µ3)(µ1 − µ3)

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
µ2

2 − µ1µ3 + µ2µ3 + µ1µ2

]
− 2µ1µ

3
2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ2

1µ
2
2

(
µ2

2 − µ1µ3 + µ2µ3 + µ1µ2 − 2µ2µ3

)
+ µ2

2µ
2
3

(
µ2

2 − µ1µ3 + µ2µ3 + µ1µ2 − 2µ1µ2

)
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

1µ
2
3

(
µ2

2 − µ1µ3 + µ2µ3 + µ1µ2

)
− 2µ1µ

4
2µ3

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

2

(
µ2

1 − 2µ1µ3 + µ2
3

)
+ µ2

1µ
2
2

(
µ2(µ1 − µ3)− µ1µ3

)
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

2µ
2
3

(
µ2(µ3 − µ1)− µ1µ3

)
+ µ2

1µ
2
3

(
µ3(µ2 − µ1) + µ1µ2 + µ2

2

)
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

2(µ1 − µ3)2 + µ2
1µ

2
2

(
µ2(µ1 − µ3)− µ1µ3 + µ2

3

)
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
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+
µ2

2µ
2
3

(
µ2(µ3 − µ1)− µ1µ3

)
+ µ2

1µ
2
3

(
µ3(µ2 − µ1) + µ1µ2

)
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

2(µ1 − µ3)2 + µ2
1µ

2
2(µ1 − µ3)(µ2 − µ3) + µ2

2µ
2
3

(
µ2(µ3 − µ1)− µ1µ3 + µ2

1 − µ2
1

)
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

1µ
2
3

(
µ3(µ2 − µ1) + µ1µ2 + µ2

2 − µ2
2

)
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

2(µ1 − µ3)2 + µ2
1µ

2
2(µ1 − µ3)(µ2 − µ3) + µ2

2µ
2
3(µ3 − µ1)(µ2 − µ1)

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
−µ2

1µ
2
2µ

2
3 + µ2

1µ
2
3(µ2 − µ1)(µ3 − µ2) + µ2

1µ
2
2µ

2
3

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
−µ4

1(µ1 − µ3)2 + µ2
1µ

2
2(µ1 − µ3)(µ3 − µ2) + µ2

2µ
2
3(µ1 − µ2)(µ3 − µ1)

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

1µ
2
3(µ1 − µ2)(µ3 − µ2)

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
β1β3

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
,

ν2
3 =

1

3
+

2(β1 − β2)(µ2
1µ

2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 − µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3))

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 + 2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3))

3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2(β1 − β2)

(
µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3 − µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

)
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1) + 2(β1 − β2)

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

[
(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)− (β1 − β2)

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
3µ2

3µ1 − 3µ2
3µ2 + 3µ2

2µ1 − 3µ2
2µ3 + 3µ2

1µ3 − 3µ2
1µ2

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2µ1µ2µ3(µ1 + µ2 + µ3)

[
− 3µ2

3µ1 + 3µ2
3µ2

]
3(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
µ2

3(µ1 − µ2) + µ1µ2(µ2 − µ1) + µ3(µ2
1 − µ2

2)
]

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
2µ1µ2µ

3
3(µ1 + µ2 + µ3)(µ2 − µ1)

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
(µ2

1µ
2
2 + µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
3)
[
µ2

3 − µ1µ2 + µ1µ3 + µ2µ3

]
− 2µ1µ2µ

3
3(µ1 + µ2 + µ3)

(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ2

1µ
2
2

(
µ2

3 − µ1µ2 + µ1µ3 + µ2µ3

)
+ µ2

2µ
2
3

(
µ2

3 − µ1µ2 + µ1µ3 + µ2µ3 − 2µ1µ3

)
(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
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+
µ2

1µ
2
3

(
µ2

3 − µ1µ2 + µ1µ3 + µ2µ3 − 2µ2µ3

)
− 2µ1µ2µ

4
3

(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

3

(
µ2

2 − 2µ1µ2 + µ2
1

)
+ µ2

1µ
2
2

(
µ1(µ3 − µ2) + µ2µ3

)
(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

2µ
2
3

(
µ3(µ2 − µ1)− µ1µ2 + µ2

1

)
+ µ2

1µ
2
3

(
µ1(µ3 − µ2)− µ2µ3

)
(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

3(µ1 − µ2)2 + µ2
1µ

2
2

(
µ1(µ3 − µ2) + µ2µ3 + µ2

3 − µ2
3

)
(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

2µ
2
3(µ2 − µ1)(µ3 − µ1) + µ2

1µ
2
3

(
µ1(µ3 − µ2)− µ2µ3 + µ2

2 − µ2
2

)
(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
µ4

3(µ1 − µ2)2 + µ2
1µ

2
2(µ3 − µ2)(µ1 − µ3) + µ2

1µ
2
2µ

2
3 + µ2

2µ
2
3(µ2 − µ1)(µ3 − µ1)

(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

1µ
2
3(µ3 − µ2)(µ1 − µ2)− µ2

1µ
2
2µ

2
3

(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
−µ4

3(µ1 − µ2)2 + µ2
1µ

2
2(µ2 − µ3)(µ1 − µ3) + µ2

2µ
2
3(µ1 − µ3)(µ2 − µ1)

(µ3 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

+
µ2

1µ
2
3(µ2 − µ3)(µ1 − µ2)

(µ3 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2

=
β1β2

(µ3 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
.

Portanto,

ν2
1 =

β2β3

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
,

ν2
2 =

β1β3

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
, (2.20)

ν2
3 =

β1β2

(µ3 − µ2)(µ3 − µ1)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
.

De (2.8), segue que a condição µ1 < µ2 < µ3 implica β1 ≤ 0 e β3 ≥ 0. Logo, segue de

(2.20) que β2 ≥ 0. Contudo, como ν2
3 ≥ 0 e β1 ≤ 0, segue também de (2.20) que β2 ≤ 0.

Então, β2 = 0 e daí ν1 = ν3 = 0. Portanto, E2 é normal a superfície Σ, equivalentemente,

E1, E3 são campos tangentes a Σ. Daí, ∇E1E2 = −λE1 e ∇E3E2 = −λE3. Mas, de

(1.10), ∇E1E2 = µ1E3 e ∇E3E2 = −µ3E1. Portanto, λ = µ1 = µ3 = 0 o que resulta

β1 = β2 = β3 = 0, contradizendo a hipótese. �

Observação 2.1. Note que, supondo c3 < c1 < c2 na Proposição 2.1, temos c3 < 0 <

c2, c1 = c2 + c3 e Σ é uma superfície integral de uma das distribuições geradas por

{E1,
√
c2E2 +

√
−c3E3} ou {E1,

√
c2E2 −

√
−c3E3}. Agora, supondo c1 < c3 < c2, então

c3 = c1 + c2 e portanto Σ é uma superfície integral de uma das distribuições geradas por

{
√
−c1E1 +

√
c2E2, E3} ou {

√
−c1E1 −

√
c2E2, E3}.

37



A Proposição 2.1 permite generalizar um resultado sobre a não existência de superfícies

totalmente umbílicas dos espaços homogêneos E(κ, τ), com τ 6= 0 e κ 6= 4τ 2, provado em

[14]. Tal generalização é o seguinte resultado.

Corolário 2.1. Se ∆ = 0 e β2
1 + β2

2 + β2
3 6= 0, então G não admite superfícies totalmente

umbílicas.

Demonstração. É uma consequência imediata do Lema 2.4 e Proposição 2.1. �

Em virtude do Corolário 2.1, analisamos o caso ∆ 6= 0. Veremos agora que, se G possui

curvatura escalar positiva e as constantes de estrutura são tais que ∆ 6= 0, então não existe

superfície totalmente umbílica em G. De fato, observe que a matriz dos coe�cientes do

sistema linear (2.14) é invertível, assim

ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 = 1,

(β2 − β1)ν2
2 + (β3 − β1)ν2

3 = −β1, (2.21)

µ3(µ1 − µ2)ν2
2 + µ2(µ1 − µ3)ν2

3 = −(µ2µ3 + λ2).

Daí, segue que

ν2
3 =

β1 − β2

β3 − β1

ν2
2 −

β1

(β3 − β1)
. (2.22)

Agora, substituindo (2.22) na terceira equação de (2.21), obtemos

0 = µ3(µ1 − µ2)ν2
2 + µ2(µ1 − µ3)

(
β1 − β2

β3 − β1

ν2
2 −

β1

β3 − β1

)
+ (µ2µ3 + λ2)

= µ3(µ1 − µ2)ν2
2 +

µ2(µ1 − µ3)(β1 − β2)

(β3 − β1)
ν2

2 + (µ2µ3 + λ2)− µ2(µ1 − µ3)β1

(β3 − β1)

= µ3(µ1 − µ2)(β3 − β1)ν2
2 + µ2(µ1 − µ3)(β1 − β2)ν2

2

− (β1 − β3)(µ2µ3 + λ2)− µ2(µ1 − µ3)β1

= ν2
2

(
µ3(µ1 − µ2)β3 + µ2(µ3 − µ1)β2 + µ1(µ2 − µ3)β1)

− (β1 − β3)λ2 − µ1µ2β1 + µ2µ3β3.

Mas, −∆ = µ3(µ1 − µ2)β3 + µ2(µ3 − µ1)β2 + µ1(µ2 − µ3)β1. Então,

ν2
2(−∆) = (β1 − β3)λ2 + µ1µ2(µ2

2(µ1 − µ3) + µ2
3(µ1 − µ2))

− µ2µ3(µ2
1(µ3 − µ2) + µ2

2(µ3 − µ1))

= (β1 − β3)λ2 + µ2
1µ

3
2 − µ3

2µ1µ3 + µ2
3µ

2
1µ2 − µ2

3µ
2
2µ1

− µ2
1µ

2
3µ2 + µ2

1µ
2
2µ3 − µ2

3µ
3
2 + µ3

2µ1µ3

= (β1 − β3)λ2 + µ2
2(µ2

1µ2 − µ2
3µ1 + µ2

1µ3 − µ2
3µ2)
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= (β1 − β3)λ2 + µ2
2(µ2(µ1 − µ3)(µ1 + µ3) + µ3µ1(µ1 − µ3))

= (β1 − β3)λ2 + µ2
2(µ1 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3).

Portanto,

ν2
2 =

(β3 − β1)

∆
λ2 +

µ2
2

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
. (2.23)

Agora, usando (2.22) e (2.23), obtemos

ν2
3 =

(β1 − β2)(β3 − β1)

∆(β3 − β1)
λ2 +

µ2
2(β1 − β2)

(β3 − β1)(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
− β1

(β3 − β1)

=
(β1 − β2)

∆
λ2 +

µ2
2(β1 − β2)− β1(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)

(β3 − β1)(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)

=
(β1 − β2)

∆
λ2 +

−µ2
2β2 − β1(−µ2µ3 − µ1µ2 + µ1µ3)

(β3 − β1)(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)

=
(β1 − β2)

∆
λ2 +

µ2
1µ

2
2(µ3 − µ2) + µ2

2µ
2
3(µ1 − µ2) + β1(µ2µ3 + µ1µ2 − µ1µ3)

(β3 − β1)(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)

=
(β1 − β2)

∆
λ2 +

µ2
3(µ1 − µ2)

(
2µ2

2 + µ2µ3 + µ1µ2 − µ1µ3)

(2µ2
2 + µ2µ3 + µ1µ2 − µ1µ3)(µ3 − µ1)(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)

=
(β1 − β2)

∆
λ2 +

µ2
3

(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)
. (2.24)

Finalmente, substituindo os valores de (2.23) e (2.24) na primeira equação de (2.21), segue

que

ν2
1 +

(β3 − β1)

∆
λ2 +

µ2
2

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
+

(β1 − β2)

∆
λ2 +

µ2
3

(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)
= 1,

ou seja,

ν2
1 = 1− (β3 − β2)

∆
λ2 − µ2

2

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
− µ2

3

(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)

=
(β2 − β3)

∆
λ2 +

µ2
2

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)
+

µ2
3

(µ3 − µ1)(µ2 − µ3)
+ 1

=
(β2 − β3)

∆
λ2 +

µ2
2(µ3 − µ1) + µ2

3(µ1 − µ2) + (µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
(β2 − β3)

∆
λ2 +

µ2
1(µ3 − µ2)

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

=
(β2 − β3)

∆
λ2 +

µ2
1

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)
.
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Portanto,

ν2
1 =

(β2 − β3)

∆
λ2 +

µ2
1

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)
,

ν2
2 =

(β3 − β1)

∆
λ2 +

µ2
2

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
, (2.25)

ν2
3 =

(β1 − β2)

∆
λ2 +

µ2
3

(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)
.

Por (2.25) e Lema 2.1, o gradiente da função λ satisfaz

‖∇λ‖2 = 4µ2
2(µ3 − µ1)2

[
(β2 − β3)

∆
λ2 +

µ2
1

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)
− (β2 − β3)2

∆2
λ4

− 2µ2
1(β2 − β3)

∆(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)
λ2 − µ4

1

(µ1 − µ2)2(µ1 − µ3)2

]
+ 4µ2

1(µ3 − µ2)2

[
(β3 − β1)

∆
λ2 +

µ2
2

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
− (β3 − β1)2

∆2
λ4

− 2µ2
2(β3 − β1)

∆(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
λ2 − µ4

2

(µ2 − µ1)2(µ2 − µ3)2

]
− 8µ1µ2(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)

[
(β2 − β3)(β3 − β1)

∆2
λ4 +

µ2
2(β2 − β3)

∆(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
λ2

+
µ2

1(β3 − β1)

∆(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)
λ2 +

µ2
1µ

2
2

(µ1 − µ2)2(µ2 − µ3)(µ3 − µ1)

]

= 4λ2

[
µ2

2(µ3 − µ1)2(β2 − β3)

∆
− 2µ2

1µ
2
2(µ3 − µ1)2(β2 − β3)

∆(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)
+
µ2

1(µ3 − µ2)2(β3 − β1)

∆

− 2µ2
1µ

2
2(µ3 − µ2)2(β3 − β1)

∆(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
+

2µ1µ
3
2(µ3 − µ1)(β2 − β3)

∆(µ2 − µ1)
+

2µ3
1µ2(µ3 − µ2)(β3 − β1)

∆(µ1 − µ2)

− λ2

(
µ2

2(µ3 − µ1)2(β2 − β3)2

∆2
+
µ2

1(µ3 − µ2)2(β3 − β1)2

∆2

+
2µ1µ2(β2 − β3)(β3 − β1)

∆2

)]
+

4µ2
1µ

2
2(µ1 − µ3)

(µ1 − µ2)
− 4µ4

1µ
2
2

(µ1 − µ2)2

+
4µ2

1µ
2
2(µ2 − µ3)

(µ2 − µ1)
− 4µ2

1µ
4
2

(µ1 − µ2)2
+

8µ3
1µ

3
2

(µ1 − µ2)2

= 4λ2

[
(β2 − β3)

(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
µ2

2(µ1 − µ3)

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)
− 2µ2

1µ
2
2

(µ1 − µ2)2(µ2 − µ3)

+
2µ3

2µ1

(µ1 − µ2)2(µ2 − µ3)

)
+

(β3 − β1)

(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
µ2

1(µ2 − µ3)

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)

+
2µ2

1µ
2
2

(µ1 − µ2)2(µ1 − µ3)
− 2µ3

1µ2

(µ1 − µ2)2(µ1 − µ3)

)
− λ2

∆2

(
µ2(µ3 − µ1)(β2 − β3) + µ1(µ3 − µ2)(β3 − β1)

)2]
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+
4µ2

1µ
2
2

(µ1 − µ2)

(
(µ1 − µ3)− µ2

1

(µ1 − µ2)
+ (µ3 − µ2)− µ2

2

(µ1 − µ2)
+

2µ1µ2

(µ1 − µ2)

)
= 4λ2

[
(β2 − β3)

(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
µ2

2(µ1 − µ3)(µ1 − µ2)− 2µ2
1µ

2
2 + 2µ3

2µ1

(µ1 − µ2)2(µ2 − µ3)

)
+

(β3 − β1)

(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
µ2

1(µ2 − µ3)(µ1 − µ2) + 2µ2
1µ

2
2 − 2µ3

1µ2

(µ1 − µ2)2(µ2 − µ3)

)
− λ2

∆2

(
µ2(µ3 − µ1)β2 + µ1(µ2 − µ3)β1 + µ3(µ1 − µ2)β3

)2]
+

4µ2
1µ

2
2

(µ1 − µ2)2

(
µ2

1 − µ1µ2 − µ2
1 − µ1µ2 + µ2

2 − µ2
2 + 2µ1µ2

)
= 4λ2

[
(β2 − β3)

(µ1 − µ2)2(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
−µ2

2µ3µ1 + µ3
2µ3 − µ2

1µ
2
2 + µ3

2µ1

(µ2 − µ3)

)
+

(β3 − β1)

(µ1 − µ2)2(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
µ2

1µ3µ2 − µ3
1µ3 + µ2

1µ
2
2 − µ3

1µ2

(µ1 − µ3)

)
− λ2

∆2
∆2

]

= 4λ2

[
(β2 − β3)

(µ1 − µ2)2(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
µ2

2µ1(µ2 − µ1) + µ2
2µ3(µ2 − µ1)

(µ2 − µ3)

)
+

(β3 − β1)

(µ1 − µ2)2(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
µ2

1µ2(µ2 − µ1) + µ2
1µ3(µ2 − µ1)

(µ1 − µ3)

)
− λ2

]

= 4λ2

[
1

(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
(−µ2

2µ1 − µ2
2µ3)(β2 − β3)

(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)

)
+

1

(µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1)

(
(−µ2

1µ2 − µ2
1µ3)(β3 − β1)

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)

)
− λ2

]

= 4λ2

[
1

∆

(
(−µ2

2µ1 − µ2
2µ3)(µ1 − µ3)

(
2µ2

1(µ2 − µ3) + µ2
3(µ2 − µ1)− µ2

2(µ3 − µ1)
)

+ (−µ2
1µ2 − µ2

1µ3)(µ2 − µ3)
(
2µ2

2(µ3 − µ1) + µ2
1(µ3 − µ2)− µ2

3(µ1 − µ2)
))
− λ2

]
= 4λ2

[
1

∆

(
(µ1 − µ3)(µ2 − µ3)

(
− 2µ3

1µ
2
2 − 2µ2

1µ
2
2µ3 + 2µ3

2µ
2
1 + 2µ2

1µ
2
2µ3

)
+ (µ1 − µ3)(µ1 − µ2)

(
µ2

3µ
2
2µ1 + µ3

3µ
2
2

)
+ (µ2 − µ3)(µ1 − µ2)

(
µ2

1µ
2
3µ2 + µ3

3µ
2
1

)
+ (µ2 − µ3)

(
− µ4

1µ2µ3 + µ4
1µ

2
2 − µ4

1µ
2
3 + µ4

1µ2µ3

)
+ (µ1 − µ3)

(
µ4

2µ1µ3 − µ4
2µ

2
1 + µ4

2µ
2
3 − µ4

2µ1µ3

))
− λ2

]
= 4λ2

[
1

∆

(
(µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2 − µ1)2µ2

1µ
2
2

+ (µ1 − µ3)(µ1 − µ2)
(
µ3

3µ
2
2 − µ3

2µ
2
3 + µ3

2µ
2
3 + µ2

3µ
2
2µ1

)
+ (µ2 − µ3)(µ1 − µ2)

(
µ3

3µ
2
1 − µ3

1µ
2
3 + µ3

1µ
2
3 + µ2

1µ
2
3µ2

)
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+ (µ2 − µ3)
(
µ4

1µ
2
2 − µ4

1µ
2
3

)
+ (µ1 − µ3)

(
µ4

2µ
2
3 − µ4

2µ
2
1

))
− λ2

]
= 4λ2

[
1

∆

(
(µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2 − µ1)

(
2µ2

1µ
2
2 + µ2

3µ
2
2 + µ2

3µ
2
1

)
+ (µ1 − µ3)(µ1 − µ2)

(
µ3

2µ
2
3 + µ2

3µ
2
2µ1

)
+ (µ2 − µ3)(µ1 − µ2)

(
µ3

1µ
2
3 + µ2

1µ
2
3µ2

)
+ (µ2 − µ3)

(
µ4

1µ
2
2 − µ4

1µ
2
3

)
+ (µ1 − µ3)

(
µ4

2µ
2
3 − µ4

2µ
2
1

))
− λ2

]
= 4λ2

[
1

∆

(
(µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2 − µ1)

(
2µ2

1µ
2
2 + µ2

3µ
2
2 + µ2

3µ
2
1

)
+ (µ1 − µ3)

(
µ2

3 − µ2
2

)
µ2

1µ
2
2 + (µ2 − µ3)(µ2

1 − µ2
3)µ2

1µ
2
2

)
− λ2

]
= 4λ2

[
1

∆

(
(µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2 − µ1)

(
2µ2

1µ
2
2 + µ2

3µ
2
2 + µ2

3µ
2
1

)
− (µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2 + µ3)µ2

1µ
2
2 + (µ2 − µ3)(µ1 − µ3)(µ1 + µ3)µ2

1µ
2
2

)
− λ2

]
= 4λ2

[
1

∆

(
(µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2 − µ1)

(
2µ2

1µ
2
2 + µ2

3µ
2
2 + µ2

3µ
2
1

)
− (µ1 − µ3)(µ2 − µ3)

(
µ3

1µ
2
2 − µ3

2µ
2
1

))
− λ2

]
= 4λ2

[
1

∆

(
(µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2 − µ1)

(
2µ2

1µ
2
2 + µ2

3µ
2
2 + µ2

3µ
2
1

)
− (µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2 − µ1)µ2

1µ
2
2

)
− λ2

]
= 4λ2

[
(µ1 − µ3)(µ2 − µ3)(µ2 − µ1)

(
µ2

1µ
2
2 + µ2

3µ
2
2 + µ2

3µ
2
1

)
∆

− λ2

]
= 4λ2

(
− µ2

1µ
2
2 + µ2

3µ
2
2 + µ2

3µ
2
1

µ1µ2 + µ3µ2 + µ3µ1

− λ2

)
= 4λ2

(
ε− λ2), (2.26)

onde ε = −2(µ2
1µ

2
2 + µ2

3µ
2
2 + µ2

3µ
2
1)

ρ
e ρ é a curvatura escalar de G, ver (1.12). Asssim,

se G possui curvatura escalar positiva, então ε < 0. Mas, isto não pode ocorrer, pois

de (2.26) ‖∇λ‖2 < 0. Logo, não existe superfície totalmente umbílica em grupos de Lie

unimodulares, tal que ∆ 6= 0 e a curvatura escalar positiva.

2.1 Prova do Teorema Principal

Nesta seção, nos dedicamos a prova do teorema principal deste capítulo.

Teorema 2.1. Seja G um grupo de Lie unimodular com constantes de estruturas c3 ≤
c2 ≤ c1.
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(1) Se c1 = c2 = c3 ou c1 = c2, c3 = 0, então G tem curvatura seccional constante e

portanto, é isométrico a S3 ou R3.

(2) Se c3 < 0 < c1 e c2 = c1 + c3, então

• Para c2 6= 0, qualquer superfície totalmente umbílica em G pertence a uma das

duas famílias de superfícies totalmente geodésicas descritas na Proposição 2.1.

• Para c2 = 0, G = Sol3 munido com uma métrica invariante à esquerda por

uma homotetia da métrica usual. Além disso, qualquer superfície totalmente

umbílica em G é totalmente geodésica ou, a menos de isometrias do espaço

ambiente, uma das superfícies descritas em [14].

(3) Nos outros casos, não existem superfícies totalmente umbílicas em G.

Demonstração. Por (1.11),

K(E1, E2) = 〈R(E1, E2)E2, E1〉 = −µ1µ2 + c3µ3,

K(E1, E3) = 〈R(E1, E3)E3, E1〉 = −µ1µ3 + c2µ2,

K(E2, E3) = 〈R(E2, E3)E3, E2〉 = −µ2µ3 + c1µ1,

em queK é a curvatura seccional de G. Se c1 = c2 = c3 = c 6= 0, então µ1 = µ2 = µ3 = 1
2
c.

Logo, K(E1, E2) = K(E1, E3) = K(E2, E3) = 1
4
c2, ou seja, K > 0 e portanto de [1], G é

isométrico a S3. Por outro lado, se c1 = c2 e c3 = 0, então µ1 = µ2 = 0 e µ3 = c1 = c2.

Logo, K(E1, E2) = K(E1, E3) = K(E2, E3) = 0, e assim G é isométrico a R3. Concluindo

assim o item (1).

Observe que se β2
1 + β2

2 + β2
3 = 0, então retornaremos ao primeiro item do Teorema.

Assim, suponha β2
1 + β2

2 + β2
3 6= 0. Considere Σ uma superfície totalmente umbílica em G

com função de umbilicidade λ. Se λ é constante, então o resultado segue da Proposição

2.1 e do Corolário 2.1. Dessa forma, suponha λ não constante. Primeiro, notemos que

∇λ =
3∑
i=1

αiEi, com αi ∈ C∞(Σ) e usando o Lema 2.1, segue que

α1 = 〈E1, 2µ2(µ3 − µ1)ν1E
>
1 + 2µ1(µ3 − µ2)ν2E

>
2 〉

= 2µ2(µ3 − µ1)ν1(1− ν2
1)− 2µ1(µ3 − µ2)ν2

2ν1

= 2µ2µ3ν1 − 2µ2µ3ν
3
1 − 2µ1µ2ν1 + 2µ1µ2ν

3
1 − 2µ1µ3ν

2
2ν1 + 2µ1µ2ν

2
2ν1

= 2ν1

(
µ2µ3 − µ2µ3ν

2
1 − 2µ1µ3ν

2
2 − 2µ1µ2ν

2
3

)
= 2ν1(λ2 + µ2µ3).

Analogamente,

α2 = 2ν2(λ2 + µ1µ3) e α3 = 2ν3(λ2 + µ1µ2).
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Considere o campo tangente a Σ e ortogonal a ∇λ dado por

X = ∇λ ∧N =

∣∣∣∣∣∣∣
E1 E2 E3

ν1 ν2 ν3

α1 α2 α3

∣∣∣∣∣∣∣ = (α3ν2 − α2ν3)E1 + (α1ν3 − α3ν1)E2 + (α2ν1 − α1ν2)E3.

Se escrevermos X =
3∑
i=1

biEi, com b1, b2, b3 ∈ C∞(Σ), segue que

b1 = α3ν2 − α2ν3 = 2ν2ν3

[
(λ2 + µ1µ2)− (λ2 + µ1µ3)

]
= 2µ1(µ2 − µ3)ν2ν3,

b2 = α1ν3 − α3ν1 = 2ν1ν3

[
(λ2 + µ2µ3)− (λ2 + µ1µ2)

]
= 2µ2(µ3 − µ1)ν1ν3, (2.27)

b3 = α2ν1 − α1ν2 = 2ν1ν2

[
(λ2 + µ1µ3)− (λ2 + µ2µ3)

]
= 2µ3(µ1 − µ2)ν1ν2.

Agora, observamos que dNp(Xp) =
(
〈∇ν1, Xp〉, 〈∇ν2, Xp〉, 〈∇ν3, Xp〉

)
, e de (2.25)

ν1∇ν1 =
(β3 − β2)λ

∆
∇λ, ν2∇ν2 =

(β1 − β3)λ

∆
∇λ, ν3∇ν3 =

(β2 − β1)λ

∆
∇λ.

Portanto dNp(Xp) = 0 para todo p ∈ Σ. Usando o mesmo argumento da prova do Lema

2.3, (b1, b2, b3) satisfazem o sistema linear (2.13). Logo, de (2.13) e (2.27), obtemos
λµ1(µ2 − µ3)ν2ν3 + µ2

2(µ3 − µ1)ν2
3ν1 − µ2

3(µ1 − µ2)ν2
2ν1 = 0,

λµ2(µ3 − µ1)ν1ν3 + µ2
3(µ1 − µ2)ν2

1ν2 − µ2
1(µ2 − µ3)ν2

3ν2 = 0,

λµ3(µ1 − µ2)ν1ν2 + µ2
1(µ2 − µ3)ν2

2ν3 − µ2
2(µ3 − µ1)ν2

1ν3 = 0,

ou seja,

λν2ν3 =
µ2

2(µ1 − µ3)ν2
3 + µ2

3(µ1 − µ2)ν2
2

µ1(µ2 − µ3)
ν1,

λν1ν3 =
µ2

1(µ2 − µ3)ν2
3 + µ2

3(µ2 − µ1)ν2
1

µ2(µ3 − µ1)
ν2,

λν1ν2 =
µ2

1(µ3 − µ2)ν2
2 + µ2

2(µ3 − µ1)ν2
1

µ3(µ1 − µ2)
ν3.

Usando apenas a primeira equação e tomando o quadrado em ambos lados, obtemos

µ2
1(µ2 − µ3)2λ2ν2

2ν
2
3 =µ4

3(µ1 − µ2)2ν4
2ν

2
1 + 2µ2

2µ
2
3(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)ν2

1ν
2
2ν

2
3

+ µ4
2(µ1 − µ3)2ν4

3ν
2
1 .

De (2.25), a função de umbilicidade λ satisfaz uma equação polinomial da forma

q6λ
6 + q4λ

4 + q2λ
2 = 0,
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onde

q2 = µ4
3(µ1 − µ2)2

(
2µ2

1µ
2
2(β3 − β1)

∆(µ1 − µ2)2(µ3 − µ2)(µ1 − µ3)
+

µ4
2(β2 − β3)

∆(µ2 − µ1)2(µ2 − µ3)2

)
+ 2µ2

2µ
2
3(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)

(
µ2

1µ
2
3(β3 − β1)

∆(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1 − µ3)2

+
µ2

1µ
2
2(β1 − β2)

∆(µ1 − µ2)2(µ3 − µ2)(µ1 − µ3)
+

µ2
2µ

2
3(β2 − β3)

∆(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)2(µ1 − µ3)

)
+ µ4

2(µ1 − µ3)2

(
2µ2

1µ
2
3(β1 − β2)

∆(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)(µ1 − µ3)2
+

µ4
3(β2 − β3)

∆(µ3 − µ1)2(µ3 − µ2)2

)
− µ2

1µ
2
2µ

2
3(µ2 − µ3)2

(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)2(µ1 − µ3)

= − µ2
1µ

2
2µ

2
3

(µ2 − µ1)(µ1 − µ3)
,

q4 = µ4
3(µ1 − µ2)2

(
µ2

1(β3 − β1)2

∆2(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)
+

2µ2
2(β3 − β1)(β2 − β3)

∆2(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)

)
+

2µ2
1µ

2
2µ

2
3(β3 − β1)(β1 − β2)

∆2
+

2µ2
2µ

4
3(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)(β3 − β1)(β2 − β3)

∆2(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)

+
2µ4

2µ
2
3(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)(β1 − β2)(β2 − β3)

∆2(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)
+
µ4

2µ
2
1(µ1 − µ3)2(β1 − β2)2

∆2(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)

+
2µ4

2µ
2
3(µ1 − µ3)2(β1 − β2)(β2 − β3)

∆2(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)
− µ2

1µ
2
3(µ2 − µ3)2(β3 − β1)

∆(µ3 − µ1)(µ3 − µ2)

− µ2
1µ

2
2(µ2 − µ3)2(β1 − β2)

∆(µ2 − µ1)(µ2 − µ3)

=
µ2

1µ
4
3(µ1 − µ2)(β3 − β1)2

∆2(µ1 − µ3)
+

2µ2
1µ

2
2µ

2
3(β3 − β1)(β1 − β2)

∆2
+
µ2

1µ
4
2(µ1 − µ3)(β1 − β2)2

∆2(µ1 − µ2)

− µ2
1µ

2
3(µ2 − µ3)(β3 − β1)

∆(µ1 − µ3)
− µ2

1µ
2
2(µ2 − µ3)(β1 − β2)

∆(µ2 − µ1)

= µ1µ2µ3

[
µ1µ

3
3(β3 − β1)2

∆2(µ3 − µ1)
+

2µ1µ2µ3(β3 − β1)(β1 − β2)

∆2
+
µ1µ

3
2(β1 − β2)2

∆2(µ2 − µ1)

+
µ1µ3(β3 − β1)

∆(µ3 − µ1)
+
µ1µ2(β1 − β2)

∆(µ2 − µ1)

]
+
µ2

1µ
3
3(β3 − β1)

∆2(µ1 − µ3)

(
µ1µ3(β3 − β1) + ∆

)
+
µ2

1µ
3
2(β1 − β2)

∆2(µ1 − µ2)

(
µ1µ2(β1 − β2) + ∆

)
= µ1µ2µ3Q(µ1, µ2, µ3),

em que Q é um polinômio nas variáveis µ1, µ2, µ3.

q6 =
(β2 − β3)

∆3

(
µ4

3(µ1 − µ2)2(β3 − β1)2 + 2µ2
2µ

2
3(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)(β3 − β1)(β1 − β2)
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+ µ4
2(µ1 − µ3)2(β1 − β2)2

)
− µ2

1(µ2 − µ3)2(β3 − β1)(β1 − β2)

∆2

=
(β2 − β3)

∆3

(
µ2

3(µ1 − µ2)(β3 − β1) + µ2
2(µ1 − µ3)(β1 − β2)

)2

+
µ2

1(µ2 − µ3)2(β1 − β3)(β1 − β2)

∆2

=
(β2 − β3)(µ1 − µ2)2(µ1 − µ3)2(µ2 − µ3)2

(
µ2

2(µ3 − µ1) + µ2
3(µ2 − µ1)

)2

∆3

+
µ2

1(µ1 − µ3)(µ1 − µ2)(µ2 − µ3)2
(
2µ2

2 − µ1µ3 + µ2(µ1 + µ3)
)(

2µ2
3 − µ1µ2 + µ3(µ1 + µ2)

)
∆2

=

(
µ2

2(µ3 − µ1) + µ2
3(µ2 − µ1)

)2(
2µ2

1 − µ2µ3 + µ1(µ2 + µ3)
)

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)3

+

(
2µ2

1µ
2
2 − µ3

1µ3 + µ2
1µ2(µ1 + µ3)

)(
2µ2

3 − µ1µ2 + µ3(µ1 + µ2)
)

(µ1 − µ2)(µ1 − µ3)(µ1µ2 + µ2µ3 + µ1µ3)2
.

Como λ não é constante, segue que q2 = q4 = q6 = 0. Sendo ∆ 6= 0, a condição q2 = 0

implica µ1 = 0 ou µ2 = 0 ou µ3 = 0. Como q6 = 0, podemos veri�car que, se algum µi é

igual a 0, então a soma dos outros dois também é igual a 0. Portanto, G é isométrico ao

grupo Sol3. �

46



Capítulo 3

Superfícies totalmente umbílicas em

grupos de Lie não-unimodulares

Neste capítulo, G denota um grupo de Lie não-unimodular. Pela Seção 1.5, G é iso-

métrico ao produto semidireto R2 oB(a,b) R, onde a matriz B é dada por (1.13). Como

antes, o nosso objetivo é estudar a classi�cação das superfícies totalmente umbílicas em

G. Para tanto, seguiremos com as mesmas notações do Capítulo 2.

De acordo com o Lema 1.5,

R(φu, φv)N =
[(

(1− a)2 − ab2 − ab2(1− a)
)
ν1y1 +

(
(1 + a)2 + ab2 + ab2(1 + a)

)
ν2y2

+
(
1− a2(1 + b2)

)
ν3y3

]
φu −

[(
(1− a)2 − ab2 − ab2(1− a)

)
ν1x1

+
(
(1 + a)2 + ab2 + ab2(1 + a)

)
ν2x2 +

(
1− a2(1 + b2)

)
ν3x3

]
φv.

Como Σ é totalmente umbílica em G, então por (2.1)

λu =
(
(1− a)2 − ab2 − ab2(1− a)

)
ν1x1 +

(
(1 + a)2 + ab2 + ab2(1 + a)

)
ν2x2

+
(
1− a2(1 + b2)

)
ν3x3

)
,

λv =
(
(1− a)2 − ab2 − ab2(1− a)

)
ν1y1 +

(
(1 + a)2 + ab2 + ab2(1 + a)

)
ν2y2

+
(
1− a2(1 + b2)

)
ν3y3.

Escrevendo,
β1 =

(
(1− a)2 − ab2 − ab2(1− a)

)
ν1,

β2 =
(
(1 + a)2 + ab2 + ab2(1 + a)

)
ν2,

β3 =
(
1− a2(1 + b2)

)
ν3,

e como λu = 〈φu,∇λ〉, λv = 〈φv,∇λ〉, temos que

∇λ =
3∑

k=1

βkE
>
k
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=
(
(1− a)2 − ab2 − ab2(1− a)

)
ν1E

>
1 +

(
(1 + a)2 + ab2 + ab2(1 + a)

)
ν2E

>
2

+
(
1− a2(1 + b2)

)
ν3E

>
3 .

=
(
(1− a)2 − ab2 − ab2(1− a)

)
ν1E

>
1 +

(
(1 + a)2 + ab2 + ab2(1 + a)

)
ν2E

>
2

+
(
1− a2(1 + b2)

)(
− ν1E

>
1 − ν2E

>
2

)
,

Assim, fazendo as distribuições e operações necessárias, obtemos

∇λ = 2a
(
a− 1− b2 + ab2

)
ν1E

>
1 + 2a

(
a+ 1 + b2 + ab2

)
ν2E

>
2

= 2a(1 + b2)
(
(a− 1)ν1E

>
1 + (a+ 1)ν2E

>
2

)
. (3.1)

Os próximos resultados são análogos aos Lemas 2.1, 2.2 e 2.3.

Lema 3.1. As funções νi ∈ C∞(Σ), satisfazem:

∇ν1 =
(
(1 + a)ν3 − λ

)
E>1 + abν3E

>
2 + bν1E

>
3 ,

∇ν2 = abν3E
>
1 +

(
(1− a)ν3 − λ

)
E>2 − bν1E

>
3 ,

∇ν3 = −
(
(1 + a)ν1 + abν2

)
E>1 −

(
abν1 + (1− a)ν2

)
E>2 − λE>3 .

Demonstração. A prova é análoga a do Lema 2.1. �

Lema 3.2. Se a 6= 0, então(
(a+ 1)(a+ 2)ν2

2 − (a− 1)(a− 2)ν2
1 − 2a

)
b+ 2(a2 − 1)ν1ν2 = 0 (3.2)

Demonstração. Do mesmo modo que no Lema 2.2, mostra-se que

[
E>2 , E

>
3

]
(λ) = 2a(1 + b2)

[
ν2

1ν2

(
a2 − 2a2ν2

1 − 1− 2a2ν2
2 − 2aν2

2 + 2aν2
1

)
+ bν1

(
− a2 + a+ 2a2ν2

2 + a2ν4
1 − 2aν4

1 − a2ν4
2 − 2aν4

2

+ aν2
1 + aν2

2 − ν2
1 − ν2

2 + ν4
1 − ν4

2

)
+ ν2(a2 − 1)− 2ν5

2(a2 − 1)

+ ν3
2(a2 − 1) + λν2ν3(a+ 1)

]
. (3.3)

Por outro lado, usando o Lema 3.1, obtemos

E>3 (E>2 (λ)) = 2a(1 + b2)
[
ν2

1ν2

(
2(a− 1)− a2ν2

1 + 3ν2
1 + 2a2ν2

2 − 2a(ν2
1 + ν2

2)− 3λν3(a− 1)
)

+ abν1

(
6aν2

2 − 6aν2
1ν

2
2 − 5aν4

2 + 2aν2
1 − aν4

1 + 2ν2
2 − ν4

2 + ν4
1 − a− 1

)
+ bν1

(
2aν2

1ν
2
2 + 4ν2

1ν
2
2 − aν2

1 − ν2
1 + aν4

1 − ν4
1 + aν4

2 + 5ν4
2 − aν2

2 − ν2
2

)
+ ν2(a2 − 1)− 4ν3

2(a2 − 1) + 3ν5
2(a2 − 1) + λν2ν3(a+ 1)− 3λν3

2ν3(a+ 1)
]
,

E>2 (E>3 (λ)) = 2a(1 + b2)
[
ν2

1ν2

(
− a2 − 1− 3ν2

1(a2 − 1)− 3λν3(a− 1) + 2a− 4aν2
2

)
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+ abν1

(
2(1− a) + 3aν2

1 + 7aν2
2 − 6aν2

1ν
2
2 − 6aν4

2 − 3ν2
1 − ν2

2 + 2ν2
1ν

2
2 − 2ν4

2

)
+ bν1

(
− 4ν2

2 + 4ν2
1ν

2
2 + 4ν4

2

)
+ 2ν2(a2 − 1)− 3ν3

2(a2 − 1) + 2λν2ν3(a+ 1)

− 3λν3
2ν3(a+ 1) + ν5

2(a2 − 1)
]
.

Assim,[
E>2 , E

>
3

]
(λ) = 2a(1 + b2)

[
ν2

1ν2

(
− a2 + 1− 2a2ν2

1 − 2a2ν2
2 + 2aν2

1 − 2aν2
2

)
+ bν1

(
− a2 + 3a+ a2ν2

2 + a2ν2
1 − a2ν4

2 + a2ν4
1 − 2aν2

1 − 2aν2
2

− 2aν4
2 − 2aν4

1 − 2ν2
2 − ν4

2 + ν2
1 + ν4

1

)
+ ν2(a2 − 1) + ν3

2(a2 − 1)

+ λν2ν3(a+ 1)− 2ν5
2(a2 − 1)

]
. (3.4)

Igualando (3.3) e (3.4), obtemos

2a(1 + b2)
[
bν1

(
− 2a+ a2ν2

2 + 3aν2
1 + 3aν2

2 − 2ν2
1 + 2ν2

2 − a2ν2
1

)
+ 2ν2

1ν2(a2 − 1)
]

= 0.

Como 1 + b2 6= 0, então

aν1

[(
(a+ 1)(a+ 2)ν2

2 − (a− 1)(a− 2)ν2
1 − 2a

)
b+ 2(a2 − 1)ν1ν2

]
= 0.

Repetindo o mesmo processo para [E>1 , E
>
2 ] e [E>1 , E

>
3 ], obtemos as seguintes identidades

aν3

[(
(a+ 1)(a+ 2)ν2

2 − (a− 1)(a− 2)ν2
1 − 2a

)
b+ 2(a2 − 1)ν1ν2

]
= 0,

aν2

[(
(a+ 1)(a+ 2)ν2

2 − (a− 1)(a− 2)ν2
1 − 2a

)
b+ 2(a2 − 1)ν1ν2

]
= 0.

Como ν1, ν2 e ν3 não se anulam simultaneamente, obtemos (3.2). �

Observamos que se a = 0, então o grupo G é isométrico a H3, ver observação 1.2. Se

a = 1 e b = 0, então G é isométrico a H2×R, ver exemplo 1.1. Agora para o caso a 6= 1 e

b 6= 0, o Lema 3.2 implica que a imagem da aplicação de Gauss está contida em uma curva

e assim possui dimensão no máximo 1. Note ainda que, se a = 1 e b é arbitrário, então

G é isométrico a E(−4, b) (ver observação 1.2) e esse caso também pode ser descartado,

pois já sabemos que E(−4, b) não admite superfície totalmente umbílica.

Vamos agora para o caso a 6= 0 e a 6= 1.

Lema 3.3. Se a /∈ {0, 1}, então as seguintes identidades são verdadeiras

λ2 − 2ν3λ− ab2ν2
1 + ab2ν2

2 − a2(1 + b2)ν2
3 + ν2

3 + 2abν1ν2 = 0, (3.5)

4bν2
1ν

2
2 + ((1− a)ν2

1 − (1 + a)ν2
2 + 2a)abν2

3 = 0. (3.6)

Demonstração. Como a imagem da aplicação normal de Gauss invariante à esquerda

tem dimensão no máximo 1, então dado p ∈ Σ, existe u ∈ TpΣ tal que dNp(u) = 0 e
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consequentemente 〈u,∇νi〉 = 0 para todo i ∈ {1, 2, 3}. Escrevendo u =
∑3

i=1 biEi, e

usando (1.15), então

∇uN =
3∑

i,j=1

biνj∇Ei
Ej

= b1ν1∇E1E1 + b1ν2∇E1E2 + b1ν3∇E1E3 + b2ν1∇E2E1 + b2ν2∇E2E2

+ b2ν3∇E2E3 + b3ν1∇E3E1 + b3ν2∇E3E2 + b3ν3∇E3E3

= b1ν1(1 + a)E3 + b1ν2abE3 − b1ν3(1 + a)E1 − b1ν3abE2 + b2ν1abE3

+ b2ν2(1− a)E3 − b2ν3abE1 − b2ν3(1− a)E2 + b3ν1bE2 − b3ν2bE1

= (−b1ν3(1 + a)− b2ν3ab− b3ν2b)E1 + (−b1ν3ab− b2ν3(1− a) + b3ν1b)E2

+ (b1ν1(1 + a) + b1ν2ab+ b2ν1ab+ b2ν2(1− a)) .

Por outro lado, como Σ é totalmente umbílica segue que

∇uN = −λu = −λ (b1E1 + b2E2 + b3E3) .

Assim,
−λb1 = −b1ν3(1 + a)− b2ν3ab− b3ν2b

−λb2 = −b1ν3ab− b2ν3(1− a) + b3ν1b

−λb3 = b1ν1(1 + a) + b1ν2ab+ b2ν1ab+ b2ν2(1− a).

Sendo b1ν1 + b2ν2 + b3ν3 = 0, pois 〈u,N〉 = 0, então
−ν3(1 + a) + λ −ν3ab −ν2b

−ν3ab −ν3(1− a) + λ ν1b

ν1(1 + a) + ν2ab ν1ab+ ν2(1− a) λ

ν1 ν2 ν3


 b1

b2

b3

 =

 0

0

0

 . (3.7)

O sistema (3.7) é homogêneo, assim, os menores de ordem 3 da matriz que representa esse

sistema devem ser nulos para que tenhamos uma solução não trivial. Logo,

∆1 = λ (−(1 + a)ν3 + λ) (−(1− a)ν3 + λ)− ab2ν1ν3 ((1 + a)ν1 + abν2)

+ ab2ν2ν3 ((1− a)ν2 + abν1) + bν2 ((1 + a)ν1 + abν2) (−(1− a)ν3 + λ)

− bν1 (−(1 + a)ν3 + λ) ((1− a)ν2 + abν1)− a2b2ν2
3λ

= λ
(
(1− a2)ν2

3 − λν3(1 + a)− λν3(1− a) + λ2
)
− ab2ν2

1ν3(1 + a)− a2b3ν1ν2ν3

+ ab2ν2
2ν3(1− a) + a2b3ν1ν2ν3 + bν2

(
− (1− a2)ν1ν3 + λν1(1 + a)

− abν2ν3(1− a) + λν2ab
)
− bν1

(
− abν1ν3(1 + a)− ν2ν3(1− a2) + λabν1

+ λν2(1− a)
)
− a2b2ν2

3λ

= λ
(
(1− a2)ν2

3 − 2λν3 + λ2
)
− ab2ν2

1ν3(1 + a) + ab2ν2
2ν3(1− a)
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− bν1ν2ν3(1− a2) + bν1ν2λ(1 + a)− ab2ν2
2ν3(1− a) + ab2ν2

2λ

+ ab2ν2
1ν3(1 + a) + bν1ν2ν3(1− a2)− ab2ν2

1λ− bν1ν2λ(1− a)− a2b2ν2
3λ

= λν2
3(1− a2)− 2λ2ν3 + λ3 + bν1ν2λ(1 + a) + ab2ν2

2λ− ab2ν2
1λ− bν1ν2λ(1− a)

− a2b2ν2
3λ

= λν2
3(1− a2)− 2λ2ν3 + λ3 + 2abν1ν2λ+ ab2ν2

2λ− ab2ν2
1λ− a2b2ν2

3λ

= λ
(
λ2 − 2λν3 + ν2

3(1− a2) + 2abν1ν2 + ab2ν2
2 − ab2ν2

1 − a2b2ν2
3

)
= λ

(
λ2 − 2λν3 − ab2ν2

1 + ab2ν2
2 − a2ν2

3(1 + b2) + ν2
3 + 2abν1ν2

)
,

∆2 = ν3 (−(1 + a)ν3 + λ) (−(1− a)ν3 + λ)− ab2ν2
1ν3 + ab2ν2

2ν3

+ bν1ν2 (−(1− a)ν3 + λ)− bν1ν2 (−(1 + a)ν3 + λ)− a2b2ν3
3

= ν3

(
(1− a2)ν2

3 − λν3(1 + a)− λν3(1− a) + λ2
)
− ab2ν2

1ν3 + ab2ν2
2ν3

+ bν1ν2 (−(1− a)ν3 + λ+ (1 + a)ν3 − λ)− a2b2ν3
3

= ν3

(
ν2

3 − a2ν2
3 − 2λν3 + λ2

)
− ab2ν2

1ν3 + ab2ν2
2ν3 + 2abν1ν2ν3 − a2b2ν3

3

= ν3

(
λ2 − 2λν3 − ab2ν2

1 + ab2ν2
2 − a2ν2

3(1 + b2) + ν2
3 + 2abν1ν2

)
,

∆3 = ν3 (−(1 + a)ν3 + λ) ((1− a)ν2 + abν1)− λabν1ν3 − bν2
2 ((1 + a)ν1 + abν2)

+ bν1ν2 ((1− a)ν2 + abν1)− λν2 (−(1 + a)ν3 + λ) + abν2
3 ((1 + a)ν1 + abν2)

= ν3

(
−(1− a2)ν2ν3 − abν1ν3(1 + a) + λν2(1− a) + abν1λ

)
− λabν1ν3

− bν2
2ν1(1 + a)− ab2ν3

2 + bν2
2ν1(1− a) + ab2ν2

1ν2 + λν2ν3(1 + a)− λ2ν2

+ abν2
3ν1(1 + a) + a2b2ν2

3ν2

= −ν2
3ν2(1− a2)− abν1ν

2
3(1 + a) + λν2ν3(1− a) + abν1ν3λ− λabν1ν3

− bν2
2ν1(1 + a)− ab2ν3

2 + bν2
2ν1(1− a) + ab2ν2

1ν2 + λν2ν3(1 + a)− λ2ν2

+ abν2
3ν1 + a2bν2

3ν1 + a2b2ν2
3ν2

= −ν2
3ν2 + a2ν2

3ν2 + 2λν2ν3 − abν2
2ν1 − ab2ν3

2 − abν2
2ν1 + ab2ν2

1ν2 − λ2ν2 + a2b2ν2
3ν2

= ν2

(
−ν2

3 + a2ν2
3(1 + b2) + 2λν3 − 2abν1ν2 − ab2ν2

2 + ab2ν2
1 − λ2

)
= ν2

(
λ2 − 2λν3 − ab2ν2

1 + ab2ν2
2 − a2ν2

3(1 + b2) + ν2
3 + 2abν1ν2

)
,

∆4 = −abν2
3 ((1− a)ν2 + abν1) + λν1 (−(1− a)ν3 + λ) + bν1ν2 ((1 + a)ν1 + abν2)

− bν2
1 ((1− a)ν2 + abν1) + abν2ν3λ− ν3 ((1 + a)ν1 + abν2) (−(1− a)ν3 + λ)

= −abν2
3ν2 + a2bν2

3ν2 − a2b2ν2
3ν1 − λν1ν3 + aλν1ν3 + λ2ν1 + bν2

1ν2 + abν2
1ν2

+ ab2ν2
2ν1 − bν2

1ν2 + abν2
1ν2 − ab2ν3

1 + abν2ν3λ− ν3

(
− (1− a2)ν1ν3 + λν1(1 + a)

− abν2ν3(1− a) + abν2λ
)

= −abν2
3ν2 + a2bν2

3ν2 − a2b2ν2
3ν1 − λν1ν3 + aλν1ν3 + λ2ν1 + 2abν2

1ν2
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+ ab2ν2
2ν1 − ab2ν3

1 + abν2ν3λ+ ν2
3ν1 − a2ν1ν

2
3 − λν1ν3 + aλν1ν3

+ abν2
3ν2 − a2bν2

3ν2 − abν2ν3λ

= ν1

(
λ2 − 2λν3 − ab2ν2

1 + ab2ν2
2 − a2ν2

3(1 + b2) + ν2
3 + 2abν1ν2

)
.

Portanto,

λ (λ2 − 2λν3 − ab2ν2
1 + ab2ν2

2 − a2ν2
3(1 + b2) + ν2

3 + 2abν1ν2) = 0,

ν3 (λ2 − 2λν3 − ab2ν2
1 + ab2ν2

2 − a2ν2
3(1 + b2) + ν2

3 + 2abν1ν2) = 0,

ν2 (λ2 − 2λν3 − ab2ν2
1 + ab2ν2

2 − a2ν2
3(1 + b2) + ν2

3 + 2abν1ν2) = 0,

ν1 (λ2 − 2λν3 − ab2ν2
1 + ab2ν2

2 − a2ν2
3(1 + b2) + ν2

3 + 2abν1ν2) = 0.

Como os νi não se anulam simultaneamente, obtemos (3.5).

Para (3.6), considere o campo

X =
∇λ ∧N

2a(1 + b2)
=

2a(1 + b2)
(
(a− 1)ν1E

>
1 + (a+ 1)ν2E

>
2

)
∧N

2a(1 + b2)

= (a− 1)ν1E
>
1 ∧N + (a+ 1)ν2E

>
2 ∧N

= (a− 1)ν1 (E1 − ν1N) ∧N + (a+ 1)ν2 (E2 − ν2N) ∧N
= (a− 1)ν1E1 ∧N + (a+ 1)ν2E2 ∧N
= (a− 1)ν1 (ν1E1 ∧ E1 + ν2E1 ∧ E2 + ν3E1 ∧ E3)

+ (a+ 1)ν2 (ν1E2 ∧ E1 + ν2E2 ∧ E2 + ν3E2 ∧ E3)

= (a− 1)ν1(ν2E3 − ν3E2) + (a+ 1)ν2(−ν1E3 + ν3E1)

= (a+ 1)ν2ν3E1 − (a− 1)ν1ν3E3 + ((a− 1)ν1ν2 − (a+ 1)ν1ν2)E3

= (a+ 1)ν2ν3E1 + (1− a)ν1ν3E2 − 2ν1ν2E3.

De (3.5), temos que λ é constante ao longo das curvas onde N é constante. Daí, segue que

∇λ é ortogonal às curvas de nível de N , e portanto X é tangente a Σ e dNp(Xp) = 0 para

todo p ∈ Σ. Assim, escrevendo X =
3∑
i=1

= biEi, temos b1 = (a+ 1)ν2ν3, b2 = (1− a)ν1ν3

e b3 = −2ν1ν2. Agora, substituindo em (3.7), obtemos as seguintes identidades

(−(1 + a)ν3 + λ)(1 + a)ν2ν3 − abν1ν
2
3(1− a) + 2bν2

2ν1 = 0,

− abν2
3ν2(a+ 1) + (−(1− aν3 + λ))(1− a)ν1ν3 − 2bν2

1ν2 = 0,

((1 + a)ν1 + abν2)(a+ 1)ν2ν3 + ((1− a)ν2 + abν1)(1− a)ν1ν3 − 2λν1ν2 = 0,

ou seja,

(a+ 1)λν2ν3 = (a+ 1)2ν2
3ν2 − bν1(2ν2

2 − a(a− 1)ν2
3),

(a− 1)λν1ν3 = −(1− a)2ν2
3ν1 − bν2(2ν2

1 + a(a+ 1)ν2
3), (3.8)
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2λν1ν2 = (−abν2(a− 1)ν2
1 + 2(1 + a2)ν1ν2 + ab(a+ 1)ν2

2)ν3.

Como a 6= 1, de (3.2), temos

ν1ν2 =

(
(a+ 1)(a+ 2)ν2

2 − (a− 1)(a− 2)ν2
1 − 2a

)
b

2(1− a2)
. (3.9)

Agora, multiplicando a primeira igualdade em (3.8) por ν1, a segunda igualdade por ν2 e

usando (3.9) nos termos ν1ν2ν
2
3 , temos

λν1ν2ν3 =
(a+ 1)2ν2

3

(
(a+ 1)(a+ 2)ν2

2 − (a− 1)(a− 2)ν2
1 − 2a

)
b

2(1− a2)(a+ 1)

− bν2
1(2ν2

2 + a(a− 1)ν2
3)

(a+ 1)

=
(a+ 1)2ν2

3

(
(a+ 1)(a+ 2)ν2

2 − (a− 1)(a− 2)ν2
1 − 2a

)
b

2(1− a2)(a+ 1)
(3.10)

− 2b(1− a2)ν2
1(2ν2

2 + a(a− 1)ν2
3)

2(1− a2)(a+ 1)
,

λν1ν2ν3 =
−(a− 1)2ν2

3

(
(a+ 1)(a+ 2)ν2

2 − (a− 1)(a− 2)ν2
1 − 2a

)
b

2(1− a2)(a− 1)

− bν2
2(2ν2

1 + a(a+ 1)ν2
3)

(a− 1)

=
−(a− 1)2ν2

3

(
(a+ 1)(a+ 2)ν2

2 − (a− 1)(a− 2)ν2
1 − 2a

)
b

2(1− a2)(a− 1)
(3.11)

− 2b(1− a2)ν2
2(2ν2

1 + a(a+ 1)ν2
3)

2(1− a2)(a− 1)
.

Igualando (3.10) e (3.11), e fazendo as simpli�cações necessárias, obtemos (3.6). Note

que, usando, por exemplo, a primeira e a terceira igualdade de (3.8), obtemos

4bν2
1ν

2
2 + abν2

3

(
− (a− 1)2ν2

1 + (a+ 1)2ν2
2

)
+ 2a(a2 − 1)ν1ν2ν

2
3 = 0.

Substituindo (3.9) na expressão acima, temos

4bν2
1ν

2
2 + abν2

3

(
(1− a)ν2

1 − (1 + a)ν2
2 + 2a

)
= 0,

que é equivalente à equação (3.6). �

Agora, estamos preparados para a prova do teorema principal desse capítulo.

Teorema 3.1. Seja G = R2 oB(a,b) R um grupo de Lie não-unimodular, com a, b ≥ 0.

(1) Se a = 0, então G é isométrico ao espaço hiperbólico H3.
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(2) Se b = 0 e a = 1, então G é isométrico ao espaço produto H2 × R.

(3) Se b = 0 e a 6= 1, então qualquer superfície totalmente umbílica em G é uma

superfície dos seguintes tipos:

a) Uma superfície integral de uma das distribuições {E1, E3} ou {E2, E3}. Em

particular, a superfície é totalmente geodésica.

b) Uma superfície invariante por um grupo a 1-parâmetro de isometrias associadas

a um dos campos de Killing ∂x ou ∂y. Isso dá origem a duas superfícies com-

pletas não totalmente geodésicas, únicas a menos de uma isometria do espaço

ambiente.

(4) Nos outros casos, não existem superfícies totalmente umbílicas em G.

Demonstração. Se a = 0, então G é isométrico a H3 (ver observação 1.2). Como as

superfícies totalmente umbílicas nesse espaço são conhecidas (ver [17]), o item (1) está

provado.

Suponha a 6= 0 e b 6= 0. Note que as equações (3.2) e (3.6) garantem que as funções νi
satisfazem P (ν1, ν2) = T (ν1, ν2) = 0, em que P e T são polinômios da forma

P (x, y) =
(
(a+ 1)(a+ 2)y2 − (a− 1)(a− 2)x2 − 2a

)
b+ 2(a2 − 1)xy

T (x, y) = 4bx2y2 + ab
(
(1− a)x2 − (1 + a)y2 + 2a

)
(1− x2 − y2).

Observe que substituimos ν2
3 = 1 − ν2

1 − ν2
2 em (3.6) para obter a expressão de T (x, y).

Suponhamos que P e T possuem um fator comum R 6= 0. A�rmamos que R é constante.

De fato, note que P (0, y) = ((a + 1)(a + 2)y2 − 2a)b. Assim, como b 6= 0, a equação

P (0, y) = 0 tem exatamente duas soluções que são dadas por

y1 =

√
2a√

(a+ 1)(a+ 2)
e y2 = −

√
2a√

(a+ 1)(a+ 2)
.

Por outro lado, T (0, y) = ab(2a− (1 + a)y2)(1− y2), ou seja,

T (0, y1) = T (0, y2) = ab

(
2a− 2a(1 + a)

(a+ 1)(a+ 2)

)(
1− 2a

(a+ 1)(a+ 2)

)
= 2a2b

(
1− (1 + a)

(a+ 1)(a+ 2)

)(
1− 2a

(a+ 1)(a+ 2)

)
= 2a2b

(
(a+ 1)(a+ 2)− (1 + a)

(a+ 1)(a+ 2)

)(
(a+ 1)(a+ 2)− 2a

(a+ 1)(a+ 2)

)
= 2a2b

(
(a+ 1)2

(a+ 1)(a+ 2)

)(
a2 + 3a+ 2− 2a

(a+ 1)(a+ 2)

)
=

2a2b(a2 + a+ 2)

(a+ 2)2
6= 0.
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Daí, concluimos que R(0, y) 6= 0 para todo y ∈ R. Note que, o grau de R é no máximo 2.

Se o grau de R é igual a 2, então R é um múltiplo escalar de P , mas P tem zeros ao longo

do eixo x = 0 e R não. Se o grau de R é igual a 1, então R(x, y) = 0 representa uma

reta no plano xy. Portanto, R deve ser paralelo ao eixo x = 0, ou seja, R(x, y) = x − ξ
para algum ξ 6= 0. Assim, temos P (ξ, y) = T (ξ, y) = 0 para todo y ∈ R e algum ξ 6= 0, o

que é impossível em vista das expressões de P (x, y) e T (x, y). Portanto, R tem grau zero,

ou seja, R é constante. Isso signi�ca que P e T não possuem fator comum. Note que, o

Teorema de Bézout's [4], nos diz que, se temos duas curvas planas projetivas sem fator

comum, então o número de pontos de interseção dessas curvas é �nito. Assim, aplicando

esse resultado a P e T , existem �nitas soluções (x, y) do sistema P (x, y) = T (x, y) = 0.

Consequentemente, as funções ν1, ν2, ν3 são constantes.

Agora, para uma superfície totalmente umbílica Σ emG, considere os campos de vetores

X, Y tangentes à Σ dados por

X = ν2E3 − ν3E2, Y = ν3E1 − ν1E3.

Note que usando (1.10), temos

∇XN = ∇X(ν1E1 + ν2E2 + ν3E3)

= X(ν1)E1 + ν1∇XE1 +X(ν2)E2 + ν2∇XE2 +X(ν3)E3 + ν3∇XE3

= ν1(ν2∇E3E1 − ν3∇E2E1) + ν2(ν2∇E3E2 − ν3∇E2E2)

+ ν3(ν2∇E3E3 − ν3∇E2E3)

= ν1ν2bE2 − ν1ν3abE3 − ν2
2bE1 − ν2ν3(1− a)E3 + ν2

3abE1 + ν2
3(1− a)E2

= (ν2
3ab− ν2

2b)E1 + (ν2
3(1− a) + ν1ν2b)E2 − (ν1ν3ab+ ν2ν3(1− a))E3.

De modo análogo, obtemos

∇YN = (ν1ν2b− ν2
3(1 + a))E1 − (ν2

3ab+ ν2
1b)E2 + (ν2ν3ab+ ν1ν3(1 + a))E3.

Da umbilicidade, segue que

0 = 〈∇XN,E1〉 = (aν2
3 − ν2

2)b,

0 = 〈∇YN,E2〉 = (aν2
3 + ν2

1)b.

Assim, se b 6= 0 então ν1 = ν2 = 0 e ν2
3 = 1. Portanto a = 0, o que é absurdo. Logo, G

não admite superfície totalmente umbílica quando a 6= 0 e b 6= 0.

Agora, suponha a 6= 0 e b = 0. A técnica usada anteriormente não é válida, pois

teríamos T (x, y) identicamente nulo. Se b = 0 e a = 1, temos que G é isométrico a

H2 ×R (ver exemplo 1.1) e, como as superfícies totalmente umbílicas nesse ambiente são
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conhecidas (ver [14]), o item (2) está provado. Se b = 0 e a 6= 1, pela equação (3.2) temos

ν1ν2 = 0. Suponha que ν1 = 0 em alguma vizinhança de Σ (o caso ν2 = 0 é análogo).

Em vista da Seção 1.1, os campos invariantes à esquerda são da forma

E1 = e(1+a)z∂x, E2 = e(1−a)z∂y, E3 = ∂z,

ou seja,

∂x = e−(1+a)zE1, ∂y = e−(1−a)zE2, ∂z = E3.

Daí, a métrica invariante à esquerda de G é dada por

ds2 = e−2(1+a)zdx2 + e−2(1−a)zdy2 + dz2. (3.12)

Sabemos que os campos de vetores ∂x e ∂y são campos de Killing (pois são invariantes

à direita, ver Seção 1.1), e a condição ν1 = 0 implica que ∂x é tangente à Σ. Então

os �uxos gerados por ∂x são isometrias de Σ. Fixado p ∈ Σ, considere a curva integral

ϕp(t) = (α1(t), α2(t), α3(t)) de ∂x passando por p = (x, y, z), isto é,
dϕp
dt

(t) = ∂x(ϕp(t)) e

ϕp(0) = p = (x, y, z). Assim, obtemos ϕp(t) = (x+ t, y, z) e concluimos que Σ é invariante

por um grupo a 1-parâmetro de isometrias do tipo

(x, y, z) −→ (x+ t, y, z).

Como ∂x é tangente à Σ, então, ou Σ é um plano totalmente geodésico {y = y0} (que
é uma superfície integral da distribuição gerada por {E1, E3}), ou Σ é uma superfície

gerada por uma curva que é um grá�co sobre o eixo y, isto é, uma curva γ contida no

plano também totalmente geodésico {x = 0} dada por γ(y) = (0, y, z(y)). No segundo

caso, Σ é parametrizada por

X(x, y) = (x, y, z(y)).

Como Xx = ∂x = e−(1+a)zE1 e Xy = ∂y + z′∂z = e−(1−a)zE2 + z′E3, segue que

|Xx ∧Xy|2 = e−2(1+a)z(e−2(1−a)z + (z′)2) = e−2z(e−2az(z′)2 + e−2z).

Portanto, o campo normal unitário à Σ é dado por

N = − Xx ∧Xy

|Xx ∧Xy|
=
e−azz′

D
E2 −

e−z

D
E3,

onde D2 = e−2az(z′)2 + e−2z. Como b = 0, usando (1.15) temos

∇XxN = ∇Xx(
e−azz′

D
E2 −

e−z

D
E3)
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= Xx(
e−azz′

D
)E2 +

e−azz′

D
∇XxE2 −Xx(

e−z

D
)E3 −

e−z

D
∇XxE3

=
e−aze−(1+a)zz′

D
∇E1E2 −

e−ze−(1+a)z

D
∇E1E3

=
e−ze−(1+a)z(1 + a)

D
E1

=
(1 + a)e−z

D
Xx,

∇XyN = ∇Xy

(
e−azz′

D
E2 −

e−z

D
E3

)
= Xy

(
e−azz′

D

)
E2 +

e−azz′

D
∇XyE2 −Xy

(
e−z

D

)
E3 −

e−z

D
∇XyE3

=

(
e−azz′

D

)′
E2 +

e−azz′

D

(
e−(1−a)z∇E2E2 + z′∇E3E2

)
−
(
e−z

D

)′
E3

− e−z

D

(
e−(1−a)z∇E2E3 + z′∇E3E3

)
=

(
e−azz′

D

)′
E2 +

(1− a)z′e−z

D
E3 −

(
e−z

D

)′
E3 +

(1− a)e−(2−a)z

D
E2

=

[(
e−azz′

D

)′
+

(1− a)e−(2−a)z

D

]
E2 +

[
(1− a)z′e−z

D
−
(
e−z

D

)′]
E3. (3.13)

Agora, usando que Σ é totalmente umbílica, segue que

∇XyN =
(1 + a)e−z

D
Xy =

(1 + a)e−z

D

(
e−(1−a)zE2 + z′E3

)
. (3.14)

Observe que, de (3.13) e (3.14), a condição de umbilicidade de Σ é equivalente ao seguinte

sistema de EDO 
(
e−azz′

D

)′
= 2a e

−(2−a)z

D
,(

e−z

D

)′
= −2a z

′e−z

D
.

(3.15)

Note que, se z = z(y) é uma solução, então a função z(±y + y0) também é uma solução

para todo y0 ∈ R, assim podemos restringir às soluções de (3.15) de�nidas no intervalo

maximal contendo o 0 tal que z′(0) ≥ 0. Agora, mostraremos que as seguintes a�rmações

são equivalentes.

(a) z é uma solução maximal do sistema (3.15).

(b) Existem Λ, θ ∈ R, com Λ > 0 e θ ≥ − 1
2a

log Λ, tal que z é, a menos de uma mudança

de parâmetros da forma y 7−→ ±y + y0, a única solução da EDO

z′′ = (3a− 1)Λ2e2(3a−1)z − (a− 1)e2(a−1)z, (3.16)
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com condições iniciais z(0) = θ e z′(0) =
√

Λ2e2(3a−1)θ − e2(a−1)θ.

De fato, se (a) é satisfeito, então da segunda equação de (3.15), temos

−z′e−zD − e−zDy

D2
=
−2az′e−z

D
,

que resulta em
Dy

D
= (2a− 1)z′. Integrando a última igualdade, obtemos

D = Λe(2a−1)z, com Λ > 0. (3.17)

De (3.17) e da identidade D2 = e−2az(z′)2 + e−2z, temos

(z′)2 = Λ2e2(3a−1)z − e2(a−1)z. (3.18)

Como o lado direito de (3.18) é sempre positivo, então

Λ2e2(3a−1)z ≥ e2(a−1)z ⇒ Λ2 ≥ e−4az,

ou seja, z ≥ − 1
2a

log Λ. Portanto, θ = z(0) ≥ − 1
2a

log Λ e z′(0)2 = Λ2e2(3a−1)θ − e2(a−1)θ.

Note que, se derivarmos a expressão de (3.18), obtemos (3.16). Finalmente, usando (3.17)

na primeira equação de (3.15), também obtemos (3.16). Portanto, a a�rmação b) está

provada.

Reciprocamente, suponha que z é uma solução de (3.16) para alguns Λ, θ com condições

iniciais dadas em b). Então, multiplicando ambos lados de (3.16) por 2z′, tem-se

2z′z′′ = 2(3a− 1)z′Λ2e2(3a−1)z − 2(a− 1)z′e2(a−1)z.

Integrando a expressão acima, obtemos

(z′)2 = Λ2e2(3a−1)z − e2(a−1)z + C,

para alguma constante C. Como z′(0)2 = Λ2e2(3a−1)θ − e2(a−1)θ, segue que C = 0 e

portanto, (z′)2 = Λ2e2(3a−1)z − e2(a−1)z. Assim,

D2 = e−2az

(
Λ2e2(3a−1)z − e2(a−1)z

)
+ e−2z

= Λ2e2(2a−1)z,

ou seja, D = e(2a−1)z. Logo, a última igualdade junto com (3.16) é equivalente ao sistema

(3.15). Concluindo assim o item a).

Em particular, são obtidas as seguintes propriedades sobre as soluções de (3.15).
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1. São funções suaves de�nidas em toda reta.

2. Admitem um limite inferior global z ≥ − 1
2a

log Λ.

3. Existe y0 ∈ R tal que z(y0) = − 1
2a

log Λ.

Isso signi�ca que, a menos de uma isometria do espaço ambiente, para cada Λ > 0, a

superfície totalmente umbílica pode ser uma superfície associada a solução zΛ de (3.15)

com condições iniciais zΛ(0) = − 1
2a

log Λ e z′Λ(0) = 0. Além disso, pela unicidade em

termos das condições iniciais, a função zΛ é par (i.e, zΛ(−y) = zΛ(y) para todo y ∈ R).
Vamos agora mostrar que, as superfícies obtidas são congruentes quando variamos Λ >

0. Dados Λ1,Λ2, sejam zΛ1 e zΛ2 as soluções associadas, e considere ω = 1
2a

(log Λ1−log Λ2).

Note que, a transformação

(x, y, z)→ (xe(1+a)ω, ye(1−a)ω, z + ω),

é uma isometria do espaço ambiente, que leva a superfície parametrizada por (x, y) →
(x, y, zΛ1(y)) na superfície parametrizada por (x, y) → (x, y, zΛ2(y)). De fato, considere

f(x, y, z) = (xe(1+a)ω, ye(1−a)ω, z + ω). Note que,

dfp(v) = (v1e
(1+a)ω, v2e

(1−a)ω, v3),

dfp(w) = (w1e
(1+a)ω, w2e

(1−a)ω, w3),

para todo p ∈ Σ e v = (v1, v2, v3), w = (w1, w2, w3) ∈ TpΣ. Usando (3.12),

〈dfp(v), dfp(w)〉f(p) = e−2(1+a)(p3+ω)e2(1+a)ωv1w1 + e−2(1−a)(p3+ω)e2(1−a)ωv2w2 + v3w3

= e−2(1+a)p3v1w1 + e−2(1−a)p3v2w2 + v3w3

= 〈v, w〉p,

onde p = (p1, p2, p3). Portanto, f é uma isometria. Sejam Σ1 uma superfície parametri-

zada por (x, y)→ (x, y, zΛ1(y)) e q ∈ Σ1. Observe que,

f(q) = (xe(1+a)ω, ye(1−a)ω, zΛ1(y) + ω).

Considere z(y) = zΛ1(y) + ω. Note que z(0) = − 1
2a

log Λ2 e z′(0) = 0. Como zΛ2(y) é a

única solução com as mesmas condições iniciais, então z(y) = zΛ2(y). Portanto, f(q) ∈ Σ2.

Agora, analisamos o caso ν2 = 0. De modo análogo ao caso ν1 = 0, veri�ca-se que

a superfície Σ é invariante por isometrias do tipo (x, y + t, z). Além disso, trocando a

função x pela função y e a por −a, segue que Σ é um pedaço de um plano totalmente

geodésico x = x0 ou, a menos de uma isometria do espaço ambiente, gerada por uma

curva γ(x) = (x, 0, z(x)), onde z é uma solução de alguma EDO com condições iniciais

prescritas. �
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