Universidade Federal do Amazonas
Instituto de Ciéncias Exatas
Programa de Pés-Graduagao em Matematica
Mestrado em Matematica

Superficies totalmente umbilicas em
variedades homogéneas tridimensionais

Joao Batista Marques dos Santos

Manaus - AM
Agosto de 2018



Universidade Federal do Amazonas
Instituto de Ciéncias Exatas
Programa de Pés-Graduagao em Matematica
Mestrado em Matematica

Superficies totalmente umbilicas em
variedades homogéneas tridimensionais

por
Joao Batista Marques dos Santos
sob a orientacao da

Prof*. Dr2. Maria Rosilene Barroso dos Santos
Orientadora

Manaus - AM
Agosto de 2018



Superficies totalmente umbilicas em
variedades homogéneas tridimensionais

por

Joao Batista Marques dos Santos'

Dissertagao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pos-Graduacdo em Mate-
matica da Universidade Federal do Amazonas como requisitos necessarios para a obtencdo
do titulo de Mestre em Matemética.

Area de Concentracio: Matematica

Aprovada em 17 de Agosto de 2018.

Vel

\
:
i Banca Examinadora:
\

NGty )\;ﬁx,\& wi, .75} M‘wawizip

Prof®. Dr*. Maria Rosilene Barroso dos Santos - (Orientadora)
Universidade Federal do Amazonas - UFAM

\ i \ 0 | N~
\ N\ ’ ~ O\ \ Y . \( JOc—~ L

=

\ \/ “ - ;
Prof. Dr. .Ig\sé Nazareno Vieira Gomes - (Membro)
*  Universidade Federal do Amazonas - UFAM

s /‘ﬂ / 7 N " n

AR TR ] A
IA__ 3 rd S \ Sty

Prbf. Dr. Joao Paulo dos Santos - (Membro Externo)
Universidade de Brasilia - UnB

'O autor foi bolsista da CAPES durante a elaboracao desta dissertacio.



Ficha Catalografica
Ficha catalogréfica elaborada automaticamente de acordo com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Santos, Joao Batista Marques dos
S237s Superficies totalmente umbilicas em variedades homogéneas
tridimensionais / Joao Batista Marques dos Santos. 2018
69 f.: il. color; 31 cm.

Orientadora: Maria Rosilene Barroso dos Santos
Dissertacao (Mestrado em Matematica - Geometria) -
Universidade Federal do Amazonas.

1. Variedades homogéneas tridimensionais. 2. superficies
totalmente umbilicas. 3. grupos de Lie unimodulares. 4. grupos de
Lie ndo-unimodulares. |. Santos, Maria Rosilene Barroso dos Il.
Universidade Federal do Amazonas lll. Titulo




Dedico este trabalho a mi-
nha mae Ivanilde Marques
dos Santos.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente & Deus por mais essa etapa alcancada em minha vida.

A minha mae Ivanilde Marques dos Santos, por sempre me apoiar e incentivar nos
meus estudos.

A minha orientadora, Prof*. Dr®. Maria Rosilene Barroso dos Santos, pela paciéncia
na orientacao e por todo o conhecimento que adquiri durante este trabalho.

A todos os professores que contribuiram com minha formacao.

Aos professores José Nazareno Vieira Gomes e Joao Paulo dos Santos, por aceitarem
avaliar esse trabalho.

A CAPES (Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior), pelo apoio
financeiro que foi fundamental para se concretizar esta importante conquista.

Enfim, agradego a todos que de forma direta ou indiretamente, contribuiram para que

eu pudesse ter mais essa conquista.



Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a classificacao completa das superficies totalmente umbi-
licas imersas em variedades homogéneas tridimensionais, obtida no artigo intitulado “The
classification of totally umbilical surfaces in homogeneous 3-manifolds” por Manzano e
Souam [Math. Z. 279 (2015) 557-576]. Nos grupos de Lie unimodulares foi mostrado que,
exceto para o espaco Euclidiano R3, a esfera unitaria S, o grupo soltivel Sols e os exemplos
totalmente geodésicos que aparecem em alguns casos especiais dados por Tsukada [Kodai
Math. J. 19 (3) (1996) 395-437], nao existem superficies totalmente umbilicas. Além disso,
foi obtido extensoes de alguns resultados de Inoguchi e Van der Veken [Geom. Dedicata.
131 (2008) 159-172], Souam e Toubiana [Math. Helv. 84 (3) (2009) 673-704] e Tsukada
[Kodai Math. J. 19 (3) (1996) 395-437|, dando provas alternativas para cada caso. Nos
grupos de Lie nao-unimodulares, as superficies totalmente umbilicas existem nos casos em
que o grupo de Lie é isométrico ao espago hiperbolico H? e ao espago produto H?(x) x R.
Além disso, em alguns casos especiais de grupos de Lie nao-unimodulares foi mostrado,
a menos de uma isometria do espago ambiente, a existéncia de superficies completas to-
talmente geodésicas e superficies completas totalmente umbilicas que nao sao totalmente

geodésicas.

Palavras-chave: Variedades homogéneas tridimensionais; superficies totalmente umbi-

licas; grupos de Lie unimodulares; grupos de Lie nao-unimodulares.



Abstract

In this dissertation, we studied the complete classification of totally umbilical surfaces
immersed in homogeneous 3-manifolds, as obtained in the article entitled “ The classifi-
cation of totally umbilical surfaces in homogeneous 3-manifolds” by Manzano and Soaum
[Math. Z. 279 (2015) 557-576]. In the case of unimodular Lie groups it was shown that,
except for the Euclidean space R3, unit sphere S?, soluble group Sols; and the totally ge-
odesics examples that appear in some special cases given by Tsukada [Kodai Math. J. 19
(3) (1996) 395-437|, there are no fully umbilical surfaces. Moreover, there were obtained
herein extensions of some results of Inoguchi and Van der Veken [Geom. Dedicata. 131
(2008) 159-172|, Souam and Toubiana [Math. Helv. 84 (3) (2009) 673-704] and Tsukada
[Kodai Math. J. 19 (3) (1996) 395-437], giving alternative proves for each case. In the
case of non-unimodular Lie groups, the totally umbilical surfaces exist when the Lie group
is isometric to the hyperbolic space H? and to the product space H? x R. Futhermore, in
some special cases of non-unimodular Lie groups it was shown, up to ambient isometries,
the existence of complete totally geodesics surfaces and complete totally umbilical one

which are not totally geodesics.

Keywords: Homogeneous 3-manifolds; totally umbilical surfaces; unimodular Lie groups;

non-unimodular Lie groups.
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Introducao

Uma variedade Riemanniana homogénea M é caracterizada pela seguinte propriedade:
para cada par de pontos p,q € M existe uma isometria ¢ : M — M tal que ¢(p) = q.
As variedades homogéneas simplesmente conexas de dimensao trés estao completamente
classificados conforme a dimensao do seu grupo de isometrias, que pode ser 3, 4 ou 6, ver
Thurston [I§].

Nos tltimos anos, muitos gedmetras se dedicaram a estudar a geometria das subvarie-
dades imersas em variedades homogéneas [2, 3 5, [0, 13]. Um interessante topico é o estudo
de superficies totalmente umbilicas imersas em variedades homogéneas tridimensionais.
Grosso modo, uma subvariedade de uma variedade Riemanniana é totalmente umbilica
se a segunda forma fundamental é proporcional a métrica induzida.

Nos espacos formas, que sao as variedades Riemannianas homogéneas, simplesmente
conexas e de curvatura seccional constante cujo grupo de isometria possui dimensao 6, as
superficies totalmente umbilicas ja foram classificadas, ver por exemplo [16, 17]. Em 1997,
Sanini [I2] provou um resultado de nao existéncia de superficies totalmente umbilicas no
espaco de Heisenberg Nils. Em 2009, Souam e Toubiana [I4] classificaram as superficies
totalmente umbilicas nos espagos homogéneos H? x R, S? x R e no grupo de Lie Sols,
alem de estenderem o resultado de Sanini. Conforme [I8], o grupo de isometrias de Nil,
H? x R e S x R tem dimensdo 4 e o grupo de Lie Sols tem o grupo de isometria de
dimensao 3.

Naturalmente, todo grupo de Lie com métrica invariante a esquerda é uma variedade
homogénea. Meeks e Pérez [9), provaram que no caso de dimensao trés, qualquer variedade
Riemanniana homogénea e simplesmente conexa é isométrica a um grupo de Lie tridimen-
sional com uma métrica invariante a esquerda, exceto a variedade produto S?(x) x R, em
que S*(k) representa a 2-esfera de curvatura constante x > 0.

Nesta dissertacao, baseada no artigo “ The classification of totally umbilical surfaces in
homogeneous 3-manifolds” dos autores Manzano e Souam [8], estudamos a classificagao
completa das superficies totalmente umbilicas em variedades homogéneas tridimensionais.
No primeiro capitulo, apresentamos uma breve descricao dos produtos semidiretos e tam-
bém os principais entes geométricos dos grupos de Lie unimodulares e nao-unimodulares.
Vale ressaltar que os grupos mencionados anteriormente podem ser representados por um

produto semidireto. No segundo e terceiro capitulos, apresentamos e demonstramos os



teoremas de classificacao das superficies totalmente umbilicas nesses grupos. Um ponto
crucial na prova dos resultados principais é relacionar os argumentos geométricos e algé-
bricos envolvendo as fungoes angulo e a funcao de umbilicidade. Grosso modo, as fungoes
angulo de uma superficie sao definidas como sendo as componentes do normal unitéario a
superficie em um referencial ortonormal do espaco ambiente. Como consequéncia do resul-
tado de classificacao das superficies totalmente umbilicas em grupos de Lie unimodulares
é apresentado uma outra prova de generalizagao do resultado de Sanini.

Em todo o trabalho, admitimos que os grupos de Lie serao conexos, simplesmente
conexos, de dimensdo trés e munidos com uma meétrica invariante a esquerda. Além
disso, admitimos como pré-requisito os conceitos basicos de grupos de Lie e variedades

Riemannianas |1}, 20].



Capitulo 1

Variedades homogéneas simplesmente

conexas de dimensao trés

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos utilizados no restante do trabalho.
Primeiro, introduzimos de modo geral o conceito de produto semidireto, determinamos
sua métrica Riemanniana bem como sua Conexao de Levi-Civita. Em seguida, quanto
a estrutura de grupo, desenvolvemos a geometria dos grupos de Lie unimodulares e nao-
unimodulares. Por simplicidade, usaremos ao longo do texto (quando necessario), a con-
vencao de Einstein.

O texto base para este capitulo é o artigo “ Constant mean curvature surfaces in metric

Lie groups” de Meeks e Peréz [9].

1.1 Produto semidireto

Um produto semidireto, que denotamos por H x, V, é um grupo tal que H e V' sao
subgrupos de H x, V' com H normal. Aqui, ¢ : V — Aut(H) é um homomorfismo de
grupos definido por

o(z) =9, :H—H
p— ¢.(p)

para cada z € R, onde Aut(H) representa o grupo dos automorfismos de H. Em termos
de conjunto, um produto semidireto ¢ um produto cartesiano munido de uma operacao
diferente da usual. Tal operagao sera descrita a seguir.

A operacao * do produto semidireto H x, V' é dada por

(p1,21) * (P2, 22) = (P1 * 2, (P2), 21 + 22),

em que * ¢ a operacao em H.



No nosso caso, o subgrupo normal H sera de dimensdo 2 e isomorfo a R? ou a H?, e o
outro fator V' seré isomorfo a R.

No que segue, nos concentraremos no caso em que H = R? e o homomorfismo ¢ é dado
pela exponencial de uma matriz B € My(R), ou seja, p.(p) = e*Bp. Dessa forma, o grupo

correspondente sera denotado por R? x5 R com a operacao

(p1,21) * (P2, 22) = (p1 + €7 Ppa, 21 + 22). (1.1)

Com essa construcao, é possivel obter todos os grupos de Lie simplesmente conexos de
dimensdo trés, exceto SU(2) (que nao é difeomorfo a R3) e SL(2,R) (que ndo possui
subgrupo normal de dimensao dois), ver [9).

Veremos agora, alguns exemplos dependendo da escolha da matriz B. Para tanto,

denote p; = ($1,y1) € P2 = (962792)-

Exemplo 1.1.

1. Quando B = 0 é a matriz nula de Ms(R), temos o produto direto usual de grupos,
ou seja, R? = R? x R. Analogamente, se H = H? e tomando ¢ : R — Aut(H)
como sendo ¢(z) = 1y, temos H? x R.

2. Se B = N entdo e*® = e*B e R? x3 R = H?, chamado grupo das similari-

dades de R?, munido da operacao

(p1,21) * (P2, 22) = ((x1, 1) + GZIB(JUQ, Y2), 21 + 22)

= (21 + e Pag, y1 + e Pyy, 21 + 29).

Existe também uma construcao para H?, basta considerar a matriz B sendo a matriz

identidade 1 x 1, B = (1), e a operacao * em H* = R? x() R ¢ dada por
(@,y) = (2", y) = (x + €2,y + ¢).
3. Uma consequéncia simples do modelo de produto semidireto para H? é que H? x R

pode ser visto como o produto (R x(;y R) x R. No entanto, também podemos
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construir H? x R pelo produto semidireto R? xz R, onde B = ( 00 )

0 —1 _si _
4. Se B = < ) ) entio e*F = (COSZ S ) Assim, R? x5 R = E(2) ¢

1 sinz  cosz
o recobrimento universal do grupo de movimentos rigidos do plano Euclidiano que



preservam a orientacao e sua estrutura é dada por
(p1,21) * (D2, 22) = (z1 + T2 cO8 21 — Yo sin 21, Y1 + X2 8in 21 + Yo COS 21, 21 + 22).

—Zz

-1 0 0
5. Quando B = ( 0 1) entdo e*f = < 60 . |- Portanto, R* xp R = Sols
e

é o grupo soluvel, também conhecido como o grupo E(1,1) de movimentos rigidos
do plano de Lorentz-Minkowski que preservam a orientacao. A estrutura de Sols é
dada por

(p1,21) * (p2, 22) = (21 + 2267 P 4y + 10 B 21 + 29).

01 1
6. SeBz(O O),entéerB:<O i).Dessaforma,RQNBR:Nilgéogrupo

de Heisenberg das matrizes da forma

[en R e
O~ 2

&
b |, com a seguinte estrutura
1

(p1,21) * (P2, 22) = (21 + T2 + 2192, Y1 + Y2, 21 + 22).
As translacoes & esquerda e & direita em R? x5 R sdo dadas, respectivamente, por

L(Pl,z1)(p27 22) = R(p2,22)<p17 21) = (pb 2’1) * (P2722)-

O objetivo agora é determinar uma base de campos invariantes a esquerda (respecti-

vamente a direita) em um produto semidireto R? x5 R para toda matriz da forma

B:(ZZ>.

Tome coordenadas (x,y,2) € R?* xp R e considere os campos coordenados 9, 9y, ..

Considere ainda, as curvas
ay(t) = (£,0,0), ax(t) = (0,£,0), ai(t) =(0,0,7),

tais que a1(0) = a2(0) = a3(0) = (0,0,0) e &}(0) = 0, a5(0) = 9, 4(0) = 0,. Assim,



os campos invariantes a esquerda FEy, Fs, E3, sao determinados da seguinte forma

d d
By = dLy)(0:) = 2 (Laga 0 ar(t))] = 2 (Liys(t0,0)
t=0 t=0
d z z
:£<($,y)+€B(t,0),2) :(6 B(170)7O)
t=0

= (a11(2), a21(2),0) = a11(2)0, + a2 (2)0,

Analogamente,
Ey = a12(2)0; + a22(2)0,
ES = aza

em que as fungdes a;;(z), 1 < i,j < 2, denotam as entradas da matriz ¢*Z. Do mesmo

modo, vamos calcular os campos invariantes a direita.

d d
Fl = dR(x,y,z) (ax) = %(R(:p,y,z) oy (t)) = %(R(:c,y,z) (ta 07 0))
t=0 t=0
—i((t 0) + e"B(z,y), 2) —i(t+:c Y, 2)
dt ’ ’ ’ t=0 dt e t=0
= (1,0,0) = 0,.
De forma anéloga,
Fg = 8y

F3 = (az + by)0, + (cx + dy)0, + 0..

E importante lembrar que os campos invariantes a direita em um grupo de Lie sdo campos
de Killing, ver Ochiai e Takahashi [I1]. Verificamos facilmente que [Ey, F5] =0 e

[Es, En] = [0, a11(2)0z + a21(2)0,]
= a11(2)[0,, 0z] + 0,(a11(2))0x — a11(2)0:(1)0,
+ a21(2)[0;, 0y] + 0:(a2n (2))0y — a2 (2)0,(1)0.
= a11(2)0; + a5, (2)9y,

onde ’ indica a derivada com respeito a variavel z. De forma semelhante, encontramos

[Es, Es] = a/5(2)0; + aby(2)0,. Como

() )(3)
Es a2(2z) ag(z) Oy ’



entao tomando a transposta em ambos lados, temos

(5 r)= (o0 ) () o) )= (o a)er

Assim,
(0 0)=(n 5 (200 409,
ou seja,
(agC): <an<—z> a21<—z>>(E1>, (1)
o, an(—2) an(-2) ) \ B
Logo,

E, + agl( 2)Es) + aby(2)(a12(—2) By + age(—2) E»)
ayy(2)az(—2) + ay (2)az(—2)) £y,
(a12(—2) By + age(—2) Es)
+ an(z )alz( 2)) By + (a/12< Jazi(—z) + agy(z)aze(—2)) Ea.

N
~—

ou seja,

as (—2)al(2) + aga(—=z
Portanto,
[E3, El] = aE1 + CEQ. (13)
[E3, EQ] = bEl + dE2 (14)



Observe que

<€ZB>1:€ZB:<au<—z> au<—z>>: 1 ( 0 (2) —m(z))
ar(—2) axn(—2) det(e*B) —an(z) an(z)

_ (B ( ax(z)  —a(?) ) | (1.5)

—az(z) an(z)
em que tr(B) denota o trago da matriz B. Assim, de (1.2)) e (1.5 temos

0, = €_tr(B)Z(CZ22<Z)E1 — a9 (2)E»)
ay = €_tT(B)Z((111(Z)E2 - alg(Z)El)
az = Eg.

Portanto, a métrica invariante a esquerda em R? x5 R tal que E;, Es, E5 sdo ortonormais

é da forma

ds® = €725 [(aga(2)? + a21(2)*)da® + (an(2) + a12(2)*)dy?] + d2”
_ 6*2’57(3)2 [all(z)agl (Z) + a22(2>a12(2)] (d&?dy + dyd&?)

Agora, denotando por V a conexio de Levi-Civita em R? xg R, temos que
Ve E; = (Vg,E;, E\)Ey + (Vg,E;, Es)Ey + (Vi,Ej, E3)Es.
Usando as equagdes (1.3), e a formula de Koszul (Carmo,[I]), obtemos
(Vp, B, E) = (Vg E|,E) =0 e (Vg E, Es) =a.

Prosseguindo, a conexao de Levi-Civita V com respeito a métrica invariante a esquerda
de R? x5 R satisfaz

vElEl — (lEg, VE1E2 = %CE?” vElEg = —CLEl — %EQ;
Ve, E1=YCE;, Vi,Ey=dE;, VpgE3=-YFE —dE,, (1.6)
Ve, EBr = S2E,, VB =%E, VgE;=0.

1.2 Grupo de Lie unimodular

Definicao 1.1. Um grupo de Lie G é dito unimodular se a medida de Haar invariante a

esquerda é também invariante a direita.

Para os nossos propositos, usaremos uma definicao equivalente a Definicao|l.1{que pode

ser encontrada em Helgason [0].



Definicao 1.2. Um grupo de Lie GG é dito unimodular se, e somente se, a transformagao
linear Ad : G — Aut(g) tem determinante +1.

Na Defini¢ao[L.2] a transformagao Ad : G — Aut(g) ¢ a chamada representa¢ao adjunta
de GG, onde g representa a algebra de Lie de G. O lema a seguir nos fornece uma condigao

necessaria e suficiente para que um grupo de Lie G seja unimodular.

Lema 1.1. Um grupo de Lie conexo G € unimodular se e somente se para qualquer X € g,

a transformacao linear adx : g — g dada por
adx(Y) = [X, Y],

tem traco nulo.

Demonstra¢ao. Por [9], temos Ad o exp = exp oad, ou seja,
Ad(exp(X)) = exp(ad(X)) = e ¥V X € g.
Como G é unimodular temos | det(Ad(g))| = 1,Vg € G. Assim,
1 = | det(Ad(exp(X)))| = e"(@dX)),

Portanto, tr(ad(X)) = 0. Reciprocamente, se tr(ad(X)) = 0, temos que det Ad(g) =
1,V g € Im(exp). Note que a diferencial da aplicagdo exponencial na identidade do grupo,
denotado por e, é isomorfismo e do teorema da fungao inversa, segue que exp : g — G é um
difeomorfimo local, ou seja, existe uma vizinhanga V' C g de e tal que exp : V — exp(V)
é um difeomorfismo. Sendo G conexo, de Warner [20], segue que G é gerado por qualquer

vizinhanga da identidade. Portanto, det Ad(g) = 1,Vg € G, ou seja, G é unimodular. W

O proximo lema nos garante que existe um tnico operador linear L : g — g tal que
para todo X,Y € g,

[X,Y] = L(XAY), (1.7)

onde A é o produto cruzado. Além disso, G é unimodular se, e somente se, L é auto-

adjunto.

Lema 1.2. Para cada X,Y € g,
X,Y]=L(X AY),

onde L : g — g é um endomorfismo linear. O grupo de Lie G é unimodular se, e somente

se, L € auto-adjunto.



Demonstracao. Seja G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie tridimensional com uma
métrica definida positiva e com uma orientacao fixada. Escolha uma base ortonormal

orientada {ej, es, €3}, e defina o operador linear L : g — g por

L(ey) = [ea, €3] , L(e2) = [es, e1] , L(es) = [eq, ea].

Note que a identidade L(e; A e;) = [e;, ¢;] é verdadeira para todos os elementos da base
e, consequentemente, L(X AY) = [X,Y], para todo X,Y € g. Definindo L(e;) = wje;,

temos

tr(ad(ey)) = (ad(e1)er, e1) + (ad(eq)eq, e2) + (ad(eq)es, e3)
= (le1, e1], €1) + ([en, e2], €2) + ([er, 3], €3)

= (L(e3), €2) + (—L(e2), e3)
(

azje;, e2) + (—agje;, e3)

= Q32 — (Q23.
Analogamente, obtemos

t’r’(ad(eg)) = (13 — (31,

tr(ad(es)) = ao; — 2.

Pelo Lema G ¢ unimodular se, e somente se, a matriz (a;j)1<; j<3 ¢ simétrica. Em

outras palavras, a transformagao linear L é auto-adjunta. |

Segue do Lema [[.2] que, se G é um grupo de Lie unimodular munido de uma métrica
Riemanniana invariante a esquerda (-, -), entao sempre é possivel encontrar um referencial

ortonormal de campos invariantes a esquerda {E;, By, E3} tais que

[E1, Ey) = L(Ey A Ey) = L(E3) = c3Es,
[EQ, Es] = L(E2 A Eg) = L(El) = ClEla (18)
[Eg, El] = L(Eg A El) = L(EQ) = CQEQ,

para certas constantes ¢y, cg, c3 € R. Os ntimeros reais ¢y, ¢o, ¢3 sao chamados de constan-
tes de estrututa do Grupo de Lie G e sao bastante titeis para a descricao da geometria dos
grupos de Lie unimodulares. E interessante observar que, se mudarmos o sinal de todos
os ¢;, a geometria de G é preservada, mas a orientacao é invertida, portanto a estrutura
de G ¢é invariante, a menos da mudanca do sinal de todos os ¢;. Dependendo dos sinais
das constantes de estruturas c;, os grupos de Lie unimodulares sao dados pela seguinte
tabela:

10



Sinais de ¢, o, c3 | Grupos de Lie correspondentes
+,+,+ SU(2)
+, 4+, — SLy(R)
+,4,0 E(2)
+,—,0 Sols
+,0,0 Nils
0,0,0 R3

Tabela 1.1: Grupos de Lie unimodulares

Vamos agora, com o auxilio da fomula de Koszul, calcular a conexao de Levi-Civita V
de G. Como

Ve E;= (Vg E;, E\)E + (Vg E;, E2)Ey + (Vi E;, E3)Es, (1.9)
temos, usando (|1.8)) e a formula de Koszul, que
(Ve B\, Er) = (Vg By, Ey) = (Vi By, E3) = 0.

Portanto, Vg, 1 = 0. De forma analoga, podemos verificar que a conexdo de Levi-Civita

em um grupo de Lie unimodular, satisfaz

Ve B =0, Vi By =mE;, Vg Es=—ukE,,
VE2E1 = —poEs, VEQEz =0, VE2E3 = pa By, (1-10)
Vg, B = uslsy, Vg FEy=—psky, Vg lEs =0,

em que py = %(_Cl +co+c3), po = %(01 —Cy+c3), 3 = %(01 + ¢y — c3).

Observacao 1.1. O sistema de equagoes lineares p; definido em termos de ¢; é inversivel,
ou seja, podemos também expressar os ¢; em termos dos p;. Conforme a Tabela a
descricao desses grupos de Lie é melhor compreendida por ¢;. Um calculo simples, mostra

para i,j € {1,2,3} e supondo ¢; < ¢;, que vale p; < p;.

Uma vez calculada a conexao de Levi-Civita V nos campos invariantes a esquerda
Ei, Es, B3 de G, fica facil determinar o tensor curvatura R nos respectivos campos. Le-

vando em consideracao que
R(X,Y)Z =VxVyZ—-VyVxZ —VixyZ,
para quaisquer X, Y, Z € X(G), temos

R(Ey, Eb)E, = vElvEQEH - vEngl Ey — v[El,EQ]E1
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= Vg, (—t2E3) — Ve, By
= —,Uszl Es — Cst3E1
= (pap1 — c3piz) Es.

De forma anéloga, verificamos que o tensor curvatura R de G satisfaz

R(Ey, Ey)Ey = (pop — cspis) Es,

R(Ey, Ey)Ey = —(pape — caps) B,

R(Ey, Es)Es = 0,

R(En, E3)Ey = (paps — capo) Es,

R(E1, E3)Ey =0, (1.11)
R(Ey, E3)E3 = —(pups — copiz) B,

R(Es, E3)Ey =0,

R(Es, E3)Ey = (poptz — c1pn) Es,

R(Es, E3)E3 = — (23 — c1p) Ea.

A expressao geral para o tensor curvatura R de G é dada pelo seguinte lema.
Lema 1.3. Para cada X,Y,Z € X(G),

R(X, Y)Z = (M2M3 - Cl#l)Rl(Xa Y)Z + (M1M3 - Czﬂz)Rz(X, Y)Z
+ (pape — c3ps)R3(X,Y) Z,

onde o tensor Ry, i € {1,2,3}, é definido por

— (Y, E)X(X, Z)E; + (X, E;)(Y, Z)E;.
Demonstragao. De fato, dados quaisquer XY, Z € X(G), temos
3 3 3
X = (X.E)E;, Y=Y (YE)E;, Z=)Y (Z E)E.
i=1 j=1 k=1
Por simplicidade, vamos omitir o somatoério. Assim,
VxVyZ =VxVy(Z, ENE, = Vx(Y{(Z,E\)Ey, + (Z, E)Vy E})
X(Y<Z, Ek>)Ek + Y<Z, Ek>vxEk + X(Z, Ek>vyEk + <Z, Ek>vxvyEk.
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Da mesma forma, temos
VyVxZ =Y (X{Z, E)E, + X{(Z, E)\VyEy +Y{(Z, E)V xEy, + (Z, E)VyV x E}.
Portanto,
VxVyZ —VyVxZ = (XY - YX){(Z,E))E, + (Z,E)(VxVyEr — VyVxEy),

em que

ou seja,

VxVyZ = VyNxZ = [X,Y|(Z, Ex)Ep + (Z, Ep) (X (Y, E;)VE, By, — Y{(X, E)V g, Ey,
+ (X, E)(Y,E;)(VEN g, Ex — Vg, Vi, Ey)).

Sendo R(E;, E;)Ey, = inijEk — ijijEk — v[Ei,Ej]Ek, segue que

VXVYZ - VYVXZ = [X> Y](<Z> Ek))Ek + <Z> Ek> (X<Y’ EJ)vEJEk o Y<X’ EZ>vE’Ek
+ (X, E)(Y, Ej)R(E;, Ej) B + (X, E)Y, E;)V 5, 1, Ex).

Por outro lado, sabendo que

(X.Y] = [(X,E)E;, (Y, E})E|]
= (X, E)E(Y, Ej)E; — (Y, E;) Ei(X, Ei) E; + (X, E)(Y, Ej) | E;, Ej],

temos

Vixy1Z = Vixy|{Z, Ex) By, = [X,YZ, Ey)Ey + (Z, Ex) ExV x ) By
= [X,YNZ, Ex)E, + (Z, Ey) (X, E)) EY, E;))N g, By, — (Y, E;)E;j(X, E;)V g, E

+ (X, E)(Y, Ej)V 5,5, Er)-
Logo,
R(X,Y)Z = (X, E;){Y, E;)(Z, Ey) R(Ei, Ej)Ey.
Fazendo a soma em i, j, k € {1,2,3} obtemos

R(X,Y)Z = (paps — copn ) Ru(X,Y) Z + (paps — cop2) Ra(X,Y) Z
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+ (Hap2 — capz) R3(X,Y) Z,

RI(X,Y)Z =(X,2)Y — (Y, 2)X —(Z, BE\)(X, B\)Y + (Z, BE\)(Y, BE))X
— (Y, E\ (X, Z2)Er + (X, E)(Y, Z) Ex,

Ro(X,Y)Z = (X, 2)Y — (Y, 2)X —{(Z, E;)(X, E3)Y +(Z, E;) (Y, o) X
— (Y, Eo)(X, Z) By + (X, Ex)(Y, Z) En,

Ry(X,Y)Z = (X, 2)Y — (Y, 2)X — (Z, Es\(X, E3)Y + (Z, Es)(Y, E3) X
— (Y, E5)(X, Z)E5 + (X, E3)(Y, Z) Ej3

Denotando a curvatura escalar de G por p, entao

3
Z (E;, E;)E;, E;)

1

3 3
<R(E17 + Z E27 +Z E37 E3>
Jj=1 j=1

=

]:
3

j=1
= (R(Ey, Es)Es, Er) + (R(E1, E3)Es, Ey) + (R(FEs, Ey)Ey, Es)
+ (R(E2, E3)Es, Es) + (R(FEs, Ey)Ey, Es) + (R(Es, Ey)Es, E3)
= —Hiflo + C3ph3 — Hapi3 + Cofla — [Lifly + C3ft3 — flaft3 + Cifiq
— Hap3 + Coflp — floft3 + Cijiy
= 2(—pupi2 + capis — papis + C1pn — papis + Capla).

Como
1 1 1
m=gl-atata) wp=gla-ata) mw=glata-ca)

entao
1 = po+ 3, C2 = 1+ 3, 3= p1 + Uo.

Portanto,

p=2(—papia + (1 + p2)ps — popts + (2 + pa)pn — paps + (1 + ps)pio)
= 2(p1 2 + pofiz + paps)- (1.12)
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1.3 Grupo de Lie nao-unimodular

Veremos a seguir que os grupos de Lie métricos nao-unimodulares sao dados pelos
produtos semidiretos G = R? xz R com tr(B) # 0, e a estrutura dada por (L.1]).

Lema 1.4. Um grupo de Lie G ¢ nao-unimodular se, e somente se, ele é isomorfo a um
produto semidireto R*> xg R com tr(B) # 0.

Demonstra¢ao. Seja G um grupo de Lie ndo-unimodular e (,) uma métrica invariante a

esquerda em G. Considere g a algebra de Lie de G e seja

p:g—R
r — (x) = tr(ad,),

uma aplicacao linear. Note que o nicleo u da aplicagao ¢ tem dimensao 2. Podemos
encontrar uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda {E), Es, E3} de g tal

que u = span{ E, Ey}. Pela identidade de Jacobi, a transformagao adjunta ad, satisfaz
adjy,) = ad, o ad, — ad, o ad,, Vr,y € g.

Tomando o traco na identidade acima, segue que [z,y] € u = ker(p),Vx,y € g. Em
particular, [E3, F1|, [E3, Es] € u, e portanto, sao ortogonais a F3. Como 0 = tr(adg,) =
<[E1, EQLEQ) e = tr(adEl) = <[E2, E1]7E1>, pOiS El, E2 cu, entao [E]_7E2] = 0. Além

disso, existem a, b, c,d € R tais que

[Eg, El] = aE1 + CEQ,
[Eg, EQ] = bE1 + dEg,

a b
c d )’
obtemos, pela construcao feita na Secao que as algebras de Lie de G e R? x5 R sao

com tr(adg,) = a+d # 0, pois F3 ¢ u. Agora, tomando a matriz B =

isomorfas. Como os grupos G e R? x5 R sao simplesmente conexos, entao por [20], existe

um isomorfismo entre eles. A reciproca é imediata. [

Quando G é um grupo de Lie nao-unimodular, apés uma homotetia da métrica, pode-
mos considerar tr(B) = 2. Essa normalizagao sera assumida até o final desta dissertacao.
Além disso, ap6s uma mudancga ortogonal da base invariante & esquerda podemos escrever

a matriz B de maneira tinica por

B:B(a,b):< L+a _(1_“)b>, (1.13)

(1+ad 1—a
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em que a, b > 0 (ver [9] para mais detalhes).
Da Secao [I.1] temos que

E1 = an(z)@x + agl(Z)ay, E2 = alg(Z)ax + a22(z)8y, E3 = 82,

define um referencial ortonormal de campos invariantes a esquerda, em que a;;(z) denota
as entradas da matriz e*.
De maneira anéloga ao que foi feito na Secao [I.1] os colchetes dos campos E1, Es, Fs

sao dados por

[y, Ep] =0,
[Ey, B3] = (1 — a)bEy — (1 — a) B, (1.14)
[E37 El] = (1 + CL)El + (1 + a)bEg.

Dai, usando a formula de Koszul, obtemos as seguintes relagoes para a conexao de Levi-
Civita V de G.

VElEl == (1 + CL)Eg, vElEQ == abE3, vElEg = —(1 + G)El - CLbEQ,
Vi, Ei = abEs, Vig,Ey=(1—a)E;, Vg,Es=—abE, —(1—a)E,,  (1.15)
Vi, Bl = bE,, Ve, By = —bEy, Ve, Es = 0.

Assim, de ([1.15)), o tensor curvatura R de G satisfaz
( )
( )
( )
( )
R(Ey, E3)Ey =0, (1.16)
( )
( )
( )
( )

De forma analoga ao Lema [I.3] obtemos a seguinte expressao geral para o tensor R.

Lema 1.5. Para cada X,Y,7 € X(G),

RX,Y)Z =[(1-a)*(1+b)* = |R(X,Y)Z + [(1 +a)*(1 +b)* — 0’| Ra(X,Y)Z
+ (1 —a)*(1+b)* = V*|R3(X,Y)Z,
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onde o tensor Ry, i € {1,2,3}, é definido por

R(X,Y)Z = (X, 2)Y = (Y, Z)X —(Z, E;)(X, E)Y +(Z, E;)(Y, E;) X
— (Y, Ex)(X, 2)E; + (X, E;)(Y, 2) E.

Demonstragao. A prova é analoga a do Lema [1.3 |

Usando (1.16)), a curvatura escalar de G é

p = (R(E1, Ey) By, Ev) + (R(Ev, E3)Es, Er) + (R(Eq, Er)En, Ey)
+ (R(FEs, E3)Es, Es) + (R(E3, Ey)E1, E3) + (R(Es, Ey)Es, E3)
= —2(1—a*(1+b%) —2(ab® + ab*(1 + a) + (1 + a)?)
+ 2(ab® + ab*(1 — a) — (1 — a)?)
= —2[3+a*(1+b?)]. (1.17)

Observagao 1.2. De (1.16]), segue que

K(Ey, By) = (R(Ey, Ex)Ey, Ey) = —(1 — a*(1 +b%)),

K(E\, E3) = (R(E\, E3)Es, By) = —(ab® + ab*(1 + a) + (1 + a)?),

K(Ey, E3) = (R(Esy, B3)Fs, Ey) = (ab® + ab*(1 — a) — (1 — a)?),
onde K representa a curvatura seccional de G. Dali, se a = 0, segue que K = —1 e
portanto G ¢ isométrico a H3. Se a = 1 e considerando E5 um campo de Killing unitario,
entdo para os espacgos homogéneos [E(k, 7), onde os niimeros reais « e 7 sdo a curvatura da

base da fibracdo e a curvatura do fibrado, respectivamente, satisfazendo s # 472, temos

7 =b e da féormula
3
k= K(Ey, E3) + ZH[Elv Es]V |7,

onde V" indica a parte vertical de [Ey, F3] (ver Daniel [2]), k = —4, ou seja, G ¢ isométrico

ao espago E(—4,b).
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Capitulo 2

Superficies totalmente umbilicas em

grupos de Lie unimodulares

Seja G um grupo de Lie unimodular. Denote por ¥ uma superficie imersa isome-
tricamente em G, V e V as conexdes Riemannianas de G e ¥, respectivamente. Por
simplicidade, a métrica Riemanniana de GG e a métrica induzida sobre X serdo denotadas
por (,). Além disso, dado um ponto p € X, denote por 1,% o espago tangente a ¥ em p,
C*°(X) o conjunto das fungdes suaves em ¥ e X(X) o conjunto dos campos de vetores em
Y.

O principal objetivo deste capitulo é mostrar a classificagao das superficies totalmente
umbilicas de G provada em [8]. Para tanto iremos, inicialmente, entender os entes geo-
métricos envolvidos. No que segue, ¥ é uma superficie totalmente umbilica em G, isto é,
existe uma fungao \ € C*°(X), chamada fungdo de umbilicidade, tal que AX = AX para
todo X € X(X), onde A é o operador de Weingarten definido por AX = —(VxN)T, em
que N é o campo normal unitirio a 2 e T denota a componente tangente.

Considere {E, Es, E5} um referencial ortonormal em G formado por campos invarian-

tes & esquerda satisfazendo
[E1, Bo] = c3B3, By, B3] = 1By, [E3, Bi] = cpby,

em que cq, co, c3 a0 as constantes de estrutura de G.

Nesse primeiro momento, vamos obter uma relagao entre as derivadas da fungao A e as
constantes de estrutura. Para tanto, dado p € X, seja ¢ : 2 — ¥ uma parametrizacao
local de 3 em p, onde Q C R? é um aberto, ¢, = ¢.(9,) e ¢, = ¢.(9,) sao campos
tangentes a ¥ em p. Como [¢,, ¢,] = 0, entao

R(¢ua ¢U)N = vqﬁuv@;N - vqsvv(buN’

em que R é o tensor curvatura de Riemann de G. Além disso, V4, N = —\p, e Vg, N =
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—\¢,. Portanto,

R(ﬁbua va)N = vd)u(_/\ﬁbv) - vqbu(_)‘@t)
= _¢U<A)¢U - /\v@l(bv + ¢v(>‘)¢u + /\v@;(bu
_ — O\ O\
= A(Vo,0u = Vi,00) + 0. (5 ) 6w — 0.( 5. ) 0.
= A[¢v7 ¢u] + )\vqbu - )\u(bv
3
Observe que N = Zl/iEi, em que v; = (N, E;), com v; € C*(X). Cada fungao v; é

i=1
chamada fun¢io angulo da imersao e sendo N unitario, temos que v? + v + v = 1. Em

geral, identificamos o campo N com a aplicacao normal de Gauss invariante a esquerda
N = (v, ,13) 1 & — §? C TG,

em que S? ¢ a esfera unitaria da algebra de Lie centrada em e.

Agora, reescreveremos o tensor curvatura R em termos das constantes de estrutura e

3 3
das funcoes v;. Como, ¢, = ZxkEk e ¢, = ZykEk e com os tensores R;, i = 1,2, 3,
k=1 k=1

definidos pelo Lema [1.3 entao

Rz(gbm ¢U)N = <¢u’ N>¢v - <¢v7 N>¢u - <N’ Ez><¢m Ez>¢v
+ (N, Ei) (o, Ei)Ou — (Do, Ei)(Du, N)E; + (bu, Ei) {0, N) E;
= _<N7 Ez><¢u> Ez>¢v + <Na E’L><¢U7 El>¢u

= — Z [(N, Ez><$kEkv Ez>¢v - <N7 Ei><ykEkv EZ)Qbu}

k=1

= Vi(Yibu — Tidy),

Assim,

R(¢u, do)N = (poptz — c1p1) Bi(Su, du)N + (papis — copin) Ra(du, ¢0) N
+ (g — cap3) R3(Pu, @0) N
= (paps — crp)1 (Y10 — 2100) + (L3 — Cop2)va(Yodu — T20)
+ (12 — c3pi3)v3(YsPu — T300)
= [(paps — crpn)vays + (papis — copia)vays + (pipie — Cspis)vsys] du
— [(pops — crpa) ey + (papis — copin)vazs + (papie — caps)vs®s) gy (2.2)
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Lema 2.1. As sequintes identidades sao satisfeitas.

VA = 2ua(ps — )i By + 201 (113 — po)va By
Vv = —AB] — o By + psvn B3
Viy = =AE; + msE] — pgn By,
Vs = —AEj + o By — By,

em que V indica o operador gradiente de uma funcao.
Demonstragao. De (2.1) e (2.2)) segue que

Ay = (M2M3 - Clﬂl)ylxl + (M1M3 - C2M2)V2$2 + (pape — C3M3)V3$3,
Av = (M2M3 - Clﬂl)l/lyl + (M1M3 - 02M2)1/2y2 + (M1M2 - CsMS)V3y3-

Reescrevendo as expresoes acima, onde ) = (uafiz —c1p1)vr, Po = (1 i3 — Cafio) Vo, P3 =
(11112 — espiz)vs ¢ XT = X — (X, N)N, temos

Au = iﬁkxk Zﬁk Gu, E) = <¢mZBkEk> = <¢u;iﬁkE];r>a
h=1

Ay = iﬁkyk = Z&(%Ew = <¢U, ZMQ = <<z>v, BLE} >
h—1 h=1 k=1

Por outro lado, note que A, = (¢,, VA) e A, = (¢, VA), em que VA é o gradiente da
funcao . Logo,

VA = (paps — cipn)i BY + (pips — copa)oFy + (papis — cspis)vs By .
Da observacao [[.I ¢; = po + us, ca = py + s, ¢3 = p1 + 2, logo

VA = (apts — (p2 + ps)pn)i By + (paps — (1 + ps)po)vo By + (pape — (1 + pio)ps)vs By
= (papiz — pajiz — papis) (=1 By — vsEy ) + (s — pajiz — pops) (1 E) — 5 Ey)
+ (papin — piops — ppis)(—1 B — nEy)
= 2iopisr By + 21 pisvn ) + 24 pavs B
= Quopsn B + 2y s B) 4 21 pio(— B — By )
= 2us(p3 — )1 By + 241 (g — po) o By

Agora, para as outras identidades, dado X € X(G) e i = 1,2, 3,

(Vv, X) = (Vu, XT) = X (1) = X "((E;, N)) = (VxTE;, N) + (E;, VxTN).
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Como ¥ é totalmente umbilica, entao

3

(Vv X7y = (X", E[ WV, B, N) = ME[,XT).

j=1
Assim,
3
(Vi, XT) = Z (X", E[)(Vg,Er,N) = NE[, XT)
Jj=
<XT ET><VE1E17 >+<XT>E;><vE2E1’N>
+ (X7, E) (Vi E1,N) — ME], XT)
= (X", By ){(~p2E5, N) + (X", By ) (3B, N) = ME{ , X ")
= —pova(By , X T) + pgra(By , X T) = ME], XT)
= (-AE] — posEy + psnEy X T).
Analogamente,
(Vg, XT) = (=AE; +mwnE] — psnEy, X)),
(Vug, X 1) = (=AEJ + o By — B, X T).
Portanto, as equacoes sao satisfeitas. [

Com as identidades do Lema vamos calcular [Ey , EJ | (\). Primeiro, observe que

(E} E}) = (Ex, E]) = (B, E; — (Ej, N)N) = (Ey, Ej) — (Eg, N){Ey, N)
= 5kj — VgVj, (23)

em que 0y = 1se k=je oy =0sek #j.

Note que, para cada 1, j, segue que

Vi B} = Vg (E; — v;N)
= (VprE; — E-T(Vj)N — vV N)T

_AVJET+Z B (Vi E)T

_AVJET+Z NV E)'.
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Dessa forma, fazendo i = 2 e j = 3 e usando (1.10) e (2.3)) obtemos

3
Vg By = \sE) + ) (E) E[) (Vg Es)'
k=1
= \sEy + (B, B[ )(Ve,E3)" +(Ey By )(Vi,Es)'
= \iE, + mnmnE) + (1 — v B
= po(1 = ) EY + (A + punin) Ey

De forma anéaloga,
VESTET = (M — ) By — ps(1 —v2)E].
Assim,

By B3| =V By =V By
= (o1 —v3) + (1 — v3)) By + (g + puvivn) By
+ (= Ava + s B (2.4)

Finalmente, usando (2.4) e o Lema obtemos

[Ey, B3 1(N) = 2pa(ps — i) (a1 = 1) + ps(1 — v3))wi(EY, EY)
+ 201 (s — p2)va(piz(1 — 13) + ps(1 — ) )(BY, By )
+ 2412 (3 — ) (A + puvave) (B, B
+ 201 (g — pa)va(Avs + purivn)(Ey , By )
wi(=Avy + nvs)(Ey  E)
(=g + rvs) (B4 By )

+ 2pa(p3 — p1)va(—

+ 241 (3 — p2)va(—

= 205 (p3 — p)va (1 = 1) (1 = v3) + 2papa(pis — pn)va (1 — 1) (1 — 1)
— 2 pia (13 — po)vivy (1 —v3) — 2 pug(ps — po)ivy (1 — v3)
— 2419 (i3 — ) Aivavs — 2p o (s — pa) ViV + 2 (pg — pio) Avavs (1 — v3)
+ 203 (13 — p2) vy (1 = 13) + 2213 — pn) AV vavy — 2pu fio i3 — pn)vivs
+ 2 (3 — po)Avavs — 2403 (s — o) 11303

= 25 (13 — p)va (1= 1) (1 = v3) + 2pap3(p3 — pn)va (1 — ) (1 — 1)
= 2pu a3 — p2)vivy (1 = v3) = 2 s (e — p2)rivg (1 — v3)
— 2o (prs — p) vy (1 —v7) + 241 (g — pio) Aoy

+ 2003 (s — p2) 3. (2.5)
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Por outro lado,

[z E5)(A\) = By (E5 (\) — B3 (E; (V).

Como
Ey (\) = (B3, VA) = (Ey , 25(ps — p)n B + 24 (ps — po) 1o By )
= 20 (g — p)vi(Ey , BY) + 20 (pg — po)vo (B , By )
= —2p5(p3 — ) Vive + 2 (s — po)va(1 — 173),
E3 (N) = (B3, VX) = (B4, 2ua(ps — pn)v1 B + 201 (p3 — pio)vo 5y )
= 2403 — p)vi(Ey , B ) + 201 (pg — po)vo (B3, By )
= —2p(pts — pn)Vivs — 2 (13 — pa)vavs,
segue que,

E3 (Ey (V) = Ey (—2p2(ps — mn)vive + 2 (s — pa)va(1 = 13))
= =253 — 1) 21 By () + V1B (1))
+ 2 (13 — pi) (1 — 303) B3 (v2)
= —dps(ps — pn)vava(E] V) + 2p (s — po) (1 — 303) (B4 , Vi)
)

- 2#2(/13 — M1)V <E3 ,VV2>>

Ey (Ef (V) = Ey (—2p2(ps — pn)vivs — 2 (us — pa)vavs)
= —2po(p3 — pn) Qs Ey (1) + v By (v3))
= 201 (k3 — o) 2a1s By (1) + v3 By (13))
= —dpp(ps — p)vavs(Ey , Vin) — A (s — po)vovs(Ey , Vi)
— (2p2(ps — pa) v} + 2 (ps — p2)v3)(Ey , V).

Pelo Lema

By (Ey (N) = —4pa(ps — p)viva(Avavs + povavi + pivs(1 — 13)
+2p1 (3 — p2) (1 = 3v3) (Avavy — vy — pgin (1 — v3))
— 24 (p3 — Ml)Vf(AVQVs - M1V1V§ — pavi(1 — 1/3?))
= 623 — ) \ivavs — Adpis (s — pn)vivavi
+ 2pp13(pt3 — pn) (= 205 (1 — v3) + (1 — v3))

+ 201 (ps — pa) Aavs (1 = 313) — 23 (g — o) (1 — 317)
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= 2pupu3(pz — pi2)vi (1 = v3) (1 = 303) + 2 pia (s — )1y v,

Ey (B3 (X)) = —4pa(ps — pn)vs(Anve — pavs(1 = v3) — pavvs)
— dpuy (pt3 — p2)vavs(—A(1 — 13) — pavivavs + psvivavs)
— 2pa(pt3 — p)vf (Avavs + porn (1 — v3) + pny)
— 21 (p3 — po2) v Avaws + pavi (1 — v3) + )
= —6pa (3 — ) Wivavs + 205 (1 — ) (205 (1 = 1) — v (1 —13))
+ dpaapis(ps — ) vivavi + 2 (ps — o) v (2 — 203 — v3)
+ 2015 (p13 — o)1 (20505 — V) — dp s (s — po)rvivs
— 21 pua(pis — )3V — 2papa(pis — po)avs (1 — 173).

Assim,

[Ey, B3 (N = 245 (p3 — )i (2V§(1 vy) —vi(l—v3) + 2’/2”3)
+ 2p0p13(p13 — p11)n (2’/2’/3 + 205 (1= v) +vi(1 - V??))
+ 201 (pg — po) Avavs + 2007 (13 — po)v1 (20303 — vy + V5 (1 — 3173))
+ 2 p5(ps — p2)n (= 20305 + (1= v3)(1 = 313))
+ 2 pz(ps — )i (= vivs — vivs) — 2mps(ps — p2)ivg (1 — v3)
= 205 (p3 — ) (205 — Vi (1 = 13)) + 2pap3(p — pn)vn (205 + v (1 — v3))
+ 20 (p — pa) Avavis + 2013 (s — po)vn (V3 — 3 (1 = 7))

+ 2up(ps — po)vi (Vi — v3 — vivs — v3)
+ 2 pia(ps — p)va (= Vi +v1) = 2pape(pg — p)nvg (1 — v3). (2.6)

Agora, das equagoes (2.5)) e (2.6)), encontramos as seguintes relagoes envolvendo as fungoes
V;.

Lema 2.2. As funcoes v; de uma superficie totalmente umbilica em G satisfazem

(2.7)

vituvi+uvi=1,
Bt + Bavi + Bavs = 0,

onde (1, Pa, P3 sao numeros reais definidos por
B = pis(pn — pia) + p3(pa — pra),

Bo = i (pa — ps) + p3(pe — 1), (2-8)
B3 = p3 (s — pa) + pa(ps — ),

que dependem apenas das constantes de estrutura de G e satisfazem (1 + P2 + B3 = 0.
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Demonstracao. Igualando (2.5) e (2.6) segue que

0 = 24ty — o (22— (1) — (1)1~ 2)

+ 2pp13(pts — pa)vn (205 — (1 —v3) — (1= v7)(1 — 13))
+ 203 (kg — po)n (v3 — v3 (1 — vf) — vi5)
+ 2z (s — po)vr (Vi — vs — vivs — vy +v5(1 —13))
+ 2 pia(ps — p)vr (= v + vy + (1= v7))

= 2u3(pus — pa)r (V3 — 17) + 2papis(ps — ) (V3 — v7)
+ 203 (13 — po)vr (v — v3) + 2mps (s — po)n (V7 — v3)

= v [(13(ps — ) + 13 (ps — pi2) ) v + (3 (pa — pa) + 3 (s — p2) )7
+ (15 (2 = pas) + pi3(p2 — ) ) V3

=1 (51%2 + Bova + 53V§),

em que

Br = 3 — pa) + palpn — pio),
By = 113 (paa — p3) + pa(pa — 1),
By = pi2(pag — p1) + 3 (s — pa).-

Analogamente, de [EY, E; |(A) e [E]", Ef]()), obtemos

V3 (511/12 + Bov + 53%3)
12 (51%2 + Bovs + 53%?)

Y

0
0

Como as fungoes v; nao se anulam simultaneamente, segue que B1v7+ Bova +B3v2 = 0. A

_ 5 : : 2 _ 2 _ .2 _ 1
Como B1 + B2 + B3 = 0, entdo quaisquer vi,v,v3 € R, tais que v = v5 = v3 = 3,

satisfaz as duas equacoes em , logo o conjunto solucao é nao vazio. Por outro lado, se
3% + 32+ 2 # 0, entao o sistema nas variaveis v7, v3, va possui posto 2. Dai, resulta
que as solugoes (v7,v3,v3) de depedem de um mesmo parametro, o que significa que
a imagem da aplicagiao de Gauss invariante a esquerda (vy, 1o, 13) : 3 — S? tem dimensio
no maximo 1.

Note que, de (2.8), podemos verificar que ; = 0,Vi = 1,2, 3, se e somente se, ji1 = fig =
i3 (equivalentemente ¢; = ¢ = ¢3) ou dois dos p; sdo nulos (por exemplo, se p; = g = 0,
entdo c; = cp e c3 = 0). Note ainda que, para R?, S? ou E(2) com suas métricas usuais,
temos 37 + 53 + 35 = 0 (ver Tabela , ou seja, o sistema possui posto 1. Como

as superficies totalmente umbilicas nesses espacos ambientes sao bem conhecidas, vamos

25



assumir, que 37 + 82 + 53 # 0. Resolvendo o sistema (2.7) parametricamente, temos

Vf:§+01777 V22:§+Uz777 V§:§+U377,

em que 1 € C*(X). Como v+ vi +vi=1e i + Bord + B3v3 = 0, segue que

U1 —+ V2 -+ V3 = 0,
B1v1 + Bavg + Bavs = 0,

de onde obtemos vy = 3 — (o, V9 = 1 — P3 € v3 = B — B1. Assim,

Vi = % + (B3 — Ba2)n,
vy = % + (b1 — B3)n, (2.9)
v = é + (B2 — Bi)n.

Lema 2.3. Se 32 + 32 + 82 # 0, entdo as fungdes v; : 3 — R, salisfazem

N o sy puy st g povs = 0. (2.10)

Demonstra¢ao. Como a imagem da aplicacao de Gauss invariante a esquerda tem dimen-

sao no maximo 1, segue do teorema do niucleo e da imagem, que dado p € X, existe

u € T,¥ tal que dN,(u) = 0. Como dN,(u) = %N(t)‘tzo’

alguma curva diferenciavel v em 3 tal que v(0) = p e 7/(0) = u, entdo

dN,(u) = (V{(0)7 VQ(O)W:’))(O)) = ((u, V), (u, Vi), (u, VV3>).

em que N(t) = N o~(t) para

Portanto, (u, Vi;) = 0, V i. Escrevendo u em termos dos campos invariantes a esquerda,

3
ou seja, u = Z b; E;, obtemos

i=1

3 3 3 3
qu = ZblvEl <Z I/jEj) = Z (bil/jinEj + <U,VV]'>E]') = Z biVjinEj.

Jj=1 ,j=1 i,j=1
Usando ([1.10)), segue que

qu = blVQ,ulEs - blV3,u1E2 - 52V1M2E3 + 52V3M2E1 + 53V1M3E2 - b3V2M3E1

= (b21/3,u2 — b3V2M3)E1 + (bgl/l,u3 - b1V3M1)E2 + (blVgﬂl - bQI/LuQ)Eg. (211)
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Como ¥ é totalmente umbilica, entao

3
VN = =Xu= =) AyE; = —Ab By — AbyEy — b3 E. (2.12)
=1

Dessa forma, de (2.11]) e (2.12), segue que

Aby 4 bovspe — bsvops = 0,

Aby 4+ bsvyps — bispp = 0,

Aby + bivopn — bavipe = 0,

b1 vy + bg 1] + bg Vs 0,

ou equivalentemente,
A HoVs  —H3l2 b 0
_ A ! 0
Hvs Hat by | = (2.13)
pive  —pal1 A 0
bs

121 120} Vs 0

Como b; para ¢ = 1,2, 3, nao sao simultaneamente nulos, entdo o sistema linear (2.13
Y 3 3 )
possui uma solucao nao-trivial. Assim, os menores da matriz dos coeficientes devem se

anular, resultando as seguintes equacoes

vi(A? + popiali + papavi + popavs)
Vo (N? + poptsli + papisvs + piapiavs)
va(N? 4 popiatf + papas + pa Vi) =
AN + piopsvi + papisvs + pajiovy) =

0
=0,

0

0

concluindo assim a prova. |

Observamos que, de (2.7) e , as fungoes v; satisfazem o seguinte sistema

vit+uvi4vi=1,
BVt + Bovi + Bavi = 0,
foptaVi + pufizvs + papavi = =N,

ou seja,
1 1 1 Vi 1
51 52 63 1/22 - 0 . (214)
fiafts  pafis  f1fle Vi —\?

O determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear (2.14]), que serd denotado por
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A, é dado por

A = (papro — popis)Ba + (papts — paps)Bs + (papts — papz) b1
= (s — pro) (3 (g — pua) + pi3 (g — o)) + pra(pn — pa) (i (o — p1a) + 3 (po — 1)
+ (e — ) (1 (s — p) + p3(ps — ).

Distribuindo e agrupando, obtemos

A = (py — po)(p2 — pra) (1 — pa3) (papio + propis + pajis). (2.15)

Observe que A =0 ou A # 0 nos diz se o sistema (2.14)) é degenerado ou nao degene-

rado. Vejamos a seguir que A é constante se o sistema é degenerado.
Lema 2.4. Se A=0 ¢ 37 + 35+ 52 # 0, entao a funcao de umbilicidade \ é constante.

Demonstragao. Sabemos que A = 0 se p; = pj, para algum ¢ # j, ou fypig + fopts +
puipts = 0. No primeiro caso, suponha, sem perda de generalidade que, p; = ps. Como
Vi = v = 13 = 5 & solu¢do de (2.7)), entdo o sistema linear é compativel, se e
somente se, \?> = —%ul(ul + 2u3). Portanto, A é constante. Agora, se ocorre pups +
popts + paps = 0 e p; # g, Vi # j, entao o sistema linear (2.14) é compativel se, e somente
se, A2(py + po + p3) = 0. De fato,

Br= (= ps) + p3(pn — pia) = pispin — popis + papn — paps
= —pops(fa + ps) + popia fio + papinfi3
= —piopiz(pi2 + p3) — pa(piopis + papta) — pa(papie + papts)
= —2pop3(p1 + pio + p3),

By = 113 (2 — i) + p3(pa — pa) = Hipa — [ 103 + paps — Hik
= —pups(pn + p3) + pafiapn + pispopts
= —pups(pn + p3) — pa(paps + papts) — pa(papie + paps)
= =2 pz(p + p2 + p3),

B3 = pi(ps — p2) + p3(ps — ) = piipis — pipe + pops — pap
= —pupa(p + H2) + pafizp + piopis e
= —pupa(p + p2) — pa(pape + popts) — popape + paps)
= =2 (1 + pio + p3),

ou seja,
0= Bivf + Bovs + Bavs = —2(pu1 + pao + p3) (apials + papiavs + pafials).

Da equagao (2.10)), segue que A?(py + po + p3) = 0, resultando gy + po + p3 # 0, pois caso
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contrario, de ju o + papis + papis = 0 terfamos

0 = papio + popts + pspr = pape + pg(pen + po) = prapro — (1 + p2)(pa + pi2)
= —pi — [fis — 3.

Logo, p2 + pipte + p3 = 0. Como a expressao polinomial p? + i1 s + 3 = 0 em termos de
{41 ou L2 nao possui solucao real nao nula, entao p; = po = 0. Assim, py = s = puz =0
e consequentemente (7 + 33 + 82 = 0. Portanto, A = 0. [

E interessante observar que o proximo resultado foi também considerado uma generali-
zagdo ou uma prova alternativa do Teorema 7.2 de Tsukada [19], onde foram classificadas

as superficies totalmente geodésicas de G.

Proposigao 2.1. Sejam ¥ uma superficie totalmente umbilica em G e A a fungao de
umbilicidade de . Se \ é constante e 87 + 335 + 32 # 0, entdo

(a) ¥ é totalmente geodésica e A # 0.

(b) Se ¢z < ¢ < ¢y, entdo 3 < 0 < ¢1, o = ¢1+c¢3, e ¥ é uma superficie integral de uma
das distribuicdes geradas por {\/ciE1 + /—csEs, Ea} ou {\/c1 By — \/—c3Es, B}

Demonstracao. Com A\ constante e o Lema segue que

0= (VA V) =415 (ns — in)* Vi (B, BV ) + 433 (ps — )13 (B3, Ey )
+ 8uapa(ps — i) (s — po)vava(EY By )
= Az (ps — ) v (1= v7) + 4 (pg — p2)*v3 (1 — v73)
— 81 pia(pis — pa) (s — p2)vivs. (2.16)

Agora, substituindo as expressoes paramétricas dadas por (2.9) em (2.16]), tem-se
2 2(2 1 )2
0 = 4p3(ps — pa) (5 +5(Bs = Ba) — )" )
2 1
+ A (ps — p2)? (5 + 5(51 53)77 — (61— B3)’n )

— 8puypra(p3 — pa) (s — Mz)( (ﬁ:a — B2)n 5(51 — B3)n
+ (81 — Bs3) (B3 — 52)772>-

Assim, n € C*°(X) satisfaz a equagao do segundo grau
agn? + an +ag = 0, (2.17)
em que

ay = —4p3(ps — p11)* (B3 — Bo)® — 43 (ps — pi2)* (B — Bs)”
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- 8#1#2(,“3 - ,ul)(,u3 - ,u2)(51 - 53)(53 - 52),

a; = %N%(N?) —w1)*(Bs — Ba) + glﬁ(/@ — 112)*(B1 = fs)
8
= ghatz(ps = 1) (s — k) (Br = Ba),
ap = gui(ug — )’ + g/ﬁ(us — pa)® — gmuz(us — 1) (s — poa).

Usando as expressoes dos (;, dadas por (2.8), obtemos

—4[ (k21 — pa) (1 (p2 — p1a) + 3 (p2 — 1)) + i (pa — pr) (g3 (g — pe)

+ 13— p12)) + (2 — ) (315 — ra) + i3 (15 — 1))’

—4[ (11 = pa) (p2 — ps) (e — ) + (1 — ) (1 — pio) (pipes — pipa)
+ (i1 — i) (2 — pis) (s — pi3pn1)) ]

= —A[(( — p2) (2 — p3) (12 — p1a) (a2 + pagos + ppia)) ]

= —4(p1 — p2)?(p2 — p13)?(pa — p1s)(papia + popis + papis)®,

az = —4[(p2(ps — 1) (Bs — Ba) + pa(ps — pa) (1 — 53))2}
= 4[(/12( — p13) B2 + po(ps — 1) B3 + pa(ps — o) By + pa(p2 — M3)ﬁ3)2}
!
= —4[(

ap = %M (s — 1) (p2(ps — 1) (Bs — Ba) — pa(ps — p2) (61 — B2))

+ gﬂl(/ﬁs — p2) (g (s — p2) (B — B3) — pia(ps — pin) (b1 — Ba))

= %[(Ms — ) (k2 — pa)papa (B — B2) + (s — pa) (1 — p2) popia B
+ (s — p2) (1 — pro)papus B+ (13 (ps — 1) — i3 (p2 — p13)*) Bs]
%[( — pig) i (23 (11 — pia) + pi3 (11 — pis) — i (p2 — pis))
+ (ks — ) (= po) papts (113 (pt — pua) + pi5 (12 — 1))
+ (13 — pia )( u2)u1u3(u3(u1 p2) + p3 (i — p))
+ (15 (s — p1)? = 1 (2 — 1)) (3 (s — pi2) + 13 (s — )]
%[(Ms — ) o (2403 gy — pra) + papia (e — pa) + pia(pn — p2) (g + piz))
+ (s — pa) (1 — pio) (pa — pi) i papes — pispin(pa — pio)* (ps — pin)
+ (kg — pi2) (1 — o) (a — pa) pipen s + i (pn — pao)* (g — pi2)
+ (pa(ps — ) — g (pa — 1)) (p2 (s — ) + pa (p2 — pas)) (i (s — pa2)
+ 5 (s — Ml))}
%[(us pin) (pi2 — s) (g — o) (23 i — p3is + 2 piapis(pin + fi2))
+ i (i — pi2)*(ps — p2) — pipa (i — pi2)*(ps — )
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+ (paps (i — ) (o — pn) — papta (e — p13) (o — ) (i (s — pia) + pi (s — 1))
4

= = [(is — 1) (p2 — ps) (pir — p12) (papraprs(pa + o + p3) + papiopis (g + pio) — 113 183)

3
+ i (i — pi)* (s — p2) — piapa (i — pi2)?(ps — pn) — g ps(ps — pi2) (g1 — pa2)
+ pips(ps — 1) (p2 — )]
4
=3 (s — 1) (pa — pas) (i — pa2) (2papapis (pn + pio + prs) + pprops(pin + o) — pips)
(1 = p2) (2 — pas) (=i (py — pio) + s (ps — pi2)
+ (= o) (s — ) (— e (s — i) — piaps(pis — )]
4
= gl - — 1) (1 — p2) (2 papua(pin + o + piz) + pfiopiz(pa + p2) — 1 113)
+ (pn = p2) (2 — pas) (ps — pa) (—pips + papapa(p + pi3))
+ (i — p2) (s — i) (p2 — i) (— s + papops(piz + pis))]
4
= g(ﬂl — o) (pi2 — i) (s — poa) (4 propus(pin + i + i) — i i — piopss — pips),

8

o ahs = 2uapinpus + pipy + pips = 20 piais + 14 — p3p gz + o s

+ e — 1 13)

ag —

8
= o (s + paps + s = i piapps (i + iz + 1)),

Como ag, a1, as sao constantes dependendo de pq, ps, i3, entao 1 é constante, e portanto
a aplicagao de Gauss invariante a esquerda é constante. Assim, por [9], ¥ é, a menos de
uma translagao a esquerda, um subgrupo de G. Além disso, > ¢ uma superficie minima e
portanto totalmente geodésica. Por fim, afirmamos que A # 0. De fato, se A = 0, entao
W; = [i; para algum i # j ou piypig + popts + papts = 0. No primeiro caso, suponha sem
perda de generalidade 1 = po. Logo, a1 =as; =0e

8 8
ag = §(u§ + 2u5 3 — piaps (20 + p13)) = §u§(uz — p3)*.

Pela equagdo (2.17) temos que ag = 0. Assim, gy = g = 0 ou puy = pe = pg, resultando
B? 4+ 5 + B3 = 0, o que contradiz a hipotese. Se 1o + piapis + paps = 0 e p; # pj para
todo i # j, entdo as = 0 e a; # 0. Dessa forma, podemos resolver 7 e obter uma tnica

solugao

o (g (g + po + pig) — (g + 1303 + ping))
s (A piopus(pn + po + piz) — (s + p343 + pin3)) (= pa) (o — p3) (s — i)

=

Note que pupig + piapiz + papiz = 0 implica pi 3 + paps + pipg = —2pnpops(pn + pa + p13).
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Assim,

6(p1popis(pn + pi2 + ps)

18 ptapis(pn + pro + p3) (i — p2) (po — pi3) (s — 1)

_ ! (2.18)

3(p1 — pio) (o — p3)(piz — pa)”

m

Substituindo em (2.9)), obtemos

P (8~ B)
! 3 — p2) (2 — p13) (3 — p11)

3
_ (= o) (po — ps) (s — 1) + (Bs — Bo)
3 — p2) (2 — pu3) (g3 — p11)
15 (g — piz) + p3(pe — pa) + 343 (ps — o) + pi5(p3 — p1) — p3(pa — )
3k — p2)(pe — p3) (s — 1)
_ =313 (p2 — pis)
3(pr — p2) (2 — p13) (3 — p11)
i
(1 = p2)(pr — paz)’

I (61— B3)
? 3(#1 - M2)(N2 - M3)(M3 - Ml)

3

(1 — o) (2 — p3) (s — pa) + (B1 — Ps)
31 — p2)(p2 — ps)(ps — 1)
i (ps — p2) + pi (e — ) + 303 (i — ps) + p (i — pr) — 13 (s — pi2)
3(pr — pa)(p2 — p3)(ps — p1)

_ —3yi5(p3 — 1)

3(p1 — p2)(p2 — pi3) (s — 1)

15
(k2 = pu1)(p2 — p3)’

a1, (5~ )
’ (1 — pa) (12 — p1s) (13 — 1)

3

_ (11 — pi2) (2 — p13)(ps — 1) + (B2 — Bi)
31 — p2) (k2 — ps)(ps — 1)
113 (s — p2) + pz(pn — ps) + 3p3(p2 — pn) + p3(p2 — ps) — p3(pn — pis)
3( — p2) (2 — ps) (s — pa)

_ =33 (. — o)

3(p1 — p2)(p2 — pi3) (s — 1)

I

a (3 — pn)(p3 — pia)”
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Ou seja,

T >< )’

2 N%
2T i — ) (12 — i) (2.19)
Vg _ Ng

(M3 - ,ul)(,u3 - ,uz).

Como p; # pj;, para todo i # j, entdo sem perda de generalidade considere p11 < po < i3
e de segue que vo = 0 e portanto py = 0. De pypig + piops + pzpr = 0 temos que
pips = 0, ou seja, u; = 0 ou pz = 0, resultando novamente, 37 + B2 + 52 = 0. Portanto,
A #£0.

Vamos agora mostrar o item (b). Se A # 0, entdo a equagio possui duas
solucoes. Observe que, continua sendo solucdo para as # 0, basta substituir em
(2.17). Dessa forma, as igualdades em também sao satisfeitas. Além disso, a
condicao c3 < ¢y < ¢; implica que ps =0 e vy = 0. Logo, co = ¢y +c3, 11 =c3 € g = 1.

Consequentemente,

—C3 &1

2 _

- .
C1 — C3 C1 —C3

Assim, ¢3 < 0 < ¢;. Sendo v, = 0, entdo F, é tangente a X. Agora, seja X outro campo
3

tangente a X, tal que X e Fs sejam linearmente independentes. Escrevendo X = Z T Ey,

k=1
temos

0= <X,N> = T1V1 + X33

. C1
ou seja, rivy = —xzr3. Como vy = e, sem perda de
¢ — 03 €1 —C3

generalidade, tomando z, = 0 segue que X = /c1 E4 +\/—_03E3 ou X = \/c1 By —+/—c3Es.
Portanto, Dy = {\/c1E\ ++/—c3E3, E»} ou Dy = {,/c1 E1 —\/—c3E;3, Es} sao distribuigoes
em T'G e para cada p € &, (D1), = T,,X ou (D3),) = T,2. Concluindo assim, o item (b).

Vamos agora mostrar que a segunda solucao implica §; = 0,Vi. De , a outra

solucao ¢ da forma

ap _ g(upd + p3us + pipd — papiaps (i + 2 + ps))
mas =5 (i — pra) (pa — pa) (13 — pn) (i pho + prapis + papi)?
2 A pa s R — g piapis (g pie + p3))
3 — p) (p2 — pa) (s — ) (papia + propts + papts)?’

N2 =
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Substituindo o valor de 7o em (2.9), obtemos

2

2 L 208 = By) (i + 1405 + 1445 — istaps (i + iz + 1s))
2=

1
3 3(kr — p2)(p2 — pa)(ps — 1) (Hapi2 + piopiz + pafiz)?
(1 — o) (pr — paa) (s — 1) (i3 + o + pins + 2p prapia(fnn + pia + piz))
3k — pi2) (p2 — pi3) (s — p) (apie + piopis + puapes)?
2(2 — Bs) (1ip5 + pops + pips — papaps(pn + po + p13))
3(pn — o) (2 — p3) (p3 — pun) (pappn + piopis + papis)?
(33 + p3ps + piud) [(un — o) (p2 — ps) (s — 1) + 2(B2 — fs)]
3(pr — o) (2 — p3) (3 — pen) (prapoo + popts + paps)?
24 piops(fn + pra + pi3) (1 — o) (p2 — 1) (s — 1) — (B — Bs)]
3 — o) (2 — p3) (3 — pun) (papa + popis + papis)?
(u303 + pdud + pdud) [Budns — 3udus + 3udue — 3udus + 3udus — 3udus]
3(pr — p2)(pa — p3) (s — pur) (papo + papis + pafiz)?
241 piopis(p1 + 2 + pis) | — i pin + 3pudpus]
3(pn — p2)(p2 — ps) (s — p1) (papa + piopis + prapiz)®
(W33 + 133 + p3ud) (13 (e — ps) + paps(ps — pi2) + pa(p3 — i3]
(1 — ) (pio — pi3)(pta — pa) (pa i + props + pafis)?
203 popis(pa + po + 3 ) (ps — pa)
(1 = p2)(po — p3) (s — pn) (apie + popis + paps)?
(U313 + 133 + p3ud) (13 — paps + papin + paps] — 23 paps (i + pa + ps)
(1 — pr2)(pz — pun) (a2 + popis + fiafiz)?
1313 (13 — paps + papio + praps — 201 ps) + 303 (13 — paps + papie + pipis)
(1 — pr2) (pz — 1) (pap + pops + prafiz)?
13 (1] — paps + pafin + papis — 2 i) — 20t papts
(1 — pi2)(p3 — ) (a2 + popis + prafiz)?
g3 (13 — piapis + papie — papis + 13) + paps (— paps + pape + paps)
(1 — p2) (p3 — ) (pa i + piopis + papiz)?
(33 (103 — papis — papia + paps) — 2008 piopis
(1 — pr2)(ps — pin) (papi + popis + prafiz)?
(5 — 2paps + 1i3) + 135 (ps — p2) (s — )
(= o) (s — ) (i + pioprs + frapes)?
papas (pas(pn — o) + papin) + pipg (ps(pn — pra) — papio)
(11 — p2)(ps — pa) (papie + popis + paps)?
pi(pe — pi3)® + pipg(ps — po) (s — )
(1 — pr2)(pz — pin) (a2 + popis + prafiz)?
papd (ps(pn — po) + papsn + p3 — 13) + g3 (ps(pn — p2) — papss + p3 — p3)
(1 — pr2) (pz — pua) (papa + pops + prafiz)?
_pa(pe — pa)® + pdus (s — p2) (s — ) + pap3 (= pio) (3 — )
B (1 — pr2)(ps — pin) (a2 + popis + frafiz)?

+

+

_|_
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i paps + i — p2)(ps — p2) — piusps
(1 — o) (3 — pun) (prapio + piopts + paps)?
_ =i — pa)? + g (ps — ) (2 — pia) + 3 (ps — i) (p2 — )
(1 — o) (1 — p3) (papio + popts + paps)?
pi s (s — pio) (p2 — 1)
(11— pr2)(pn — piz) (e + popis + prafiz)?
ﬂ263
(1 — pa)(p — ps) (peafio + props + paps)?’

1283 = Bu)(pikg + i + pips — papaps(pn + pe + i)
3 3( — p2)(p2 — ps) (s — pa) (g + pops + paps)?
(= o) (po — pas) (s — ) (3 + pra s + ping + 2p propus(p + pio + pi3))
a (1 — p2) (p2 — prs) (ps — pa) (papia + piopis + piafia)?
2(8s — Bu) (33 + psps + (i3 — ppopes (i + po + 13))
3(p1 — o) (2 — p3) (p3 — pun) (papo + popis + paps)?
(33 + p3ps + pid) [(mn — o) (2 — ) (s — 1) + 2(Bs — Br)]
3(pr — po)(po — p3) (ps — pon) (papeo + propis + paps)?
24 piapis(pa + i + i) [(pn — pi2) (p2 — 1) (s — pin) — (Bs — B1)]
3(pa — pra) (p2 — i) (s — pa) (puapa + props + puapes)?
(ips + paps + p3p3) | — 3pipe + 3uips + 3psps — 3p3pn + 3u3ue — 3p3m
3(pr — p2)(p2 — ps) (s — p1) (papa + piopis + prapiz)?
241 piapis(pa + piz + ps) [ — 3pdpis + 3pudp]
31 — pra)(p2 — p3) (s — pa) (a2 + piopis + i piz)?
(uips + pdps + pip3) (3 (s — ) + pajs(pn — pa) + pa(p3 — )]
(1 = p2) (b2 — pi3) (s — pa) (api + popis + paps)?
2papiyps(pn 4 pio + pis)(pa — pis)
(1 — o) (2 — p3) (3 — pun) (papoa + piopis + paps)?
(313 + p3pd + 3 ud) 13 — pps + popis + pape] — 2p0p3ps (i + pe + ps)
(1 — p2) (2 — p3) (papie + popis + fr1fiz)?
i3 (p3 — s+ paps + pape — 2aps) 4 papd (13 — pajis + fiapis + paje — 2/ o)
B (1 — pi2)(pg — piz) (a2 + popis + prafiz)?
1303 (13 — papis + popis + papia) — 2papspis
(1 — pi2)(pg — piz) (papt + popis + prafiz)?
s (pf = 2+ p3) + s (e (i — ) — pps)
B (11 — p2) (2 — pis) (papz + popis + prapiz)?
pisis (pia(ps — pn) — papes) + ping (pa(pe — pa) + pajio + 13)
(11— pr2)(pg — piz) (i + pops + prafiz)?
w3 — pi3)® 4 i3 (pa (i — pi) — papis + 113)
(11 — p2) (p2 — p13) (a2 + pops + papis)?

+

+

_|_
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133 (pi2(ps — pa) — paps) + pdnd (ps(pe — p1) + paje)
(1 — pr2)(pg — piz) (papi + popis + prafiz)?
ps(pn — pis)® + pips(pn — ps)(pe — pis) + g3 (pa(pas — pa) — paps + pf — p3)

+

(1 — o) (po — p3) (prapo + popts + paps)?
13 (pspie — ) + ppig + 11 — p13)
(1 — pr2)(pg — piz) (e + pops + prafiz)?
pia (g — p13)” + pi s — ps) (po — pa) + pdpa (s — pa) (p2 — pa)
(1 — o) (po — p3) (prapho + popts + paps)?
—pipaps + pips (e — pa) (s — o) + piusps
(pr — o) (p2 — ps) (papo + profes + pipts)?
_ i — ps)? + s — ) (ps — pi2) + paps (pn — o) (ps — pa)
(2 — 1) (b2 — ) (papi + pops + prafiz)?
pips(pn — po)(ps — pa)
(2 — ) (p2 — pu3) (paa pro + props + paps)?
5163
(pg — pa)(p2 — paz) (pa i + pofis + pafiz)?’

2

2 L 2080 = Bo) (i + 1405 + 445 — pastapts (i + iz + 1s))
2

1
3 3(p1 — pa) (o — p3) (s — pa) (apee + prapes + papiz)?

(b1 — i) (o — . 2,2 2,2 2,249
(1 — o) (o — pa) (s — pia) (i + pigpes + pips + 2pn proprs(pa + pio + pis))

3(pr — o) (p2 — ) (ps — pa) (papha + profis + papiz)?

2(81 — Bo) (13113 + 1303 + 133 — papiops(pn + po + pis))

3(p1 — pa) (o — p3) (s — pa) (pafeo + propts + pafiz)?

(133 + p3ed + 13 pd) [ (1 — p2) (p2 — pa) (s — 1) + 2(B1 — fBo)]

3(pr — po)(pg — p3) (ps — pon) (papee + prapis + pafs)?
241 piopus(fn + o + pi3) (11 — o) (2 — 1) (s — 1) — (B1 — Ba)]
3(p1 — p2) (2 — ps) (ps — pun) (papo + popis + pjis)?

2,2 2,2 2232 _32 32 _32 32 _32
(1303 + pdpd + p3u2) [3d i — 33 + 3u3un — 3udus + 3udus — 3udus]
3(p1 — pa) (o — p3) (ps — pa) (pafee + propts + pafis)?

2purpropis(pa + pro + pis) [ — 3p3p + 3p3pe)
3(p1 — p2) (2 — p3) (ps — pur) (papa + popis + pojis)?
(1313 + g3l + 13 p3) (B3 — p2) + pape(pe — ) + ps(pd — pd)]
(1 — p2)(po — p3) (p3 — pon) (peapoo + piopes + piafis)?
2 poprz (pun + pro + pi3) (p2 — )
(11— p2) (2 — pi3) (ps — 1) (a2 + propis + papiz)?
2,2 2,2 2, 20\0,2 _9 3
(U343 + 133 + p3ud) (13 — papie + papis + paps] — 2pap2pd (i + pa + )
(2 — pu3) (p3 — pen) (papoo + piopts + paps)?
A3 (15 — g+ paps + prapis) + p3pE (5 — e + paps + piaps — 24 ps)
(2 — p3)(ps — pon) (pa o + popes + papis)?

_|_
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[ (M% — Map2 + paps + popts — 2#2#3) — 241y fhofiy
(2 — p3)(p3 — pun) (papio + piopis + papis)?
B 1 (13 — 2pa 0 + p3) + g3 (o (s — p2) + piopis)
(e — ps) (s — ) (pape + piopts + pafis)?
piaps (pa(pie — pa) — papi + 113) 4 piud (pa (ps — pia) — popis)
(2 — pi3)(pz — pun) (a2 + pops + prafiz)?
13 (pa — pi2)? + g (pa (s — p2) + paps + 13 — p3)
(2 — p13) (p3 — 1) (papa + pops + prafiz)?

g3 (12 — ) (p3 — ) + pi g (pn (s — pio) — piogis + p3 — pi3)

(p2 — pus) (ps — 1) (peapho + propis + piapus)?

gy (pn — pi2)? + 3 pd(ps — p2) (py — ps) + pdedpd + pdpd(pe — ) (ps — )
(2 — p13)(pz — pun) (pap + pops + prafiz)?
(33 (s — pi2) (= pio) — pip3ps
(p2 — p3) (p3 — pn) (pap + propis + prafiz)?
(= pe)® iy (e — ps) (. — ) 4 papd (. — ps) (g2 — i)
a (13 — p2) (s — 1) (i + propis + piafis)?
pi 3 (p2 — ps) (i — pro)
(3 — o) (p3 — per) (paapho + popts + paps)?
B152

(3 — p2)(ps — pon) (pa o + popis + papis)?

+

+

+

+

Portanto,
2 52/83
Vl — 2,
(pr — p2) (per — pas) (peapho + propis + piapts)
V2= 5153 . (2.20)
(2 — pa)(p2 — p3) (pea o + profis + papis)
2 5162
V3 —_—

(3 — p2) (3 — pr) (papio + popts + papis)?

De (2.8)), segue que a condicao py; < po < pz implica f; < 0 e 53 > 0. Logo, segue de

(2.20) que By > 0. Contudo, como vz > 0 e B; < 0, segue também de (2.20) que £, < 0.
Entao, 5, = 0 e dai 1 = v3 = 0. Portanto, F> é normal a superficie X, equivalentemente,

Ey, E3 sao campos tangentes a . Dali, vElEQ = —)AE; e VESEQ = —AFE3. Mas, de
(T.10), Vg, By = 1E3 e Vg, By = —p3Ey. Portanto, A = p; = ps = 0 o que resulta
By = B = [3 = 0, contradizendo a hipotese. [ |

Observagao 2.1. Note que, supondo ¢3 < ¢; < ¢ na Proposi¢ao 2.1] temos ¢3 < 0 <

Cy, €1 = Co + c3 e X é uma superficie integral de uma das distribuicoes geradas por

{Ey, \/c2Ey + \/—csEs} ou { By, \/ca By — \/—c3Es}. Agora, supondo ¢; < ¢3 < ¢p, entao
c3 = ¢1 + c9 e portanto X é uma superficie integral de uma das distribui¢oes geradas por

{\/—ClEl + \/C_QEQ,Eg} ou {\/—ClEl — \/EEQ,Eg}.
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A Proposicao permite generalizar um resultado sobre a nao existéncia de superficies
totalmente umbilicas dos espagos homogéneos E(k, ), com T # 0 e k # 472, provado em

[14]. Tal generalizacdo é o seguinte resultado.

Corolario 2.1. Se A =0 e 32+ B2 + 82 # 0, entao G ndo admaite superficies totalmente

umbilicas.
Demonstragio. E uma consequéncia imediata do Lema e Proposicao [

Em virtude do Corolario[2.1] analisamos o caso A # 0. Veremos agora que, se G possui
curvatura escalar positiva e as constantes de estrutura siao tais que A # 0, entdao nao existe
superficie totalmente umbilica em G. De fato, observe que a matriz dos coeficientes do
sistema linear é invertivel, assim

2., .2 2
vi +vy +ug =1,

(B2 = o)V + (B3 — Br)vi = =P, (2.21)
ps(pn — p2)vi + pa(pn — ps)vi = —(paps + A?).
Dai, segue que
I/§ 51 ﬂQ 2 61 (222)

B~ B 2 (Bs—Bu)

Agora, substituindo (2.22)) na terceira equagao de (2.21]), obtemos

Bl ﬁ2 2 ﬁl
65 ﬁl ﬁd - 51

_ pa(pn — p3)(Br = B2) o 2y Ha(p1 — ps)fr
_:u3(lu1 :U“2) + (53_51) Vy +(M2M3+)\ ) (63_51)

0 = pa(pn — p2)vy + pa(pn — us)( ) + (p2pis + 2%

= pa(pn — p2)(Bs — B)va + po(pa — ps) (B — Bo)vs
— (Br — B3) (p2piz + X?) — pa(pn — pis) B
= V3 (us (i1 — p12) Bs + palps — pa) Ba + pa (pi2 — p13) 1)

— (B — /33))\ — paphefr + papisBs.
Mas, —A = ,u3(,u1 - M2)53 + M2(M3 - M1)52 + w1 (MQ - M3)51- Entao,

vy (—=A) = (81 — Bs) N + papa (3 (g — ) + i3 (i — pia))
— paps (3 (s — pi) + 115 (s — p1a))
= (B — Ba)N* + piips — pap s + papipa — i3
— UiH3He + 14 s — g + papa s
= (By — B)A* + p3 (i pia — piapn + i ps — pzpa)
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= (81 — B3)N* + p3(pa(pn — pa) (b + pa) + papia (pa — pi3))
= (B — Bs)N° + 3 (1 — ps) (i iz + popts + papis).

Portanto,

2 (53 — 51) 2 H%
— A .
TN N T (=) (e — aa)

(2.23)

Agora, usando (2.22)) e (2.23)), obtemos
> (B1—B2)(Bs — B)

1/3:

P 15(81 — Ba) . b
A(ﬁ?, - 51) (53 - 51)(#2 - Ml)(ﬂ2 - ,u3) (53 - /31)
(Br = P2) 2 13(Br = o) = Bulpa — a) (2 — pta)
A (Bs = B1)(pa — pa) (2 — p3)
(1 — B2) A2 4 — 1382 — B1(—paps — papi2 + papis)
A (Bs = B1)(p2 — pa) (p2 — p3)
(81— B2) \2 4 (s (ps — pro) 4 papa(pn — pa) + Bilpapis + prapie — fapis)
A (Bs — Br)(pa — pa) (2 — p3)
(61 — ) \2 4 3 — p2) (203 + paps + piape — paps)
A (203 + popis + papa — papis) (s — pa) (2 — pa) (12 — pi3)
(1= B2) |2 13
a A A (M3 - Ml)(ﬂ?) - M2). (2.24)

Finalmente, substituindo os valores de (2.23) e (2.24) na primeira equagao de (2.21)), segue

que

(53 — B1) N% B — 52) M%

N

2 2 2 _
TR N e A e
ou seja,
g Bs=P) 143 B 13
! A (o — pa)(p2 — p3) (s — pa)(ps — o)
(B2 — fB3) 2 M% M%
A
A T o me—n) | (e m)e—p)
_ (B Bs) o, (s = ) + 45(in = o) + (i1 — p2) (2 — 1) (s — 1)
A (1 — p2)(po — p3)(ps — p11)
_ BBy, 13 (13 — pio)
A (1 — p2) (po — pes) (pes — 1)
(B2 — B3) 2 M%
— A .
A i (11 — p2) (1 — pta)
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Portanto,

s (Ba—03) 5 y3
KA S TS [
_ 2
V2= (Bs Aﬁl))\z i = l;<2 — (2.25)
2 (81— Ba) o u%
Y S A ()
Por e Lema o gradiente da funcao \ satisfaz
2 4,20, 2 (B2 = B3) |2 11 _(62_53)2 4
”V)\” N 4%(#3 Ml) [ A A (Ml - M2)(M1 - M3) A? A
- 213 (B2 — Bs) A2 T ]
Apy — p2) (1 — pi3) (11— p2)? (pr — p3)?
2 . o (Bs = B1) |2 M% . (85 — 51)2 4
+ Al = p2) { A o (2 = pa)(p2 — p3) Az 4
_ 2u3(Bs — 1) A2 _ I }
Alpz = pa)(p2 — ps)  (p2 — )?(p2 — pa)?

— Bz (ps — p1) (s — p2) {(BQ — B3i(263 — ) A+ A(M:i(%l)_(/i?’)_ 72) A
wiBs —B) o 13 155 }
Ay = p2)(pr — p3) (1 = p2)?(p2 — pa) (p3 — pa)

+

_ 42 [Mg(/i:a —)* (B2 — Bs)  2uiu3(ps — p)*(B2 — Bs) n 113 (s — p12)*(Bs — B1)

A A = p2)(pa — p3) A
2R (ps — p12)*(Bs — Bu) n g3 (pt3 — p) (B2 — PBs) n 213 p2(ps — p2) (B3 — Br)
A — p)(p2 — p3) Alpz — ) Apr — p2)
_)\2 (M%(% — 1)*(B2 = B3)? i 113 (p3 — p12)*(Bs — p1)?
A2 A?
i 2p1p2(Ba — B3)(Bs — 51))] 4 Apips(pm — p3) _ Apiipss
A2 (p1 — pi2) (11 — p12)?
L dapg (e = ps) e 8
(p2 — p1) (1 — p2)? (1 — po)?
_ 4)\2[ (B2 — Bs) ( pa( —p3) 203 115
(Hap2 + pops + papn) \ (0 — p2) (p2 — pi3) - (i — p12)*(pi2 — pi)
n 245411 ) n (85— B1) ( 113 (1 — p13)
(1 — p2)*(p2 — p3) (a2 + paps + pzpa) \ (1 — p2) (pa — p13)
N 2033 B 2463 2 )
(1 = p2)?(pn — p3) (1 — p2)* (1 — ps)

- 2—22 (,uz(,u?, = 1)(B2 = Bs) + (s — 1) (Bs — Bl))?
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Api s ( 11 145 21112
+ ——— (1 — p3) — ———— + (3 — p2) — +
(p1 — p2) (1 — pi2) (1 —p2)  (p1 — p2)

— 42 { (B2 — Bs) (Mg(ﬂl — ) (1 — p2) — 2pip3 + 2#3#1)
(Hpiz + papis + prapn) (11 — p2)?(p2 — p1s)
(85 — B1) (M%(M — ps)(pn — pa) + 2u%,u§ — 2,u§’,u2)
(papi + piops + pspin) (1 — p2)?(p2 — p3)
2 2
o % <“2(“3 — 1) B2 + pa(p2 — p3) 1 + pa(pn — M2)53) }
43
(1 — p2)?
::4A2{ (B2 = Bs) (-—M%ugul%—uéus—-u?u%*—#%ul)
(1 — p2)*(pa o + popis + frapin) (2 — p13)
(B — B1) (ﬁmm—ﬁm+ﬁ@—ﬁm>_fﬁﬂ
(1 = p2)?(pa iz + prapis + pzpn) (1 — u3) A2

+ Oﬁ—uum—u?—uum+u§—u?+%mm)

+

— 4\ [ (B2 — B3) (N%Ml(ﬂz — 1) + pryps(pe — Ml))
(1 — o) (pa o + propis + frapin) (2 — p3)
(B3 — B1) (N%/@(/@ — ) + pips(p — Nl)) _ )\2]

_|_
(pr — p2)?(papio + popis + pisfin) (p1 — p3)

— 4)\2 [ 1 ((—Mgﬂl — papiz)(Bo — ﬁ3))
(p1pi2 + profis + papin) (11 — p2)(p2 — p13)
1 Cﬂ@rﬂ@ﬂ&—ﬁd_v]
(p1pi + profis + papn) (1 — p2) (1 — p13)

= 4)? [% ((_ﬂgﬂl - M%M3)(M1 - M3)(2M%(M2 — p3) + Mg(/@ — ) — Mg(ﬂs - Ml))
+Pﬁm—ﬁmmmw@@@m—w+ﬁWrwﬁﬂ@m—MO—Vl

1
:uﬂZOm—mMm—mM—%%?ﬂﬁ£m+m&ﬁ+M@%Q

+ (1 = p) (= o) (i + pzpas) + (po — i) (pn — paa) (115 302 + pi3pc7)
+ (2 — i) (= pipapis + pips — i + pipaps)

+wer£mm—£ﬁ+£@—£mm0—V}
1
= 4N {Z ((ul — p13) (a2 — pa) (p2 — p1)203 405
+ (= pa) (e — pio) (U305 — pops + Haps + p3Ha)

+ (p2 = pia) (1 — pao) (U307 — HIHG + HIHG + pTHG 1)
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+ (2 — pa) (pips — pipis) + (i — pa) (pipes — u%u?)) - AQ}
= 02| 5 (1 = )02 — s — o) (20303 + 3+ i)
= A pn — pa) (e — ps) (pa — 1) (2635 + paps + pspd
+ (= ) (pn — pr) (303 + papapn) + (po — ps) (pa — p2) (503 + 13 3 pe)
+ (ko — pia) (g — p3) + (= pas) (i — u‘éuf)) — N
= 0| 5 (1 = 1) 02 — s — o) (2030 + 3+ i)
= A pn — 3 ) (p2 — ps) (p2 — poa) (2003 23 MgMz M3t
+ (= pa) (13 — p3) 13z + (p2 — i) (1 — pi3 um) - Aﬂ
1
= 4N {Z ((m — i) (pt2 — p1) (2 — ) (20 + p3ps + pzpt)
— (i1 — ps) (pa — pas) (o + pis) i i + (pr2 — o) (g — pas) (pa + us)u?ug) - AQ}
1
= 4)? {Z ((ul — ps) (pa = ps) (po — ) (2083 115 + piape + pzpi)
— (1 — pis) (p2 — pis) (i3 — u%u?)) - AQ}
1
= 02| (= g = ) = ) 2+ e+ )

— (1 = p3) (p2 — p1) (i — m)u?ui) - AQ}

(11 — ps) (p2 — pis) (o — o) (13053 + p3psd + pi313)

= 4)? -\’
{ A
_ w( s ey et A2>
f1fbe + fgfle + f3ty
= 4N (e — N?), (2.26)

2(p3 s + paps + paps)

onde € = — e p é a curvatura escalar de G, ver (1.12)). Asssim,

se (G possui curvatura escalar positiva, entao € < 0. Mas, isto nao pode ocorrer, pois
de (2.26) |[VA]|? < 0. Logo, nao existe superficie totalmente umbilica em grupos de Lie
unimodulares, tal que A # 0 e a curvatura escalar positiva.

2.1 Prova do Teorema Principal

Nesta secao, nos dedicamos a prova do teorema principal deste capitulo.

Teorema 2.1. Seja GG um grupo de Lie unimodular com constantes de estruturas c3 <

co < 0.
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(1) Se ¢c; = ¢c3 = ¢c3 0u ¢1 = 9, c3 = 0, entdo G tem curvatura seccional constante e

portanto, é isométrico a S? ou R3.
(2) Secz3 <0< ecy=c+cs, entdo

e Para ¢y # 0, qualquer superficie totalmente umbilica em G pertence a uma das

duas familias de superficies totalmente geodésicas descritas na Proposicao [2.1

e Para ¢y = 0, G = Sols munido com uma métrica invariante a esquerda por
uma homotetia da métrica usual. Além disso, qualquer superficie totalmente
umbilica em G é totalmente geodésica ou, a menos de isometrias do espago

ambiente, uma das superficies descritas em [14].

(3) Nos outros casos, nao existem superficies totalmente umbilicas em G.

Demonstragao. Por (1.11)),

K(E\, Ey) = (R(Ey, Eo)Ey, Ey) = — iy jig + capis,
K(E\, Bs) = (R(Ey, E3)Es, Ey) = — i1 ji3 + Cafia,
K(Ey, E3) = (R(Ey, E3)Es, Ea) = —pigpis + c1pt,

em que K é a curvatura seccional de G. Se ¢; = co = ¢3 = ¢ # 0, entdo uy = g = 3 = %c.
Logo, K(E1, E>) = K(Ey, E3) = K(Es, E3) = 1¢?, ou seja, K > 0 ¢ portanto de [I], G é
isométrico a S®. Por outro lado, se ¢; = ¢y e c3 = 0, entdo pg = pp = 0 e puz = ¢; = co.
Logo, K(E, Ey) = K(E,, E3) = K(FE,, E3) = 0, e assim G é isométrico a R?. Concluindo
assim o item (1).

Observe que se 7 + (7 + 7 = 0, entdo retornaremos ao primeiro item do Teorema.
Assim, suponha 57 4+ 33 + 32 # 0. Considere ¥ uma superficie totalmente umbilica em G
com funcao de umbilicidade A. Se A é constante, entao o resultado segue da Proposigao

e do Corolario 2.1} Dessa forma, suponha A nido constante. Primeiro, notemos que
3

VA= Z a; E;, com a; € C*(X) e usando o Lema 2.1} segue que
i=1
ay = (B, 2p5(ps — ) B + 2 (ps — po) 1 By )
= 2003 — p) 1 (1 = v7) — 201 (ks — p2)vsin
= 2Uofizl1 — 2fiafisVy — 21 flal1 + 21 paly — 21 fisV3 vt + 2 fiaVs
= 201 (papts — papisVy — 24 jigvs — 24 fiaV3)
= 201 (A + paps).

Analogamente,
Qg = 21/2<)\2 + ,ul,ug) e Q3= 2V3()\2 + ,u1,u2).
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Considere o campo tangente a ¥ e ortogonal a VA dado por

E, Ey Ej
X=VAAN=| v 1n v |= (043V2 - 042V3)E1 + (0417/3 - 043V1)E2 + (a2V1 - 041V2)E3-

Q1 Qg O3
3
Se escrevermos X = ZbiEi, com by, by, by € C®(X), segue que
i=1

b1 = asvo — aory = 2vou3 [(N + papin) — (N + paps)] = 2p1 (p2 — ps)vavs,
by = ayvs — azvy = 203 [(N + piapis) — (N + papn)] = 2p2(ps — p)rivs, (2.27)
by = v — aqv = 20115 (N + paps) — (N + papts)] = 2ps(pr — po) v,

Agora, observamos que dN,(X,) = ((Vi1, X,), (Vin, X,), (Vis, X)), e de (2.25)

(81— B3)A
A

(B3 = B2)A
A

(B2 = Bi)A

A VA

—————V\, V= VA, Vg =

V1V1/1

Portanto dN,(X,) = 0 para todo p € ¥. Usando o mesmo argumento da prova do Lema

(b1, by, b3) satisfazem o sistema linear (2.13). Logo, de (2.13)) e (2.27), obtemos

A (p2 — pa)vavs + 3 (ps — pn)vivs — p3(m — po)vivr = 0,
Ao (pts — p)vivs + p3(pn — po)vive — pi(pe — pa)vive = 0,
Aa(pn — pa)ave + pi(p — pa)vivs — paps — pn)vivs = 0,

ou seja,

15 (py — ps)vs + pi5(pn — po)v3

Apug = V1,
pa(p2 — p13)
2 B 2 2 B 2
Ny — Pl = 1)Vs + (e = )i Vo,
pa (s — fi1)
2 _ 2 2 B 2
Ny = Ll = 1)V F s = v
p3(pn — piz)

Usando apenas a primeira equacao e tomando o quadrado em ambos lados, obtemos

113 (p2 — pa)* N2v3vs =ps(pn — pe)*vavi + 2p5p3(pn — po) (1 — pa)vivivs

+ ps(pa — ps)*vsvy.

De (22.25)), a fun¢ao de umbilicidade X satisfaz uma equagao polinomial da forma

G \® + @At + @A =0,
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onde

4 2 (i3 (B3 = Bi) 115(B2 — B3)
T = 3l = i) (A(Ml p2)*(ps — p2) (i — p3) — Alps — pa)? (2 — M3)2>
2 2 i3 (B3 — A1)
+ 2uabigin = o)l = i) <A(u1 — pi2) (2 — pis) (g1 — pis)?
1381 — Ba) N p313(B2 — Bs) )
Ay = p2)* (s — p2) (i — p) — Alpz — pa) (p2 — p3)*(pa — p3)
2#%#%@1 — [32) + M§(52 — f33) )
1= p2)(p2 = ps) (i — pg)® - Alus — 1) (ps — pie)?
_ M%M%M%(/@ /13)?
(2 = pa) (p2 — pa)? (1 — pia)
TG
(2 = pa) (1 — p13)

+

+ sy — ) (A(u

M%(ﬁz& - 51) 4 2#2(53 - 51)(52 - 53))
pa = p2)(pn — pz) A2 (g — pun) (e — p3)
203 11505 (Bs — B1)(B1 — Ba) n 2p3 s (py — pr2) (i — pis) (Bs — B1)(B2 — Ps)
A? A2(p3 — p1)(ps — po)
2#3#%(#1 — p2)(p — ps) (B — B2) (B2 — Bs) 4 M2M1(M1 ) (B — 52)2
A%(pg — pa)(p2 — p13) A )( — H3)
20303 (p1 — p13)* (Br — B2) (B — Bs)  piud(pa — ps)*(Bs — Bu)
A%z — ) (pa — fia) Aps — ul)(us - uz)
i (e — p13)*(Br — Ba)
Alpg — pa)(p2 — p3)

Ga = pz(pn — Mz)Z(AQ(

+

+

+

_ (i = p2)(Bs = B1)* | 20550585 = B) (B = Ba) | pima(pn — 1) (B = o)’

A?(p1 — p3) Az A2(p1 — pio)
- pi 3 (p2 — ps)(Bs — B) _ 115 (k2 — p13) (81 = Bo)
Alpr — p3) Apz = 1)
_ /~01/~L3(53 - 51)2 241 fiop13(Bs — B1)(Br — o) Mlﬂ%(ﬁl - 52)2
- A23(u3 —m) A? LT
pps(Bs — Bi) | ppe(Bi = Ba)| | pius(Bs — Bi) A
PR ) T Al | A ) Pt A
b —p
+ %(Ml/@(ﬁl — fa) +A)

= M1M2,U3Q(,ul7 M2, /1’3>7

em que () é um polindmio nas varidveis pq, i, 13-

- (B2 — f3)
d6 = A3

(M3(M1 )2(53 - 51)2 + 2#3/@,(#1 — p2) (1 — p3)(Bs — B1)(Br — Ba)
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+ g (i1 — p1s)*(Br — 52)2) - LAC L) <5A32_ Al = )
= B (i — g 1)+ 3 — ) 51— )
N 113 (2 — p13)*(B1 — B3) (81 — Ba)
AQ
_ (B = Bs) (1 — 1) (i — p13)(p2 — p1)* (13 (1t — ) + 3 (pi2 — )
AB
N 13 (py — ps) (g — paa) (p2 — p13)? (203 — puapas + papn + ) (203 — papia + pspn + p12))

AZ
(43 (15 — ) + 132 — 100))” (2083 — piopas + pur (piz + p13))
(1 — pr2) (pn — piz) (a2 + popis + prafiz)®
(20313 — pdps + pdpo (4 1)) (203 — papo + ps(p1 + p2))
(n = pi2) (g1 — pas) (pa i + piopis + pafis)? ’

Como A nao é constante, segue que go = g4 = ¢g = 0. Sendo A # 0, a condicdo g = 0
implica p; = 0 ou ps = 0 ou puz3 = 0. Como ¢ = 0, podemos verificar que, se algum p; é
igual a 0, entao a soma dos outros dois também ¢ igual a 0. Portanto, G é isométrico ao

grupo Sols. |
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Capitulo 3

Superficies totalmente umbilicas em

grupos de Lie nao-unimodulares

Neste capitulo, G denota um grupo de Lie nao-unimodular. Pela Sec¢ao [I.5], G é iso-
métrico ao produto semidireto R? X B(p) R, onde a matriz B é dada por . Como
antes, o nosso objetivo é estudar a classificacao das superficies totalmente umbilicas em
G. Para tanto, seguiremos com as mesmas notagoes do Capitulo 2.

De acordo com o Lema [1.5]

R(¢u, ¢0)N = [((1 — a)® — ab® — ab’(1 — a)) iy + ((1 + a)® + ab® + ab*(1 + a) ) vays
(1—a*(1+6%)vsys]du — [((1 — a)® — ab® — ab*(1 — a)) iz,
(1 +a)® + ab® + ab’*(1 + a))vazs + (1 — a*(1 + V7)) v323] @y

+ —
+
Como X é totalmente umbilica em G, entao por ([2.1))

A= ((1—a)? —ab® — ab?*(1 — a))vizy + ((1+ a)® + ab® + ab’*(1 + a) ) vazs
+ (1= a®(1 4 b%))vszs),

Ao = ((1—a)® —ab® — ab’(1 — a))riyn + ((1+ a)® + ab® + ab*(1 + a))vays
+ (1 — Cl2(1 —+ b2))l/3y3.
Escrevendo,
B = ((1 —a)? —ab® — ab*(1 — CL))I/l,
By = ((1 +a)? + ab® + ab?*(1 + a))VQ,
63 == (1 - a2(1 + bz)>l/3,

e como A\, = (¢, VA), Ay = (¢, V), temos que

3
VA=Y BE
k=1
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=((1-a)?—ab® —ab*(1 —a))nE] + ((1+a)®+ab®+ab*(1 + a))E,
+ (1—a®(1+0*)1sE; .

=((1—a)?—abt® —ab*(1 —a))nE] + ((1+a)®+ab® + ab*(1 + a))E,
+(1-a*(1+0))(—nE —nE)),

Assim, fazendo as distribuicoes e operacoes necessarias, obtemos

VA=2a(a—1-b+ ab2)1/1ElT +2a(a+1+b"+ ab2)V2E;
=2a(1+0*)((a — VY E| + (a+ 1)k, ). (3.1)

Os proximos resultados sdo analogos aos Lemas [2.1] 2.2 e

Lema 3.1. As fung¢ies v; € C®(X), satisfazem:

Vi, = ((1 +a)vg — )\)EIT + abwsE, + b B
Vs = abusE] + ((1—a)vs — A\ E, —buiEy
Vs = —((1 +a)v + abyz)ElT — (abm + (1 - a)VQ)EQT — \E; .

Demonstracao. A prova é analoga a do Lema [2.1 |

Lema 3.2. Se a # 0, entao
((a+1)(a+2)v; — (a—1)(a—2)v; —2a)b+2(a® — V)r1rp =0 (3.2)
Demonstragao. Do mesmo modo que no Lema [2.2] mostra-se que

[EQT, EST] (A) = 2a(1 + b?) |:V12V2 (a* = 2a*v} — 1 — 2a°v5 — 2av + 2avy)

+ by (= a® + a+20°V; + a’vi — 2av) — a’vy — 2av;

+ au12 + cu/22 — Vf — 1/; + l/iL — Vg‘) + 1/2(@2 -1)— 21/5’(@2 —1)

+vd(a® — 1) + Aos(a + 1)} . (3.3)
Por outro lado, usando o Lema [3.1], obtemos

EJ (Ey (V) =2a(1+b) [vire(2(a — 1) — a®vf + 307 + 2a*v5 — 2a(vf + v3) — 3Avs(a — 1))
+ aby (6@1/3 — 6avivs — 5avy + 2avi — avi +2vs — vy + U —a — 1)
+ by (2avivs + 4Vivi — avi — v} + avf — vy + avy + Buy — avi — 13)

+o(a® — 1) — 4v3(a® — 1) + 3v3(a® — 1) + Avovs(a + 1) — 3Avsws(a + 1)],

Ey (EJ (X)) =2a(1 + b)) [imn(— a® =1 =3v7(a® — 1) — 3Aus(a — 1) + 2a — 4ars)
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+ abvy (2(1 — a) + 3av; + Tavi — 6avivy — 6avy — 3v; — vi + 2viv; — 2v5)
+ b (— 43 + Ay + 4vy) + 2us(a® — 1) — 3U3(a® — 1) + 2Xrs(a + 1)
—3\vs(a+1) +v3(a® — 1)].

Assim,
[Ey By ] (N) = 2a(1+ %) [17re( — @® + 1 — 2a°v] — 2a°V3 + 2av} — 2av3)
+bl/1(—a2—|—3a+a vs + a*vi — a*vy + a®vi — 2av; — 2av;

— 2avy — 2av} — 2v3 — vy + v} + V}) + va(a® — 1) + vh(a® — 1)
+ Avors(a+ 1) — 2v3(a® — 1)]. (3.4)

Igualando e (3.4), obtemos
2a(1 + b*)[bri (= 2a + @®v3 + 3av] + 3avy — 27 + 2v5 — a®v) + 2viwe(a® — 1)] = 0.
Como 1 + b* # 0, entao
ar[((a+1)(a+2)v — (a — 1)(a — 2)v; — 2a)b+ 2(a® — V11| = 0.
Repetindo o mesmo processo para [E) , Ey | e [E], E; |, obtemos as seguintes identidades

avs[((a+1)(a+2)v; — (a — 1)(a — 2)v; — 2a)b+ 2(a® — V)in] =0
aa[((a+1)(a+2)vj — (a — 1)(a — 2)v; — 2a)b+ 2(a® — V)11n] = 0.

Como vy, 15 e v3 nao se anulam simultaneamente, obtemos (3.2). |

Observamos que se a = 0, entdo o grupo G é isométrico a H?, ver observagao Se
a=1eb=0, entdo G é isométrico a H? x R, ver exemplo Agora para o caso a # 1 e
b # 0, o Lema[3.2]implica que a imagem da aplicagao de Gauss esta contida em uma curva
e assim possui dimensao no maximo 1. Note ainda que, se a = 1 e b é arbitrario, entao
G é isométrico a E(—4,b) (ver observacdo e esse caso também pode ser descartado,
pois ja sabemos que E(—4, b) ndo admite superficie totalmente umbilica.

Vamos agora para o caso a # 0 e a # 1.

Lema 3.3. Se a ¢ {0,1}, entdo as seguintes identidades sao verdadeiras

AN =23\ — ab®*vi + ab®v; — a* (1 + b*)vs + v3 + 2abvvy = 0, (3.5)
40003 + (1 — a)v? — (1 + a)vi + 2a)abvi = 0. (3.6)

Demonstra¢ao. Como a imagem da aplicacao normal de Gauss invariante a esquerda
tem dimensdo no maximo 1, entdo dado p € X, existe u € T,X tal que dN,(u) = 0 ¢
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consequentemente (u, Vv;) = 0 para todo i € {1,2,3}. Escrevendo u = Z?:l b E;, e

usando (|1.15), entao

3
qu = Z bil/jinEj

ij=1
= b1V Bl + b1V, By + b3V, Es + boy Vi, By + byo Vi, By
+ bQstEQ Es + b3V1vE3 Ey + bsVsz3 Ey + 53V3VE3 Es
=bii(1 4 a)E3 + bivsabEs — bivs(1 4+ a) By — bivzabEy + byviabEs
+ bova(1 — a) By — bovsabEy — bavs(1 — a) By + byvibEy — bavebE)
= (=biv3(1 + a) — bavzab — bywrb) By + (—byvzab — bovs(1 — a) + by b) Es
+ (b11 (1 + a) + byveab + bovrab + bavo(1 — a)) .

Por outro lado, como ¥ é totalmente umbilica segue que
qu =—-du=-—\ (b1E1 + bQEQ + 63E3) .

Assim,
—Aby = —bivs(1 4 a) — bovsab — bsisd
—Aby = —byvzab — bavs(1 — a) + by b
—Ab3 = bivi (1 + a) + byvaab + byviab + bas(1 — a).

Sendo byvy + bavs + by = 0, pois (u, N) = 0, entao

—v3(14+a)+ A —v3ab —1b ; 0
—vsab —v3(l—a)+ X b bl | (3.7)
r(l+a)+wmab rab+wva(l—a) A bj 0 ' '
v Vs U3

O sistema (3.7)) ¢ homogéneo, assim, os menores de ordem 3 da matriz que representa esse

sistema devem ser nulos para que tenhamos uma solucao nao trivial. Logo,

A=A (—(1+a)s+ ) (—(1 —a)vs + \) — ab’vivs ((1 + a)vy + abuy)

+ ab®vyus ((1 — a)vy + abvy) + buy (14 a)vy + aby) (—(1 — a)vs + A)
— by (—(1 +a)vs + A) (1 — a)vy + abry) — a*b*viA

=A((1=a®)v; — As(1+a) — (1 — a) + X?) — ab’vivs(1 4 a) — a®bPrivers
+ ab’v3vs(1 — a) + a*b* s + b (— (1 — a®)rivs + A (1 + a)
— abrors(1 — a) + Avsab) — buy (— abrivs(1 4 a) — vavs(1 — a®) + Aaby,
+ A\n(1l—a)) — a®b* A

= A ((1 = a®)vi — 2 w3 + A?) — ab’vivs(1 + a) + ab*v3vs(1 — a)
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— ez (1 — a®) + by (1 + a) — ab*vivs(1 — a) + ab’v3 )\
+ ab*vivs(1 + a) + brynys(l — a?) — ab*vi\ — buipA(1 — a) — a*b*va A

= Aa(1 —a®) — 2X%u3 + N 4+ by A (1 + a) + ab* v\ — ab* Vi) — bvyp (1 — a)
— a’b* Ui\

= M3 (1 — a®) — 2X%u5 + A* + 2abvy v\ + ab®va\ — ab*vi\ — a*b*vi

=X (A = 223 + 1v5(1 — a®) + 2abvyvs + ab’vi — ab’vy — a*b*v3)

=X (A = 2\u3 — ab®v] + ab®vi — a®vi(1 + b2) + i+ 2abu11/2)

Ay =v3(—(1+a)vs+ ) (—(1 —a)vs + A) — ab’vivs + ab*vivs
+ by (—(1 — a)vs + ) — by (—(1 + a)vs + \) — a®b*vi
=3 (1= a®)v; — As(1+a) — Avs(1 —a) + \°) — ab’v Vg—l—ab Va3
+ by (—(1 —a)vs + A+ (1 + a)vs — \) — a*b*v3
=3 (7/3 —a? V3 — 23 + )\2) — ab’v? vivs + ab21/2 vs + 2abyvavs — a*b*vs

= v3 (N = 20v3 — ab®vf + ab’vi — a®vi(1 + V) + 13 + 2abuyvs)

As = v3 (—(1+a)vs + N) (1 — a)vy + abvy) — Aabvivs — bra (1 + a)vy + abry)

+ by (1 — a)vg + abvy) — Avg (—(1 4 a)vs + A) + abvz ((1 4 a)vy + abusy)

= s (—(1 — a3 — abvyvs(1 + a) + An(l —a) + abul)\) — \abvyvs
—buavi (1 + a) — ab®vi + b3 (1 — a) + ab®vivy + Apus(1 +a) — N
+ abviv (1 + a) + a®b* V3,

= —v2n(1 — a®) — abvvi (1 + a) + Avews(1 — a) + abvyvs\ — Aabvyvs
—bivi(1+ a) — ab®vi 4+ brivi (1 — a) + ab®vivy + Avars(1 4 a) — N2y
+ abvivy + a®bvivy + a*b*vivy

= — 31/2 + a? y3y2 + 21513 — abz/2 v — a62 3 abygyl + ab2V12V2 vy + a262V3u2

=1y (-5 + a®v5 (1 + b°) + 2\v3 — 2abivs — ab®vi + ab’vi — X?)

=1 (N = 23 — ab’vf + ab’vy — a®v5(1 +b%) + v5 + 2ab1/1V2)

Ay = —abvi (1 — a)vg + abvy) + Ay (—(1 — a)vs + N) + by (1 + a)vy + abws)
— b2 (1 — a)vy + abuy) + abrousA — vs (14 a)vy + aby) (—(1 — a)vg + N)
= —aby§u2 + asz§V2 — a2b21/§1/1 — \yvs 4+ advvs + Ny + bV121/2 + abusQ
+ ab* Vv — bujvs + abvivs — ab®v; + abravsh — v3(— (1 — a®)vivs + Avi(1 + a)
— abvars(1 — a) + abo\)

= —aby3 Vs +a bu3 5 — a2b21/3 v, — A\ + advvs + Ny + 2aby12u2
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+ ab2V2 vy — ab2uf’ + abvous A + 1/§1/1 — a2V1V§ — A3 + advivg
+ abz/3 Vo — a2bV§y2 — abrys A

=11 (N = 203 — ab®v] + ab’vy — a®v5(1 + b*) + v + 2abivs)

Portanto,
A (A2 = 23 — ab*v? + ab*vi — a*vi(1 + b%) + v2 + 2abvi1s) = 0,
v3 (A2 — 2wz — ab*v? + ab*v3 — a*vi(1 + %) + v2 + 2abvis) = 0,
vy (A2 — 2 3 — ab?vi + ab?vi — a*v3 (1 + b%) + v2 + 2abvyvs) = 0,
vy (N2 — 2Xv3 — ab®*vi + ab*vi — a*v3(1 + V%) + v3 + 2abvig) = 0.

Como os v; nao se anulam simultaneamente, obtemos (3.5).
Para (3.6, considere o campo

 VAAN 20(1+0?) ((a = 1)mE] + (a+1)wE]) AN
2a(1+0?) 2a(1 +0?)
=(a— 1B AN+ (a+1D)wnE, AN
=(a— 1Dy (Ey —N)AN+(a+ Dy (Es —1sN) AN
=(a—1DnEy AN+ (a+ 1By AN
=(a—1)
+ (a+ Vo (11 Ea N Ey + voFy N\ Ey + v3FEy N E3)
= (a — Dy (raE3 — v3FEs) + (a + 1)va(—11 Es + v3Ey)
= (a+ V3B — (a — DinvsEs + ((a — Dy — (a + 1)y) Es
= (a+ DwersEr + (1 — a)rivsEy — 2415 Fs.

141 (l/lEl VAN E1 + Z/QEl AN EQ + V3E1 VAN Eg)

De ({3.5), temos que A é constante ao longo das curvas onde N é constante. Dai, segue que

VA & ortogonal as curvas de nivel de N, e portanto X ¢ tangente a ¥ e dN,(X,) = 0 para
3
todo p € X. Assim, escrevendo X = Z = b E;, temos by = (a + 1)1avs, by = (1 — a)ryvs

i=1
e by = —21115. Agora, substituindo em (3.7]), obtemos as seguintes identidades

(—(1 +a)vs + A)(1 + a)vovs — abvyva(1 — a) + 2bvav, = 0,
—abvava(a+ 1) + (—(1 — avs + A\)(1 — a)vyvs — 2bviv, = 0,
(1 4+ a)vy + abws)(a + 1)vovs + ((1 — a)vg + abry) (1 — a)vivs — 25 = 0,

ou seja,

(a+ 1) Aprs = (a + 1)*vivy — by (205 — ala — 1)13),
(a — DAy = —(1 — a)*vivy — by(2v7 + ala + 1)v3), (3.8)
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2A vy = (—abvy(a — )7 + 2(1 + a®)vyv + ab(a + 1)13)vs.

Como a # 1, de (3.2)), temos

((a+1)(a+2)v3 — (a—1)(a—2)v] —2a)b
2(1 — a?) '

Ny =

(3.9)

Agora, multiplicando a primeira igualdade em (3.8) por v1, a segunda igualdade por v e
usando (3.9) nos termos v o2, temos

(a+1)?v3((a+1)(a+2)v3 — (a—1)(a —2)v} —2a)b

AV Vov3 = 2(1 — a?)(a+1)
bvi (205 + ala — D)v3)
N (a+1)
(a+1)2v2((a+1)(a+2)v2 — (a —1)(a — 2)v? — 2a)b
- | 21— a)at 1) ) (3.10)
o 2(1 - a®)v2(2v2 + ala — 1)v2)
2(1 —a?)(a+1) ’
e — —@= PR ((a+ (@ +2)3 — (a = 1)(a = 2)1f —20)}
1V2V/3 2(1— a2)(a — 1)
b3 (20f +afa + 1)13)
(a—1)
B i (RNl e VRt (Ul S0 LA

2(1—a?)(a—1)
20(1 — a®)v3(2v? + ala + 1)v3)
2(1 —a?)(a—1) ‘

[gualando (3.10) e (3.11), e fazendo as simplificagbes necessarias, obtemos (3.6). Note
que, usando, por exemplo, a primeira e a terceira igualdade de (3.8)), obtemos

4bvPvs + abl/g( —(a—1)* + (a+ 1)2u22) + 2a(a® — Dvwpri = 0.
Substituindo (3.9)) na expressao acima, temos
4bvivs + abvi ((1 —a)v; — (1+a)vi + 2a) =0,

que é equivalente & equacao (3.6)). |
Agora, estamos preparados para a prova do teorema principal desse capitulo.
Teorema 3.1. Seja G = R? xp(,5 R um grupo de Lie ndo-unimodular, com a,b > 0.
(1) Se a =0, entdo G é isométrico ao espago hiperbolico H3.
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(2) Seb=0e a=1,entdao G & isométrico ao espago produto H? x R.

(3) Se b = 0 e a # 1, entdo qualquer superficie totalmente umbilica em G é uma

superficie dos seguintes tipos:

a) Uma superficie integral de uma das distribui¢ées {Fy, E3} ou {Es, E3}. Em

particular, a superficie é totalmente geodésica.

b) Uma superficie invariante por um grupo a 1-parametro de isometrias associadas
a um dos campos de Killing 9, ou 0,. Isso da origem a duas superficies com-
pletas nao totalmente geodésicas, tinicas a menos de uma isometria do espaco

ambiente.
(4) Nos outros casos, nao existem superficies totalmente umbilicas em G.

Demonstracdo. Se a = 0, entdo G & isométrico a H® (ver observagio . Como as
superficies totalmente umbilicas nesse espaco sao conhecidas (ver [I7]), o item (1) esta
provado.

Suponha a # 0 e b # 0. Note que as equacoes e garantem que as funcoes v;
satisfazem P(vy,15) = T(v1,12) = 0, em que P e T sdo polinomios da forma

P(z,y) = ((a+ 1)(a+2)y* — (a — 1)(a — 2)2* — 2a)b + 2(a® — 1)zy
T(z,y) = 4bx*y* + ab((1 — a)z® — (1 + a)y® + 2a) (1 — 2° — ¢*).
Observe que substituimos v2 = 1 — v — v2 em (3.6) para obter a expressao de T'(x,y).
Suponhamos que P e T possuem um fator comum R # 0. Afirmamos que R é constante.
De fato, note que P(0,y) = ((a + 1)(a + 2)y* — 2a)b. Assim, como b # 0, a equagio
P(0,y) = 0 tem exatamente duas solucdes que sao dadas por
V2a V2a

N et ety T et et

Por outro lado, T(0,y) = ab(2a — (1 4+ a)y*)(1 — y?), ou seja,

T(0,51) = T(0,32) = ‘“’(2@ - %) (1 - Mﬁ>

s a—l— a—l— +a a+1)(a+2)—2a
<

a+2) (a+1)(a+2)
a—l—l a*+3a+2—2a
a+1) a+2)( (a+1)(a+2) )
_ 2a%b(a® +a+2)
(a+ 2)?

= 2a°b

£0.
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Dai, concluimos que R(0,y) # 0 para todo y € R. Note que, o grau de R é no maximo 2.
Se o grau de R éigual a 2, entao R ¢ um miltiplo escalar de P, mas P tem zeros ao longo
do eixo z = 0 e R ndo. Se o grau de R é igual a 1, entdo R(x,y) = 0 representa uma
reta no plano xy. Portanto, R deve ser paralelo ao eixo x = 0, ou seja, R(x,y) = x — &
para algum & # 0. Assim, temos P(£,y) = T(£,y) = 0 para todo y € R e algum £ # 0, o
que é impossivel em vista das expressoes de P(x,y) e T'(x,y). Portanto, R tem grau zero,
ou seja, R é constante. Isso significa que P e T nao possuem fator comum. Note que, o
Teorema de Bézout’s [4], nos diz que, se temos duas curvas planas projetivas sem fator
comum, entao o nimero de pontos de intersecao dessas curvas é finito. Assim, aplicando
esse resultado a P e T, existem finitas solugoes (z,y) do sistema P(z,y) = T(z,y) = 0.
Consequentemente, as fungoes vy, 1o, v3 sao constantes.

Agora, para uma superficie totalmente umbilica ¥ em G, considere os campos de vetores

X,Y tangentes a Y dados por
X = V2E3 - VgEQ, Y = V3E1 - V1E3.

Note que usando (1.10)), temos

VxN =Vx(nFE)+ vnFEy+ v3E3)
= X(n)E1 +wnVxE) + X(1n)Ey + 1hVxEy + X (v3)Es + 3V x Es
= V1(7/2vE3 Ey — ngEg Ey) + VQ(V2vE3E2 - V3vE2E2)
+ v3(1, Vg, B3 — 13V, E3)
= v11bEy — viv3abBs — V3bEy — vpv3(1 — a)Es + vaabEy + v3(1 — a) B,
= (viab — v3b)Ey + (V3 (1 — a) + rinb) By — (vivsab + vovs(1 — a)) Es.

De modo analogo, obtemos
VyN = (ninb — v3(1 +a))Ey — (viab + vib) Ey + (vovzab + vivs(1 + a)) Bs.
Da umbilicidade, segue que

0= (VxN, E)) = (avi — v3)b,
0= (VyN, Ey) = (avi + vi)b.

Assim, se b # 0 entdo v, = v, = 0 e 3 = 1. Portanto a = 0, o que é absurdo. Logo, G
nao admite superficie totalmente umbilica quando a # 0 e b # 0.

Agora, suponha a # 0 e b = 0. A técnica usada anteriormente nao é valida, pois
teriamos 7T'(z,y) identicamente nulo. Se b = 0 e a = 1, temos que G ¢& isométrico a

H? x R (ver exemplo [L.1]) e, como as superficies totalmente umbilicas nesse ambiente sao
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conhecidas (ver [14]), o item (2) esta provado. Se b =0 e a # 1, pela equacao (3.2) temos
s = 0. Suponha que vy = 0 em alguma vizinhanga de X (o caso v, = 0 é analogo).

Em vista da Secao [1.1] os campos invariantes a esquerda sao da forma
E1 = e(Ha)Z@x, E2 = 6(1ia)zay, E3 = 8Z,

ou seja,
(91 = 67(1+G)ZE1, (9y = 67(17G)ZE2, 82 = Eg.

Dai, a métrica invariante a esquerda de G é dada por
ds® = e 2002 p? 4 e72(m0zqy2 4 (22, (3.12)

Sabemos que os campos de vetores 0, e 0, sdo campos de Killing (pois sdo invariantes
a direita, ver Segdo [1.1), e a condi¢do v; = 0 implica que J, é tangente & X. Entdo

os fluxos gerados por 0, sao isometrias de ¥. Fixado p € X, considere a curva integral

©p(t) = (a1(t), aa(t), as(t)) de 0, passando por p = (x,vy, z), isto &, %(zﬁ) = 0,(pp(t)) e

©p(0) = p = (2,9, z). Assim, obtemos ¢,(t) = (z+t,y, z) e concluimos que X é invariante

por um grupo a l-parametro de isometrias do tipo
(x>ya Z) — (.Z‘ +t,y,2«’)

Como 0, é tangente a >, entdo, ou > é um plano totalmente geodésico {y = yo} (que
é uma superficie integral da distribuicdo gerada por {Ej, E3}), ou 3 é uma superficie
gerada por uma curva que é um grafico sobre o eixo y, isto é, uma curva y contida no
plano também totalmente geodésico {x = 0} dada por v(y) = (0,y, 2(y)). No segundo

caso, > ¢ parametrizada por
X(z,y) = (z,9,2(y)).

Como X, =0, = e H*E e X, =0, + 20, = e 179?E, + 2/ B3, segue que
‘Xa: /\Xy|2 _ 6—2(1+a)z(6—2(1—a)z + (Z/)Q) _ 6—2z(6—2az(zl)2 + G_QZ).

Portanto, o campo normal unitario & > é dado por

XN X e %7 e ?
N=_Z12"%v _ Ey— —E
X, A X, D " DY

onde D? = e 2%*(2)? + e, Como b = 0, usando (1.15) temos

e—azzl e—Z

E_
D ?* D

vXIN - vxz( Eg)
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—az o/ —az ./ —z —z

— x,(¢ Dz VB - E N By — Xx(%)Eg - eD V. By
B e—aze—;wa)zzszlE? B e_ze;1+a)zVElE3
_ €z€(1+la))z(1 +a)E1
_ (H# X,
Vi, N =Vy, (e_;Z, B, — e; Eg)
= y(#>EQ + %ZzlvxyEz - X, (%) Es — %VXyEg

0%/ / 0%/ . o e~ ? /
= < o) ) E, + D (6_(1_G)ZVE2E2 +Z’VE3E2> - ( D > Es

e—Z

5 <6—(1—a)sz2E3 + Z/vEBES)

—az 1\ ' o !, —z —z\ '/ _ —(2—a)z
1 1
_<6 Z>E2+—( a)Ze E3—<6 >E3+( a)e B

D D D D
_ [(e—;z’>/+ (1- a);—(z—a)z]Ez N {GLZ;Z%_Z _ (e_;)/} Es.  (3.13)

Agora, usando que X é totalmente umbilica, segue que

VXyN _ (1 ‘f‘g)e Xy _ (1 +l()l)€ <€(1a)zE2 + Z/E3>. (3.14)

Observe que, de (3.13) e (3.14)), a condicao de umbilicidade de X é equivalente ao seguinte
sistema de EDO

e—az,/\/ _ 2 e—(2—a)z
o) e (315
(%) =-2%5

Note que, se z = z(y) é uma solucdo, entao a funcao z(+y + yo) também é uma solucao
para todo yo € R, assim podemos restringir as solugoes de (3.15) definidas no intervalo
maximal contendo o 0 tal que 2/(0) > 0. Agora, mostraremos que as seguintes afirmagoes

sao equivalentes.
(a) z é uma solu¢do maximal do sistema (3.15]).

(b) Existem A,6 € R, com A >0ef > —i log A, tal que z é, a menos de uma mudanca
de parametros da forma y — £y + yo, a Gnica solucao da EDO

- (3@ N 1)A2€2(3a_1)z _ (a _ 1)62(0—1)Z’ (316)
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com condigdes iniciais 2(0) = 0 e 2/(0) = VvV A2e2Ba-1f _ ¢2(a—1)0
De fato, se (a) ¢ satisfeito, entdo da segunda equagio de (3.15]), temos

—Ze*D —e*D, —2aZe?

D2 D

D
que resulta em fy = (2a — 1)Z. Integrando a ultima igualdade, obtemos

D =Ae®* D% com A > 0.
De e da identidade D? = ¢72%%(2')2 + ¢7% temos

(2')2 = A2e2Ba—Dz _ g2a=1)z.
Como o lado direito de é sempre positivo, entao

A2€2(3a71)z > 62(a71)z - A2 > 674az

?

(3.17)

(3.18)

ou seja, = > —5-log A. Portanto, § = z(0) > —Llog A e 2/(0)? = A2e2Ba=Df — 2a=1)f,
Note que, se derivarmos a expressao de (3.18), obtemos (3.16)). Finalmente, usando (3.17))
na primeira equacao de (3.15)), também obtemos (3.16). Portanto, a afirmacao b) esta

provada.

Reciprocamente, suponha que z é uma solugao de (3.16|) para alguns A, 6 com condigoes

iniciais dadas em b). Entao, multiplicando ambos lados de (3.16)) por 22/, tem-se

222" = 2(3a — 1)2/A2e?3 V% _ 2(q — 1)/ ez,
Integrando a expressao acima, obtemos

(Z/)2 — A2€2(3a71)z o 62(a71)z + 07

para alguma constante C. Como 2'(0)? = AZe2Be=10 _ g2(a—1)0

portanto, (z')2 = A2e2Be=Dz _ e2a=1)z  Agsim,
D2 _ 672(12 <A262(3a1)z . eZ(al)z) + 672,2
— A262(2a—1)z

ou seja, D = e(2e=1)2

(3.15). Concluindo assim o item a).

segue que C' = 0 e

. Logo, a ultima igualdade junto com (3.16)) é equivalente ao sistema

Em particular, sdo obtidas as seguintes propriedades sobre as solucoes de (3.15]).
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1. Sao funcoes suaves definidas em toda reta.
2. Admitem um limite inferior global z > —% log A.

3. Existe yo € R tal que z(yy) = —5- log A.

Isso significa que, a menos de uma isometria do espaco ambiente, para cada A > 0, a
superficie totalmente umbilica pode ser uma superficie associada a solucao z, de (3.15)
com condi¢bes iniciais 24 (0) = —5-log A e 24 (0) = 0. Além disso, pela unicidade em
termos das condi¢oes iniciais, a fungao z, é par (i.e, zp(—y) = za(y) para todo y € R).
Vamos agora mostrar que, as superficies obtidas sao congruentes quando variamos A >
0. Dados A1, Ag, sejam 2y, ¢ zy, as solugdes associadas, e considere w = - (log Aj—log As).

Note que, a transformacao
(2,7, 2) = (2e1TO? yel=aw » 1 ),

é uma isometria do espago ambiente, que leva a superficie parametrizada por (z,y) —
(x,y, zr, (y)) na superficie parametrizada por (z,y) — (z,v, 2a,(y)). De fato, considere
f(z,y, 2) = (zeFT9° yel=a » 4 ). Note que,

dfp(v) _ (U1€(1+a)w7 U2e(1—a)w7 US):

dfy(w) = (w8 FD 1wy qpg),
para todo p € ¥ e v = (v1,v2,03), w = (w1, we, w3) € T,X. Usando (3.12)),

(dfp(v), dfp(w)) ) = e 20Fa)(pstw) 2(1ta)wy, 4y 4 o =2(0-a)(pstw) 2(1=a)w,, gy V3Ws3

—2( 2

=€ 1+a)p3U1UJ1 +e 1_“)pf’vgw2 + v3ws

= <an>’p7

onde p = (p1,p2, p3). Portanto, f é uma isometria. Sejam >; uma superficie parametri-

zada por (z,y) — (x,y, 2a,(y)) € ¢ € ¥;. Observe que,

f(q) = (xeF% yell=0% 21 (y) + w).

Considere z(y) = za,(y) +w. Note que z(0) = —5-log Ay ¢ 2/(0) = 0. Como zp,(y) ¢ a
inica solugdo com as mesmas condigoes iniciais, entdo z(y) = za,(y). Portanto, f(q) € 2.

Agora, analisamos o caso v5 = 0. De modo analogo ao caso v; = 0, verifica-se que
a superficie ¥ é invariante por isometrias do tipo (z,y + t,z). Além disso, trocando a
funcao x pela funcao y e a por —a, segue que ¥ é um pedaco de um plano totalmente
geodésico x = xy ou, a menos de uma isometria do espago ambiente, gerada por uma
curva y(z) = (z,0, z(x)), onde z é uma solugdo de alguma EDO com condigbes iniciais

prescritas. [ |
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