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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo analisar o estudo das Férmulas de Moivre, através da Metodo-
logia de Aula Invertida, com utilizagao do software educacional Geogebra e dos principios da
Geometria Dindmica e Interativa, aos olhos da Teoria dos Registros de Representagdes Semio-
ticas, de Raymond Duval, onde sera discutido o desenvolvimento do aluno durante o preparo e
pesquisa do contetddo, no que antecede a aula sobre Numeros Complexos, além de uma andlise
a respeito das habilidades demonstradas pelos alunos no processo de elaboragao de material,
slides, graficos e afins, e da propria apresentacao em sala de aula. Para isso, serd relatado tam-
bém o planejamento e execucao desta aula por parte do professor e alunos, bem como sobre as

ferramentas escolhidas por esses para auxiliar no estudo de tal conteddo.

Palavras-chave: Informdtica na Educacdo, Numeros Complexos, Sala de aula invertida,

Geogebra, Geometria Dinamica.



ABSTRACT

This research aims to analyze the learning of the Moivre Formulas, through the flippedclassroom
methodology, using Geogebra educational software and the principles of the Interactive and
Dynamic Geometry, using the Semiotics Representation Theory, by Raymond Duval, where it
will be discussed the development of the student through the preparation and study about the
Complex Numbers, and a beyond analysis about the skills showed by the students in the material
elaboration, including slides and graphics, and the presentment itself. In order to do that, it will
be reported the planning and development of this class about the perspective of professor an

study, as well as the tools that been choose about them to helps in the research.

Keywords: Geogebra, Dynamic Geometry, Technology in Education, Flipped Classroom,

Complex Numbers.
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Introducao

A motivagdo pela escolha do tema se deu pela percepcao desse pesquisador, ao dar aulas
aos 3° Anos do Ensino Médio em anos anteriores, de que tal assunto € um dos mais complicados
neste nivel e que necessita das mais variadas ferramentas que venham a auxiliar o estudo deste
conteddo. Qual seria, portanto, uma abordagem alternativa para o ensino desse contetido no
Ensino Médio?

As Metodologias Ativas de Aprendizagem, que envolvem a Metodologia de Sala de Aula
Invertida, podem parecer novidade a alguns olhos, mas se trata de objeto de pesquisa ja a muitos
anos. Suas raizes remontam a década de 90 e hoje € base de muitos projetos inovadores, dentre
os mais conhecidos o Google for Education. Trata-se de uma tendéncia que vem ganhando
bastante espaco em cada vez mais institui¢des dos trés niveis de ensino.

Outro assunto que ja ndo é mais novidade entre os pesquisadores € o ensino aliado as novas
tecnologias. Nao € de hoje que os computadores potencializam o ensino das mais diversas
maneiras, € o mercado de trabalho parece exigir tais pericias dos novos profissionais. Enquanto
as nogdes bésicas de computacdo eram abordadas em cursos paralelos ao ensino bdsico, hoje
fazem parte do cotidiano de muitas escolas, ndo apenas como disciplina especifica, mas também
como auxilio aos professores de portugués, matematica, geografia, etc.

Muitas escolas atuais, porém, ndo abordam mais os principios bdsicos da computacio, mas
levam aos alunos atividades elaboradas e complexas envolvendo temas como robdtica e astro-
nomia. Aliado a isso, os professores de outras disciplinas encontram novos meios de abordarem
seus proprios conteidos, estudando pardbola enquanto constroem foguetes, ou estudando geo-
grafia enquanto elaboram complicados sistemas de programagao.

Existem, ainda, aquelas ferramentas tecnoldgicas voltadas propriamente ao ensino. E o caso
de softwares como o Geogebra, totalmente gratuito, online e disponivel aos Sistemas Operaci-
onais mais comuns atualmente. Esta poderosa ferramenta possibilita que professores e alunos
de todos os cantos do mundo interajam e compartilhem suas experiéncias com o software, apli-
cando diferentes pesquisas a suas proprias realidades. Este software permite a construcdo de
gréficos e figuras, em duas ou trés dimensdes, de forma que o aluno possa interagir com a figura,
ao mesmo tempo em que experimenta o reflexo dessas figuras numa janela puramente algébrica,
que relaciona cada elemento com seu significado matematico.

A esta possibilidade de interagir com a figura, da-se o nome de Geometria Dindmica e Inte-

rativa, GDI, que incrementa o uso do software em sala de aula, na medida que os alunos podem



estudar todo um capitulo apenas com uma mesma constru¢do geométrica no software. A esco-
lha dos principios de Geometria Dindmica surge como possibilidade de proporcionar ao aluno o
protagonismo em sua propria aprendizagem, permitindo ao professor se manter como mediador
do processo de ensino, segundo os principios das Metodologias de Aula Invertida.

O objetivo desta pesquisa é, portanto, propor, aplicar e analisar uma abordagem para o
ensino das Formulas de Moivre, através de uma Aula Invertida com uso de Geometria Di-
namica, sob o olhar da Teoria das Representacdes Semidticas. Para isto, serd realizado um le-
vantamento tedrico a respeito dos conceitos, teorias e ferramentas a serem usados na pesquisa.
Posteriormente, serdo comentadas as caracteristicas da turma e do colégio onde ocorrerdo as
aulas, bem como uma descricao detalhada do planejamento da aula, incluindo comentérios a
respeito da metodologia adotada e suas justificativas. Por fim, serd realizada uma descri¢ao das
aulas apresentadas pelos alunos, sobre as ferramentas utilizadas por eles e as abordagens feitas
pelo professor durante essas aulas, bem como comentdarios a respeito da avaliagdo e do desem-
penho dos alunos nessa Aula Invertida, aos olhos da teoria escolhida e dos conceitos propostos.

A pesquisa € finalizada com uma Discussdo dos Resultados e a Conclusdo do trabalho.



Capitulo 1

CONSIDERACOES SOBRE
METODOLOGIAS ATIVAS DE
APRENDIZAGEM

1.1 A Metodologia Ativa Sala de Aula Invertida

A tecnologia ja estd presente em todos 0s nossos afazeres diarios. A industria foi reformulada
de maneira a se adaptar a um mundo de inovacdes que chegam com uma velocidade estrondosa
e muitas de nossas criancas deverdo trabalhar em profissdes que ainda nem existem. Nao se
pode esperar que as salas de aula continuem as mesmas por muito mais tempo, as escolas
estdo, aos poucos, se reformulando, se ajustando a uma nova realidade, e isso tem um impacto
significativo na maneira com que os professores atuam e como os alunos aprendem.

Esse movimento teve inicio principalmente nas escolas da rede particular de ensino, onde
ja se pode encontrar disciplinas que sequer existiam a pouco tempo atrds. Alunos estudam
Robdtica antes de estudarem sobre a anatomia do corpo humano, ou estudam programacgao de
computadores antes de conhecerem no¢des importantes da matemaética vista no Ensino Médio.

Os aparelhos eletronicos estdo presentes nas escolas, sdo objetos de estudo e também ferra-
mentas poderosas para auxilio do educador, e podem estar presentes tanto nestas aulas de ro-
bética como nas de Lingua Portuguesa ou Matematica, por exemplo. Por meio das Tecnologias
da Informacdo e Comunicacdo (TICs ou TDIC), é possivel reduzir gastos, agilizar atividades
e possibilita ao professor utilizar recursos que de outra maneira ndo poderiam ser levados ao
ambiente escolar. Como afirma DE ALMEIDA [15]]:

As narrativas, que eram tradicionalmente orais ou escritas, podem ser agora pro-
duzidas com uma combinag¢@o de midias, o que pode contribuir para que esta atividade
seja muito mais rica e sofisticada, sob o ponto de vista da representagdo de conheci-
mento e da aprendizagem. A disseminacdo dos recursos tecnoldgicos e o fato de as
TDIC concentrarem em um unico dispositivo diversos recursos, como a camera foto-

gréfica, a camera de video, o gravador de som, etc., como j4 ocorre com os celulares



e os laptops educacionais, t€m possibilitado novas formas de producio de narrativas,
além do texto escrito ou falado. Além disso, novas formas de producdo de texto, ad-
vindas das préticas sociais com o uso de multiplas linguagens mididticas, propiciam
a organizagdo de nossas experiéncias por meio de histérias que articulam os aconteci-

mentos com os quais lidamos, representados por meio de texto, imagem ou som.

Mas as mudancas vistas na educacao bdsica vao muito além de alteracdes na Grade Curri-
cular e nas ferramentas utilizadas, a propria maneira de ensinar esta se alterando. Estes novos
processos de ensino-aprendizagem, onde o aluno € personagem ativo nas discussdes em sala de
aula, s@o conhecidos por Metodologias Ativas de Aprendizagem, e comecam a ditar os passos
de uma nova maneira de educar. Ainda segundo DE ALMEIDA [15]:

A aprendizagem ativa ou também conhecida como metodologia ativa de aprendi-
zagem ndo € novidade e tem sido implantada por intermédio de diferentes estratégias
como o Project Based Learning (PBL), aprendizagem baseada em projetos; o Game
Based Learning (GBL), ensino e aprendizagem por meio de jogos; o Método do Caso
ou Teaching Case, discussdo e solucdio de casos; ou o Team-based Learning (TBL),
focado no aprendizado em equipe. Essas estratégias ndo necessariamente utilizam as
TDICs. No entanto, elas tém sido adaptadas para serem utilizadas juntamente com
as TDICs, gerando novas modalidades de ensino como o PeerInstruction (PI), apren-
dizado por pares; ou a Sala de Aula Invertida (conhecida em inglés como flipped
classroom), implantadas tanto no Ensino Bésico quanto no Ensino Superior.

Com recursos tecnoldgicos cada vez mais acessiveis, as escolas estdo mais equipadas que
nunca. Apenas estes recursos ndo revolucionam o processo de ensino, afinal, a tdo comum
combinagdo lousa e pincel sdo tecnologias, mesmo que nio digitais. E preciso associar estes
recursos a novas metodologias, a fim de se aproveitar do imenso potencial destas tecnologias.

O acesso a internet e a capacidade de comunica¢do instantinea sdo ferramentas poderosas
para auxilio do professor, porém o aluno necessita de orientagdo para encontrar informagdes
que sejam relevantes em relagdo ao que estd sendo estudado e, ainda, com fontes confidveis.
Todas estas preocupagdes estdo presentes na hora do planejamento e na escolha da metodologia

a ser utilizada pelo professor. Para Berbel [3]:

As metodologias ativas t€m o potencial de despertar a curiosidade, a medida que
os alunos se inserem na teorizacdo e trazem elementos novos, ainda nao considera-
dos nas aulas ou na prépria perspectiva do professor. Quando acatadas e analisadas
as contribuicdes dos alunos, valorizando-as, sdo estimulados os sentimentos de en-
gajamento, percep¢do de competéncia e de pertencimento, além da persisténcia nos

estudos, entre outras.

Diante desta gama de recursos, é sempre possivel que o estudante traga novas informacgdes
referentes ao contetddo e que ainda nao sejam do conhecimento do professor. Um bom exemplo
¢ o site Youtube, que possui uma infinidade de videos se tratando de quase todo tema possivel,



em praticamente todas as linguas. E muito provével que ao estudar assistindo video aulas o
aluno encontre um video que possa enriquecer o debate em sala de aula.

Esta abordagem, além de incentivar o interesse dos alunos, pode também moldar o senso
critico deste, afim de que se torne um cidadao capaz de tomar decisdes, analisando detalhes que

talvez passassem despercebidos por outros. Segundo Babel [3]:

O engajamento do aluno em relacdo a novas aprendizagens, pela compreensao,
pela escolha e pelo interesse, é condicdo essencial para ampliar suas possibilidades de
exercitar a liberdade e a autonomia na tomada de decisdes em diferentes momentos

do processo que vivencia, preparando-se para o exercicio profissional futuro.

Porém, este interesse por parte do aluno nem sempre € alcangado durante uma aula expo-
sitiva, mesmo que muitos professores pensem desta maneira. E preciso proporcionar ao aluno
a oportunidade de transcender as quatro paredes da sala de aula. Para isto, é preciso levar em
consideragdo diversos fatores, como a infraestrutura da escola, o nimero de alunos na turma,

dentre outros. Como afirma Barbosa [_2]]:

Geralmente, a expressdo aprendizagem ativa, que pode ser entendida também
como aprendizagem significativa, € usada de forma vaga e imprecisa. Intuitivamente,
professores imaginam que toda aprendizagem € inerentemente ativa. Muitos consi-
deram que o aluno estd sempre ativamente envolvido enquanto assiste a uma aula
expositiva. Entretanto, pesquisas da ciéncia cognitiva sugerem que os alunos devem

fazer algo mais do que simplesmente ouvir, para ter uma aprendizagem efetiva.

Considerando estas dificuldades, € possivel fugir do método tradicional de ensino. Ensinar
matematica, especificamente, sempre foi um desafio para qualquer professor em qualquer parte
do mundo. Parece ser senso comum a ideia de que a matemadtica € enfadonha e de que seus
principais conceitos nao possuem aplicagcdo alguma, o que € um erro absurdo, que nem sempre
consegue ser sanado pelo professor. Apesar disso, hd sim alguns conceitos da matemética basica
que nao fazem ou fardo parte do cotidiano dos alunos, ou pelo menos daqueles que ndo querem
seguir uma carreira académica que envolva as Ciéncias Exatas.

Um adolescente que sonha em um dia ser médico encontrara facilmente uma aplica¢ao nas
ciéncias bioldgicas para uma Funcao Polinomial de Primeiro Grau, porém ndo serd tdao facil
convencé-lo da necessidade de se estudar os Ntimeros Complexos e suas propriedades. E neste
caso que o professor precisard procurar estratégias alternativas para prender a atenc¢do da turma.

Uma estratégia que estd ganhando bastante espaco nas escolas € a Sala de Aula Invertida,
onde a organizagdo tradicional de sala de aula da lugar a debates em que os alunos sdo respon-

saveis pelas propostas de argumentacdes. A este respeito, citando Valente [15]:

A sala de aula € invertida no sentido que o conteddo e as instrucdes sdo estudados
online, usando as TDICs, antes de o aluno frequentar a sala de aula. Durante esse
periodo, o aluno deve estudar o material de apoio e responder, via uma plataforma de
educagdo a distancia, a um conjunto de questdes. O professor, antes da aula, verifica



as questdes mais problematicas que devem ser trabalhadas em sala de aula. Durante a
qual, o professor apresenta o material em aproximadamente 20 minutos, intercalados
com questdes para discussdo, visualizagcdes e exercicios de ldpis e papel. Os alunos
usam simulac¢des animadas, desenvolvidas para ajuda-los a visualizar conceitos e rea-
lizaram experimentos em grupos, com o auxilio do computador na aquisicéo e andlise
dos dados.

Utilizando-se da metodologia de Sala Invertida, a necessidade de buscar informacdes e ad-
quirir conhecimento € enfatizada para o aluno. Trata-se de uma maneira de utilizar-se de todos
os recursos tecnoldgicos disponiveis, com propdsitos bem definidos. A principio, pode pare-
cer a preparacdo para uma apresentacdo de semindrio, onde o aluno pesquisa e apresenta os
resultados. Apesar disto, a Sala Invertida estd mais focada no estudo e na assimilacdo de novos
conteddos, ndo no processo de decorar informacdes.

Na sala de aula tradicional, o processor utiliza seu tempo para transmitir contetido, enquanto
o aluno utiliza seu tempo em sala para exercitar aquilo que aprendeu na escola, enquanto na
aula invertida, o aluno deverd pesquisar e desenvolver novas habilidades, de acordo com tema
proposto pelo professor, para entdo debater em sala de aula, apresentando seus resultados e

corrigindo eventuais equivocos com auxilio do professor. Para Valente [|15]]:

A inversdo ocorre, uma vez que no ensino tradicional, a sala de aula serve para o
professor transmitir informacao para o aluno que, apés a aula, deve estudar o material
que foi transmitido e realizar alguma atividade de avaliacdo para indicar se o material
foi assimilado. Na abordagem da sala de aula invertida, o aluno estuda antes da aula
e esta se torna o lugar de aprendizagem ativa, o local para trabalhar os conteidos
ja estudados, realizando atividades praticas como resolug@o de problemas e projetos,
discussdo em grupo, laboratdrios etc. O professor trabalha as dificuldades dos alunos,

ao invés de apresentacdes sobre o contetido da disciplina.

Através desta abordagem, o professor pode elaborar um video introdutério ao conteido a
ser trabalhado, prepara uma apresentacdo em slides ou, ainda, disponibilizar uma lista de video
aulas, de forma que o aluno tenha as informacdes necessdrias para dar prosseguimento aos
estudos. O interessante € que, como j4 foi citado, ndo ha necessidade de o aluno ficar preso a
este material, podendo buscar novas fontes.

Além do material disponibilizado, o professor deve ter em mente uma atividade a ser de-
senvolvida no retorno dos estudos em casa. Este pode compor uma apresentacdo em slides,

elaboragao de um video, dentre outros. De acordo com a Revista Ensino Inovativo [14]:

O principal objetivo desta abordagem, em linhas gerais, é que o aluno tenha prévio
acesso ao material do curso - impresso ou on-line - e possa discutir o contetido com
o professor e os demais colegas. Nessa perspectiva, a sala de aula se transforma em
um espacgo dindmico e interativo, permitindo a realiza¢do de atividades em grupo,
estimulando debates e discussdes, e enriquecendo o aprendizado do estudante a partir

de diversos pontos de vista.



Esta tem sido uma alternativa para chamar a atencao dos alunos para contetidos matemaéticos
que ndo sao facilmente aplicdveis em seu cotidiano. H4, de fato, uma inversdo de valores, ja
que a sala de aula deixa de ser um ambiente onde se expdem contetidos e passa a ser local de
mediacdo para discussdo de conteidos ja estudados pelo aluno. Neste trabalho abordaremos
o desenvolvimento de uma proposta de Aula Invertida, sob a luz das Metodologias Ativas de
Aprendizagem, para o ensino das Férmulas de Moivre para potenciacdo e radiciagdo de nimeros
complexos, bem como as dificuldades encontradas durante a aplicag@o do projeto em uma turma
do 3 Ano do Ensino Médio de um colégio da rede particular de ensino e uma posterior discussao

dos resultados alcancados.

1.2 Utilizacao de Recursos Tecnoldgicos no Ensino de Mate-
matica

Com o avango exponencial da tecnologia, todos os aspectos de nosso cotidiano estdo sendo
constantemente alterados em seus minimos detalhes. A maneira como lemos o jornal, como
nos exercitamos, como recebemos noticias do que esta ocorrendo pelo mundo, todas essas ta-
refas sdo realizadas de maneira bem diferente de 20 anos atrds. E a tendéncia é de que estas
mudancas sejam cada vez mais rdpidas, na medida em que a tecnologia se enraiza na vida das
novas geracdes. Nao poderia ser diferente estas mudangas no processo de ensino aprendizagem,
conforme afirma Valente [|15]]:

A presenca das tecnologias digitais de comunicag¢ao e educag@o (TDICs) no nosso
dia a dia tem alterado visivelmente os meios de comunica¢do e como nos comuni-
camos. As possibilidades e o potencial que essas tecnologias oferecem para a co-
municagdo sdo enormes. E possivel vislumbrar mudangas substanciais nos processos
comunicacionais, alterando a maneira como recebemos e acessamos a informacao.
Infelizmente as mudancas observadas no campo da comunicaciio ndo t€m a mesma
magnitude e impacto com relagdo a educagdo. Esta ainda ndo incorporou e nio se
apropriou dos recursos oferecidos pelas TDICs. Na sua grande maioria, as salas de
aulas ainda t€ém a mesma estrutura e utilizam os mesmos métodos usados na educagao
do século XIX: as atividades curriculares ainda s@o baseadas no l4pis e no papel, e o
professor ainda ocupa a posi¢do de protagonista principal, detentor e transmissor da

informac@o.

Seja no ensino publico ou privado, do ensino infantil ao superior, salvo excessoes, as aulas
em geral possuem uma mesma caracteristica: o professor na lousa explicando o contetudo a
seus alunos. Propostas como o Ensino Hibrido ja estdo presentes na formacdo de professores
a varios anos, porém, mesmo com todos 0s recursos computacionais encontrado nos celulares,
por exemplo, a utilizagdo destes recursos de maneira eficiente ainda nio € realidade. De fato,
estas novas ferramentas sempre sdo utilizadas de forma mais eficaz primeiro nas industrias, para

entdo serem objeto de pesquisa e aplicac@o no ensino. Segundo Almeida [5]:



De um modo geral, € possivel constatar que as Tecnologias Digitais de Informagao
e Comunicacdo (TDIC) e as midias digitais t€m causado grande impacto em pratica-
mente todos os segmentos da nossa sociedade, da nossa vida e, sobretudo, no de-
senvolvimento do conhecimento cientifico e nos avancos da ciéncia. No entanto, na
Educacdo, a presenca destas tecnologias é muito pouco significativa e seu potencial é
pouco explorado. Ainda ndo observamos nos processos de ensino e de aprendizagem,
em distintos niveis, do Bédsico ao Superior, os mesmos impactos e transformacdes
visivelmente identificados em outros segmentos, tais como no sistema bancério, nos

processos administrativos, nos servi¢os e nas empresas em geral.

Quando se encontram estas excessoes, os colégios que trabalham com ensino baseado em
projetos, utilizam-se das TDCIs e das Metodologias Ativas, pode-se perceber alguns bons re-
sultados.

Nao é um caminho ficil. A prépria estrutura da escola deve se adaptar para receber esta nova
proposta de ensino. O Ensino Hibrido se adequa a nova realidade da industria, no sentido de
quebrar paradigmas. A nova sala de aula deve ser adaptada a demanda do mercado, e a demanda
hoje pede profissionais que pensam ’fora da caixa’. Tudo o que € previsivel é rapidamente

descartado e a palavra-chave do momento € a inovacdo. Para Moran [[10]], em 2015:

A escola padronizada, que ensina e avalia a todos de forma igual e exige resultados
previsiveis, ignora que a sociedade do conhecimento é baseada em competéncias cog-
nitivas, pessoais e sociais, que ndo se adquirem da forma convencional e que exigem

proatividade, colaboracio, personalizagdo e visdo empreendedora.

Percebe-se que as mudancas nao devem ser apenas na estrutura fisica da escola, mas sim
no préprio curriculo e Projeto Politico Pedagégico, refletindo assim no planejamento individual

dos professores. Como afirma Moran [10]], 2015:

As metodologias precisam acompanhar os objetivos pretendidos. Se queremos
que os alunos sejam proativos, precisamos adotar metodologias em que os alunos se
envolvam em atividades cada vez mais complexas, em que tenham que tomar decisdes
e avaliar os resultados, com apoio de materiais relevantes. Se queremos que sejam
criativos, eles precisam experimentar inimeras novas possibilidades de mostrar sua
iniciativa.

O principio é, através da tecnologia digital, integrar o ambiente escolar a realidade externa
e integrar a realidade externa ao ambiente de sala de aula. Como consequéncia desta nova
abordagem, o ensino ndo modulado deixa de ser uma alternativa e passa a ser regra dentro
da escola. E injusto com os alunos, por exemplo, falar sobre a importincia da matematica
no desenvolvimento da tecnologia sem que o professor de Histdria esteja presente. Em outras
palavras, ndo se pode trazer o mundo a escola, ou levar a escola ao mundo, sem que se aplique

o conceito de interdisciplinaridade. Para Almiro [1]], 2004:



Para um professor isolado numa escola ndo é facil decidir que tarefas deve selecio-
nar e propor aos seus alunos, saber como as deve orientar e que questdes deve colocar,
ultrapassar os medos quando experimenta coisas novas e vencer as dificuldades que
encontra na gestdo das suas aulas. Mas se houver um trabalho colaborativo entre os
colegas, na discussdo e troca de ideias e de experiéncias letivas é possivel enriquecer

as préticas e promover a inovagéo e a melhoria da qualidade educativa.

Aliando a interdisciplinaridade, as Metodologias Ativas e o uso das tecnologias, pode-se,
portanto, criar um ambiente altamente produtivo para o ensino de matemadtica, especialmente
no que diz respeito ao Pensamento Matemadtico, propondo o desenvolvimento do raciocinio
l6gico e da interpretacdo de problemas em primeiro plano, enquanto as férmulas e algoritmos
se tornam consequéncia do processo de ensino.

Uma das possibilidades de uso de softwares no ensino de matemdtica € a utilizacdo de
softwares que se aproveitam da chamada Geometria Dindmica e Interativa, GDI, que oferece ao
aluno a possibilidade de manipular um objeto matemaético em sua forma geométrica, possibili-
tando ao professor realizar abordagens de conteido que seriam impossiveis numa sala de aula
convencional, com uso de lousa e pincel. Esta abordagem € apresentada por contraste a0 mé-
todo tradicional de ensino da geometria, TRCE, que se utiliza de régua, compasso e esquadro.
Como afirma Nascimento [11]], 2012, sobre a Geometria Dindmica:

Em fung@o desta possibilidade de alterar objetos preservando-se a construgo, po-
demos dizer que a GDI € uma geometria do tipo: uma construgéo por N testes, en-
quanto a tradicional TRCE € do tipo uma constru¢do por um teste, desta forma torna
um laboratério dentro do computador, onde possibilita, a partir de uma tnica constru-
¢do, efetuar um nimero arbitrario de testes, o que seria praticamente impossivel com
a TRCE.

Um exemplo de constru¢@o dindmica utilizando o software Geogebra, € a construgdo de um
quadrildtero. Basta que sejam criados quatro pontos distintos no plano cartesiano e, através da
ferramenta Poligonos, construir o quadrildtero ABCD. Todas as informacdes bdsicas do quadri-
latero ja estardo disponiveis na Janela Algébrica, como as coordenadas dos vértices e os nomes
dos elementos. Além disso, outras informacdes podem ser acrescentadas utilizando outras fer-
ramentas disponiveis, como a medida dos lados, dos angulos e da drea deste quadrilétero.

Além das informacdes disponibilizadas pelo software, ainda é possivel alterar a forma do
quadrilatero apenas movendo de posicdo um de seus vértices ou lados, enquanto as informa-
¢oes correspondentes serdo atualizadas instantaneamente na janela ao lado. Esta dinamicidade
permite ao professor e aos alunos visualizarem todos os tipos de quadrildteros numa mesma
imagem, enquanto no ensino tradicional cada imagem feita com régua e compasso € estdtica e

imutavel. E o que confirma Brand 2006 [6]:

O nome Geometria Dinamica e Interativa (GDI) hoje ¢ largamente utilizado para

especificar a Geometria implementada em computador, a qual permite que objetos



sejam movidos mantendo-se todos os vinculos estabelecidos inicialmente na constru-

¢d0. Este nome pode ser melhor entendido como oposi¢@o a geometria tradicional de
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régua e compasso, que € ’estdtica”, pois apds o aluno realizar uma construgao, se ele
desejar analisd-la com alguns dos objetos em outra disposi¢do terd que construir um
novo desenho.

J4 ha algumas décadas os matemdticos vém se beneficiando do uso de computadores para
potencializar seus experimentos. Porém, do ponto de vista do ensino de matematica bésica, pa-
rece que € a Geometria uma das dreas que mais se beneficiam dos novos recursos tecnoldgicos,
e isso se dd por conta do desenvolvimento de softwares para GDI.

No que diz respeito aos muitos softwares educacionais voltados ao ensino de matemadtica,
um dos mais conhecidos por professores do ensino basico no Brasil € mesmo o Geogebra. Este
alia a geometria e a dlgebra de maneira nunca antes vista, e tudo isto com ferramentas de facil
manuseio até mesmo para os alunos. Desta maneira, este software se apresenta como um bom
complemento para uma Aula Invertida, tendo em vista que os alunos podem, eles mesmos,

construirem suas figuras geométricas e apresentd-las em sala de aula.

1.2.1 O Geogebra

Determinados contetdos da Matemdtica do Ensino Médio requerem do aluno um nivel de
abstracdo ainda maior do que o de costume. Nestes casos faz-se necessario que o professor
procure alternativas que auxiliem o estudante a visualizar tais objetos por uma perspectiva dife-
rente. Seja usando cartazes, revistas, jogos ou mesmo recursos tecnologicos em sala de aula.

O estudo da Geometria na escola bdsica tém ficado limitado por conta das possibilidades
de recursos utilizados pelos professores. Apesar disso, € um contetido imprescindivel para o
desenvolvimento do Raciocinio Légico-Matematico, ndo podendo ser negligenciado por quais-

quer motivos, o que torna necessario que o professor busque alternativas para sanar esta lacuna.

Aprender geometria e poder desenhar a natureza e as formas criadas pelo homem
torna-se ferramenta imprescindivel neste contexto, dando aquele que a detém, facili-
dades na comunicag¢do e na interpretacio de varios cdigos. [9]

Um recurso que vem ganhando for¢a nos tltimos anos sdao os smartphones e notebooks, que
jé fazem parte do cotidiano escolar. Através de um aparelho de celular, os alunos tém acesso a
revistas virtuais, cartazes, jogos, softwares educacionais, sites de pesquisa de conteddos, tudo
isso na palma da mao. Somente este leque de possibilidades ja seria algo incrivelmente po-
deroso a ser usada por um professor mediador, mas ainda contamos com um diferencial: A
dinamicidade.

As TDICs tém uma caracteristica importante: a capacidade de animar objetos na

tela. Com esse recurso, torna-se uma ferramenta essencial para complementar ou

mesmo substituir muitas atividades desenvolvidas para o lapis e o papel. Na area de
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Ciéncias, por exemplo, muitos fendmenos podem ser simulados, permitindo o desen-
volvimento de atividades ou a criacdo de um “Mundo do faz de conta”, onde certas

atividades ndo sdo passiveis de serem desenvolvidas no mundo real. [[15]

As construgdes geométricas feitas em salas de aula tradicionais caracterizam uma metodo-
logia util para o processo de ensino. Porém, a incapacidade de se ajustar um desenho feito no
caderno ou uma figura no livro as necessidades e curiosidades dos alunos, é um problema a
ser solucionado. A possibilidade de simular situacdes utilizando softwares pode ser o melhor
caminho para aliar tecnologia com o ensino da geometria, a0 mesmo tempo em que possibi-
lita o preenchimento desta lacuna, oferecendo dinamicidade na construgado e andlise de figuras
geométricas.

Este contraste entre o estudo da geometria em salas de aula tradicionais e da geometria aliada
a softwares educacionais ja € objeto de estudo para muitos pesquisadores na drea de educagdo

matematica.

A defini¢do de Geometria Dindmica e Interativa (GDI) é a implementa¢do compu-
tacional da “geometria tradicional”, aquela usando as tecnologias régua, compasso e
esquadro (TRCE). O termo “Dindmico” do nome pode ser mais bem entendido como
oposi¢do a estrutura “estatica” das construgdes da geometria tradicional. E o termo
“Interativo” é que apds o aluno realizar uma construcao, ele pode alterar as posi¢des
dos objetos iniciais e o programa redesenha a construcdo, preservando as propriedades
originais. [12]

O maior beneficio € o poder de adaptabilidade das imagens desenvolvidas pelo computador.
Com uma mesma figura € possivel estudar varias possibilidades, ajustando-se a imagem as
necessidades do aluno e as observacdes que o professor julgar necessdrias, mesmo que estas

observacdes e dividas ndo tenham sido previstas durante o planejamento de aula.

Em funcdo desta possibilidade de alterar objetos preservando-se a construcao, po-
demos dizer que a GDI é uma geometria do tipo: uma construcdo por N testes, en-
quanto a tradicional TRCE ¢ do tipo uma construg¢do por um teste, desta forma torna
um laboratério dentro do computador, onde possibilita, a partir de uma tnica constru-
¢do, efetuar um niimero arbitrario de testes, o que seria praticamente impossivel com
a TRCE. [12]

Quando estudamos geometria, por exemplo, a lousa e o pincel, ou mesmo a régua e o com-
passo, se tornam claramente recursos obsoletos, principalmente quando precisamos exemplifi-
car figuras que se alteram de acordo com determinada propriedade matemadtica que estd sendo
estudada, ou mesmo quando precisamos desenhar objetos em trés dimensdes. E neste momento
que percebemos as intimeras alternativas que as TDICs nos possibilitam.

Softwares desenvolvidos exclusivamente para o ensino de matemaética, trazem para a sala de
aula propostas como a Geometria Dindmica, que nos possibilita estudar figuras geométricas em

movimento, enquanto cada elemento da figura pode ficar em destaque quando necessario. Um
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destes softwares de Geometria Dinamica foi escolhido como ferramenta em nossa pesquisa, o

Software Geogebra.

Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra € um software gratuito de matema-
tica dindmica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matemadtica nos varios
niveis de ensino (do basico ao universitirio). O GeoGebra retine recursos de geo-
metria, dlgebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e calculos simbdlicos em
um tnico ambiente. Assim, o GeoGebra tem a vantagem didética de apresentar, ao
mesmo tempo, representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si.
Além dos aspectos didaticos, o GeoGebra € uma excelente ferramenta para se criar
ilustracdes profissionais para serem usadas no Microsoft Word, no Open Office ou no
LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra é multiplataforma
e, portanto, ele pode ser instalado em computadores com Windows, Linux ou Mac
OS. [13]

Sendo um aplicativo gratuito e ja sendo disponibilizado para Smartphones e, inclusive, on-
line, o Geogebra pode ser utilizado tanto pelos professores como pelos alunos em quaisquer
escolas, sendo necessario uma infraestrutura extremamente bédsica. Cada aluno pode acompa-
nhar a construcdo de figuras através de seus celulares ou notebooks disponibilizados pela escola.
Além disso, o Geogebra possibilita a interacdo entre as representacdes Algébricas e Geométri-
cas de um objeto matemadtico, o que se encaixou perfeitamente com o objetivo desta pesquisa,
possibilitando a representacdo geométrica da poténcia e raiz de um Numero Complexo, con-

teudo que € visto pelos alunos como puramente algébrico.
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Capitulo 2

FORMULAS DE MOIVRE

2.1 Numeros Complexos

O conteudo de Numeros Complexos visto 3° ano Ensino Médio € um dos assuntos que apre-

sentam um maior grau

de complexidade na matemdtica basica. Por envolver os campos algé-

bricos, geométricos e trigonométricos da Matemadtica, esta drea da matemadtica exige do aluno

muito do conhecimento matematico visto nos anos anteriores do Ensino Médio e Fundamental.

Exatamente por tamanha complexidade, trata-se de um contetido a ser abordado com utiliza-

¢do das mais varidveis ferramentas que venham a facilitar o processo de ensino-aprendizagem.

Deve-se, ainda, ser alvo das mais varidveis pesquisas académicas na drea de ensino, a fim de

se desenvolver ainda mais ferramentas que auxiliem o professor nesta demanda e permitir ir

além dos tradicionais quadro e pincel. A respeito desta abordagem cldssica, de acordo com

Horizonte: [[7]

Permanece como maneira mais comum de introduzir os nimeros complexos a
abordagem puramente algébrica e formal: “Um nimero complexo é um objeto da
forma a + bi, onde a e b sdo reais, iZ = —1, e permanecem vélidas as leis opera-
térias bdsicas da dlgebra”. Esta definicdo (correta) permite comecar logo a operar
com numeros complexos sem dificuldade, mas através desta abordagem perde-se a
oportunidade de apresentar o conjunto dos complexos imediatamente como entes ge-
ométricos, e a experiéncia de aula nos mostra que muitas vezes esta oportunidade nao
se recupera, mesmo quando, mais tarde, aparece a “forma trigonométrica”. O inici-
ante permanece com uma visao excessivamente formal e algebrizante, e ndo lhe ocorre
aplicar conhecimentos de nimeros complexos a problemas de Geometria, como se faz

desde Gauss.

Sdo varios os tedricos que afirmam que a transi¢do entre os diferentes meios de representa-

¢do de um mesmo objeto matemdtico facilita sua aprendizagem. Deixando de lado a abordagem

geométrica, o professor acaba perdendo a oportunidade de proporcionar um aprendizado signi-

ficativo, especialmente se estas representacdes geométricas forem abordadas com utilizacdo de
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softwares de geometria dindmica, algo que ndo foge da realidade mesmo entre a maioria das

escolas publicas. Damm afirma que: [4]

Para que ocorra a apreensdo de um objeto matemadtico, é necessdrio que a noé-
sis (conceitualizac@io) ocorra através de significativas semidses (representagdes). A
apreensdo conceitual dos objetos matematicos somente serd possivel com a coordena-
¢do, pelo sujeito que apreende, de vrios registros de representagdo. Ou seja, quanto
maior for a mobilidade com registros de representacdes diferentes do mesmo objeto

matemdatico, maior serd a possibilidade de apreensdo desse objeto.

Num primeiro momento, o estudo dos complexos envolvendo sua representacao geométrica
€ bastante simples e intuitiva, considerando que a este momento o aluno ja deve ter estudado
contetdos que utilizem a representacdo num Plano Cartesiano. Isso ocorre porque o Plano de
Argand-Gauss, ou Plano Complexo, nada mais é do que uma adaptacido do Plano Cartesiano,
onde o eixo das abscissas e o eixo das ordenadas recebem outros nomes, o eixo dos reais e
o dos imagindrios, respectivamente. Sendo assim, cada nimero complexo possui uma unica
representacdo geométrica no plano, chamado de afixo.

A transi¢do entre as diferentes representagdes, chamada por Duval de *Conversao’, fica mais
complicada quando comecamos a introduzir a no¢do de nimero complexo na sua forma trigo-
nométrica, que sdo utilizadas para facilitar o cdlculo de multiplicacdes, poténcias e radiciacdes
entre estes nimeros.

2.2 Potenciacao e Radiciaciao de Numeros Complexos

Em particular, quando se trata de operacionalizar potenciagao e radiciacdo de nimeros com-
plexos, faz-se necessdrio a utilizacdo das Formulas de Moivre, mas estas utilizam nog¢des de
Trigonometria, Algebra e,com menor frequéncia, Geometria Plana, o que dificulta ainda mais o
aprendizado deste conteuido.

Como ja foi visto, cada nimero complexo possui um unico afixo no plano. Desta maneira,
¢é possivel calcular a distancia deste ponto a origem do plano através da aplicagdo do Teorema
de Pitdgoras no tridngulo formado pelo segmento que representa esta distancia. A medida deste
segmento, da-se o nome de Mdédulo do Nimero Complexo e representa-se comumente pela
letra grega p. Além disso, cada ponto determina um angulo em relagdo a parte positiva do eixo
real e,a este angulo, dd-se o nome de argumento do nimero complexo, geralmente representado
pela letra grega 6.

Ainda no tridngulo da figura abaixo, conclui-se que o nimero complexo z = a + bi, com

a, be| R, agora pode ser apresentado através de constantes trigonométricas, de acordo com as
a b
equagdes Cos(f) = — e Sen(f) = —. Tem-se, portanto, uma nova forma de representar

o nimero complexo, chamada de Forma Trigonométrica ou polar, do tipo z = p(Cos(0) +
iSen(0).
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Z=(a,b)

Figura 2.1: Representacdo Geométrica

Com um pouco de élgebra e aplicacdo de propriedades trigonométricas, conclui-se que, da-
dos dois nimeros complexos z = p;(Cos(0)+iSen(f) e w = pa(Cos(5)+iSen(S), o produto
pode ser representado pela formula z x w = py * pa(cos(f + B) + isen(6 + (). A partir desta
férmula, obtemos a Férmula de Moivre para Potenciacio de Niimeros Complexos, a citar:

2" = p"(cos(n % 0) + isen(n * 0))

Observe que esta formula simplifica bastante a obten¢do do resultado de uma poténcia, tendo
em vista que a poténcia 2" = (a + bi)", especialmente para expoentes grandes, resultaria numa
esgotante distribuicao de um bindmio de newton, sendo ainda mais complicado pelas poténcias
de i.

Diferente dos nimeros reais, em que cada nimero possui uma unica raiz n-ésima, um mesmo
nimero complexo possui n raizes n-ésimas. Porém, a férmula para a obtencdo destas raizes
€, na verdade, uma adaptacdo da primeira Férmula de Moivre, sendo necessdrio que o aluno
internalise o raciocinio apresentado a seguir.

O nimero complexo u = a(cos(d)+isen(d) é uma das raizes n-ésimas do nimero complexo
z = p(cos(0) + isen(f) somente se u" = z, donde segue que: u" = ™ (cos(nd) + isen(nd) =
z = p(cos(f) + isen(0)

: . 0+ 2k

Fazendo as equivaléncias, concluimos que @ = {/pe d = — onde k = 1,2,3,...,n.
Substituindo em u, obtemos a Segunda Féormula de Moivre para Radiciacio de Nimeros
Complexos, donde podemos obter os nimeros complexos uy, ua, ..., U,, que sao as raizes n-
ésimas de z.
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Wz =y = Q/ﬁ(cos(—e —i—n2k7r> + isen(—e + 2/{:7r))

n

Ao utilizar a Segunda Férmula de Moivre, mesmo que se utilize valores para k maiores que
n, serdo obtidos nada mais que repeticdes das raizes ja encontradas. Por exemplo, ao calcular
para k = n + 1 obtém-se a raiz u,,.; = u;, bem como u,, o = us € assim sucessivamente. Isto

confirma o que foi dito acima, que um nimero complexo z possui exatamente n raizes n-ésimas.
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Capitulo 3

INTERACAO ALUNOS E PROFESSOR
NO PROCESSO DE CONSTRUCAO DO
CONHECIMENTO

3.1 A Sala Invertida no ensino das Formulas de Moivre

Esta pesquisa foi realizada na turma do 3° Ano do Ensino Médio do Centro Educacional
Século, colégio da rede particular de Manaus. Este colégio, onde leciona o autor desta pesquisa,
possui metodologia impar voltada ao ensino por projetos, em particular aquelas conhecidas
como Metodologias Ativas de Aprendizagem, além de possuir infraestrutura interessante para
o desenvolvimento de atividades do tipo. Alguns dos espagos que podem ser destacados na
escola e que servem de ferramenta para elaboracdo de aulas invertidas sdo a Rddio Século e o
Estiidio de Gravacio de Audio/Video, biblioteca com recursos e ambientes tecnolégicos, espago
de convivéncia bem estruturado, dentre outros. Os 8 alunos da turma foram divididos em trés
grupos, de acordo com as necessidades dos topicos do capitulo sobre Nimeros Complexos,
sendo:

Grupo I - Forma Algébrica dos Niumeros Complexos e Operagdes;

Grupo II - Forma Trigonométrica dos Nimeros Complexos e Operagdes;

Grupo III - Férmulas de Moivre para Potenciacdo e Radiciacdo de Numeros Complexos;

A proposta desta pesquisa € o estudo das Formulas de Moivre, Grupo III, porém faz-se
necessdria a transcricdo e comentarios a respeito da elaboracao e apresentacdo dos trés grupos,
tendo em vista a importancia desta sequéncia para o entendimento do contetido por completo.

Seguindo a Metodologia de Sala de Aula Invertida, o conteddo foi apresentado aos alunos
através de um slide postado na drea correspondente a turma do 3° ano no Google Classroom,
ou Google Sala de Aula, ferramenta online utilizada pelo colégio onde cada turma possui seu
espaco virtual destinado a postagem de informagdes, atividades, avisos e materiais complemen-

tares para as aulas. Este slide contém as informagdes de conteido a ser estudado, sugestdes
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de video aulas, sugestdes de metodologias a serem abordadas e métodos de avaliacdo a serem

utilizados pelo professor.

Cronograma de aula
e Grupol

e Grupoll

e Grupo III

Unidade Imagindria e Representagac [ Formula de Moivre -

suas propriedades - Geométrica; Poténcia;

Poténcias de i; IT Formula de Moivre

Forma Algébrica - - Radiciag

Elementos; Elementos; Representacdo

Operagoes na Forma Operagdes na Forma Geométrica das

Algébrica;
Listas de Exercicios -

15 questdes + 5

Resolvidas no quadro;

Trigonométrica;
Listas de Exercicios -
15 questdes + 5

Resolvidas no quadro

Férmulas de Moivre;

Listas de Exercicios -

Daniel Nathalia Lucas

Fernando Rafaela Natalia

Waleska Thais

Figura 3.1: Cronograma de Aula

Neste slide estao divididos os conteidos a serem abordados pelos alunos de acordo com cada
grupo:

O Grupo I estd encarregado da introducdo do conteido, contribui¢c@o histérica, notacdes, a
Forma Algébrica do Numero Complexo e suas principais operagdes e propriedades.

O Grupo II devera abordar a Representacdo Geométrica dos Nimeros Complexos, apresen-
tacdo do Plano de Argand-Gauss, ou Plano Complexo, suas principais caracteristicas e pro-
priedades, bem como a elaboracdo de uma férmula que relacione os Numeros Complexos e a
Trigonometria aplicada aos tridngulos encontrados neste plano, facilitando assim o célculo de
produto e quociente entre Niimeros Complexos.

O Grupo II tratard sobre a Potenciacdo e Radiciacdo dos Numeros Complexos, bem como
suas representacdes no Plano Complexo, demonstrando assim as duas Férmulas de Moivre.

Os trés grupos deverdo, ainda, resolver em sala o minimo de 5 exercicios como exemplo dos
conteddos ministrados, além de elaborarem uma mini apostila contendo 15 questdes especificas
sobre seus temas, com preferéncia para questdes de vestibulares.

Ainda nos Slides, sdo sugeridos um total de 29 video-aulas referentes aos conteudos pro-
postos. Além dos videos, os alunos também possuem o Livro Didético utilizado nas aulas
convencionais, que abordam o contetddo por completo e propdem dezenas de exercicios de ves-
tibulares. Os alunos deverao, ainda, pesquisar mais videos e contetdos disponiveis na internet,

de acordo com as necessidades de cada grupo.
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Entender o contetido

Curso de ) , Curso de
11 aulas! Nimeros Complexos Nimeros Complexos 14 aulas!

meSalva!

ENEM E VESTIB

INTRODU
NUMEROS
COMPLEXOS

Figura 3.2: Algumas das videoaulas sugeridas

Estrutura da Apresentacao

e Material
Google Apresentagi
Documen
res de Geometria Dinamica - Geogebra e outros;

pelos alunos;

estoes de vestibulares)

Figura 3.3: Estrutura da Apresentacdo

Apesar de sugeridos, os aplicativos e softwares propostos como ’Estrutura da Apresentacio’
nao sdo necessarios para a apresentacdao da Aula Invertida, bem como sua utilizacdo ndo se ca-
racteriza como critério de avaliacdo, ficando os alunos livres para escolherem quais ferramentas
e metodologias deverdo utilizar em suas aulas. Dentre as sugestOes, apenas 0s exercicios sao
obrigatdrios como parte da composi¢do da nota.
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Critérios de Avaliacao

Postura; (1,0)

Clareza e uso de linguagem técnica; (1,0)

Dominio sobre o contetido; (1,0)

Organizacdo da apresentacdo - sequéncia de raciocinio; (1,0)
Qualidade do material elaborado; (1,0)

Observagoes criativas referente ao contetido; (1,0)

Formulacao de res s as perguntas dos colegas; (1,0)

Grupo - organizagao + tempo + postura + lideranca; (2,0)

e Total: 10,0 pontos (P1)

Figura 3.4: Critérios de Avaliagdo

Estes sdo os critérios de avaliacdo a serem considerados na apresentacdo de Aula Invertida,
tendo em vista que todas as atividades do tipo realizadas no colégio caracterizam notas para
compor a média bimestral. Tais itens podem ser alterados, e frequentemente o sdo, de acordo
com a proposta de apresentacao dos alunos.

E dado aos alunos o prazo médio de uma semana, entre 0 momento em que estes slides sdo
disponibilizados e a apresentacdo da Aula Invertida pelos alunos. Neste intervalo, os alunos
deverdo realizar pesquisas, elaborar material e estudar para suas apresentacdes. De acordo com
a metodologia, estas atividades deveriam ser feitas em casa, porém trata-se de uma escola de
tempo integral, de modo que parte do trabalho € feito na prépria escola.

Durante este tempo, ainda, o professor pode auxiliar os alunos no manuseio dos softwares
utilizados, no caso o Geogebra, a fim de esclarecer eventuais dividas dos alunos, exclusiva-

mente a respeito da construcdo e utilizacdo das ferramentas disponibilizadas pelo software.

3.2 Apresentacao dos Trabalhos e as Construcoes Graficas

Foi comentado que a turma havia sido dividida em trés grupos. O objetivo era seguir uma
sequéncia légica do contetddo, com todas as formulas mais importantes demonstradas durante as
apresentacdes, sejam algebricamente, através de lousa e pincel, seja geometricamente, através
do Geogebra, ou ainda uma apresentaciao envolvendo estas duas representacdes, o que seria o
ideal.

Como ficou a cargo de cada grupo decidir sobre quais as ferramentas a serem utilizadas em

20



suas apresentacOes, apenas o Grupo III utilizou-se do Geogebra como complemento de seus
trabalhos. Apesar disto, segue uma descricdo resumida a respeito das apresentacdes desses
grupos, tendo em vista a necessidade de entender o contetido destes para se estudar as Férmulas
de Moivre.

Grupo I - Unidade Imaginaria e suas propriedades
Aqui foi feita a introducdo do conteido, come¢ando com a discussdo a respeito do con-
texto histérico que envolveu a ’descoberta’ da unidade imagindria como solucao para equacoes

polinomiais de terceiro grau, a partir do século XVI.

Os numeros complexos adquiriram conceito com o
decorrer do tempo;

IntrOdugao: Século XVI (Renascentismo): Matemadticos italianos
comegam a utilizar nimeros entdo chamados

U m pOUCO de “sofisticados” nas equacgdes de terceiro e quarto
contexto graus:
sobre Scipione del Ferro (1465-1526) e Tartaglia

o (1500-1557): atribuiram a solucdes de equagdes
Numeros cbicas;
comp|exos Girolamo Cardano (1501-1576): publicou as

férmulas de Tartaglia ,escrupulosamente, no livro
Ars Magna (1545);

Na época , Tartaglia afirmava que a solugao da Niccolo Tartaglia
equagao x +px+ q = 0, era dada pela seguinte
férmula:

- T - O

Girolamo Cardano

Figura 3.5: Um pouco de histéria

Foram citadas figuras importantes na area de exatas, como Girolamo Cardano e Niccolo
Fontana Tartaglia, que sdo protagonistas de um desacordo a respeito de quem seria o autor
de uma férmula para resolucdo de equacdes polinomiais de terceiro grau e sobre a primeira
aparicdo do que viria a ser um nimero complexo. A férmula € historicamente atribuida a
Tartaglia.

Desta abordagem historica vale ressaltar a importancia do matematico francés Abraham de
Moivre, que fez importantes contribui¢des para diversas dreas da matemadtica durante o século
XVIIL. Dentre estas contribui¢des, destaca-se o desenvolvimento de uma relacdo entre os Nu-
meros Complexos e a Trigonometria, onde Moivre desenvolveu duas férmulas importantes para
o célculo de potenciagdo e radiciacdo de nimeros deste conjunto, cdlculos estes que sdo, em
certos niveis, impossiveis de serem realizados de outra maneira. E de suma importincia que
os alunos tenham iniciado o trabalho abordando esse tema, dando significado ao contetdo que

serd abordado a seguir.
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Século XVIII: Estabelecimento de uma estrutura
algébrica para numeros complexos;

Introducao:

Um pouco de Abraham de Moivre (1667-1754): foi um
contexto matematico responsavel por relacionar os nimeros
complexos com a trigonometria, ao dizer que:

sobre
Numeros

(cosz +isenz)" = cos(nz) + isen(nz)Vz € RAVne Z

Complexos '} Leonhard Euler (1707-1783): foi este quem que
fixou a formula geral do nimero complexo. Para
Euler, este deveria possuir também uma parte real e
considerou que a unidade imaginaria (i) deveria valer
=<1

Férmula de Euler:

Figura 3.6: Moivre e Euler

Além da abordagem histérica do conteido, os alunos desenvolveram um método para poten-
ciacdo da unidade imagindria. Este método é conhecido como Poténcias de 7, e explica como o
ndmero 7" se comporta de acordo com o nimero natural n utilizado. De maneira geral, trata-se
de uma sequéncia ciclica, conforme mostra a figura:

Poténcia da As poténcias da unidade imagindria (i) nos dizem o valor do
. algarismo “i" quando elevado a tal expoente. Podemos
U nldade determina-las de duas maneiras:
- F =

Imaginaria
De Forma Ciclica— Sempre nesta sequéncia (1, i, -1, -i)
=1 i*=1
i'=i =i
iP=-1 i°=-

=i Paa

Dividindo por 4:

Ex: i123= ‘|123'4 = i3= -i

Figura 3.7: As poténcias de ¢
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Ainda neste primeiro grupo, fora definida a Forma Algébrica de um Numero Complexo: o
Conjunto dos Numeros Complexos € definido como todo nimero escrito na forma z = a + bz,
com a e b nimeros reais. Os alunos apresentaram esta defini¢do ja com a associac¢do ao Plano
Complexo, que nada mais é do que um Plano Cartesiano *adaptado’ aos Numeros Complexos e
também conhecido como Plano de Argand-Gauss.

De acordo com a fala dos alunos, o niimero z = a + bi possui uma Parte Real, Re(z) = a,
e uma Parte Imagindria, Im(z) = b, sendo representados pelos eixos horizontal e vertical do
Plano, respectivamente. Sendo assim, cada nimero escrito na forma algébrica representa um

ponto no plano, o qual foi nomeado Afixo de z.

Representa géo Plano de Argand-Gauss
Gréﬁca- Representagdo geométrica de um nimero complexo;
Plano de i
Argand GaUSS Onde: P— ponto de afixo ou imagem do ndmero ou imagem;
a(Re(z)) — Ponto no Eixo Real;
b(l_(z)) — Ponto no Eixo Imaginrio;

Representagdo Grafica:

@ixo imaginario
¥4

Pla, b)

+ @ixo real

Figura 3.8: Plano de Argand-Gauss

Finalmente, foram apresentadas as operacdes de Soma, Subtragdo, Multiplicacdo e Divisdao
de Numeros Complexos. Nesta etapa destaca-se a operagdo de Multiplicagcdo, que goza da pro-
priedade distributiva, observando-se as particularidades da unidade imaginaria. Como trata-se
de uma distribui¢do, equivalente a multiplicacdo de polindmios, torna-se invidvel a multiplica-
¢do consecutiva de vérios elementos, € mesmo a poténcia com expoente relativamente grande,
tendo em vista a enorme quantidade de processos necessarios.

Ainda assim, € importante que a operacao de multiplicacio esteja bem definida para o com-
plexo em sua forma algébrica, tendo em vista a quantidade de problemas e que podem ser re-
solvidos com esta operacdo, desde que o tratamento algébrico ndo se torne invidvel. Em outras
palavras, muitas questdes de vestibular podem ser resolvidas apenas fazendo o produto entre
dois nimeros na forma z = a + bi, utilizando a propriedade distributiva, enquanto em casos de
multiplicacdes maiores, ha outras maneiras mais vidveis. Os alunos definiram esta operacao e

trouxeram exemplos resolvidos:
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Multiplicagao:
Dados os complexos:
Multiplicacao 2= wibigz= 1
e Divisao de O produto de z, e z, € obtido pela multiplicagéo de binémios, e levando em
NLflmerOS conta que i*= -1
Complexos z, . z, = (a+bi)c+di)
= ac + adi + bci + bdi®
=ac + adi+ bei+ bd(-1)
= ac + adi + bei — bd
=(ac - bd )+ (ad + be )i

2,.2,= (ac-bd) + (ad+be)i

Exemplos:

(2+3i) (7+2i)= (14+4i+12i+6i%)=(14+16i +6(-1)=14-6+16i= 8+16i
(3+4i) (6+8i)= (18+24i+24i+32i%)= (18+48i+32(-1)= 18-32+48i= -14 + 48i

Figura 3.9: Multiplicagdo entre dois Numeros Complexos

Enquanto para as operac¢des de Soma e Subtragdo, os alunos as definiram juntas e trouxeram
exemplos resolvidos:

Adicao:
Se considerarmos 0s complexos:
Adlgéo e z =atbiez=c+di
Subtracao de _ _
Numeros ZFzEErciHbsd)y

Geomeétricos Exiatiiploa

(2+3)+(3+9)=(2+3)+(3+9)i=5+12i
(1 +6i) + (8 + 4i) = (1+8) + (6+4)i =9 + 10i
Subtracio:

Considerando , novamente os complexos:

Podemos obter a soma da seguinte forma:

z =a+biez = c+di
Obtemos a subtragao da seguinte forma:
22,7 (ac) + (bd)i
Exemplos:
(2+3i)-(3+9i)= (2-3)+(3-9)i= -1-6i
(4+ 5i)-(8+2i)=(4-8)+(5-2)i= -4+3i

Figura 3.10: Adi¢do e Subtracdo de Nimeros Complexos

No que diz respeito a operagdo de Divisdo, foi preciso inicialmente definir o Conjugado de

um Nimero Complexo conforme a imagem:
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COnjugad{) Definimos um conjugado de um numero complexo como o

do Numero
Complexo

inverso dele mesmo ao vermos que:
z= a+ bi — Numero Original

~ =a - bi — Nimero Conjugado
Onde:

— Conjugado;

Em pratica podemos obté-lo da seguinte forma: trocando os
sinais do coeficiente;

Ex: 5 =6+3i=> 5, =6-3
2, =-T-9i=z, =T+
sy =15i=z2,=-15i
z, =82z =-8

Figura 3.11: Definicdao e Exemplos de Conjugado

Tendo sido observado que o produto entre um complexo e seu conjugado resulta em um
numero real, definiu-se a operagdo de divisao conforme a figura:

Divisao:
-y o Dados os complexos:
Multiplicacao 2 =a+bi e 2= c+di
e Divisao de
N L]mEFOS O quociente =L & obtido multiplicando-se ambos os termos da fragao
%
Complexos
pelo conjugado do denominador;
55
% Z;.2,

Justificativa:

Multiplicando o numerador e o denominador pelo mesmo nidmero
complexo , o valor ndo se altera. Além disso, note que o denominador

5% é um numero real:

2.5, =le+die-di)=c' -d*i* =¢* -d* (-1)=c" +d’

Figura 3.12: Defini¢do de Divisdo de Nimeros Complexos

O objetivo da divisdo entre dois nimeros complexos na forma z = a + bi é obter, como
resultado um niimero escrito nesta mesma forma. Por esse motivo multiplica-se pelo conjugado
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do denominador, de forma que a unidade imagindria apareca apenas no numerador da fracdo.

Observe os exemplos apresentados pelos alunos:

Divisao:
Mul.tlpllcagao n—
e Divisao de
N E S o 2%i _2+i 5+3i _10+6i+5i+3i" _10+11i+3(-1)
Complexos 5-3i 5-3i 5+3 25— 9 25-9(-1)
_10+16-3 _ 7414 _ 7 11,
25+9 34 34 34

342i 342 1-i _3-3i+2i-2" 3-i-2(-))

-y

l+i 140 1-i - 1—(=1)
3-i+2 5-§ 5 1

1+1 ] 2 2

Figura 3.13: Exemplos de Divisdo

O primeiro grupo finalizou sua apresentacdo com a resolug¢do de alguns exercicios de vesti-

bulares envolvendo o contetido abordado.

Grupo II - Forma Trigonométrica dos Niimeros Complexos
A primeira demonstracdo desse grupo foi a do Médulo de um Nimero Complexo, definido
como a distancia do afixo a origem do plano. A férmula obtida serd indispensdvel para os

demais topicos a serem abordados pela equipe:
|z| =r = Va4 1?

Uma vez definido o Mddulo, € hora de aplicar algumas relacdes trigonométricas ao tridngulo
da figura abaixo. Através desse tridngulo, foram deduzidas as férmulas a = r - cos(f) e b =
r - sen(f), sendo r 0 médulo de z e § o argumento de z. Desta maneira, pode-se escrever o

Complexo z = a + bi em sua Forma Trigonométrica:
z=1-[cos(f)+i-sen(d)]

Conforme orientado pelo professor, todas as demonstracdes vieram acompanhadas de exem-
plos numéricos, onde é possivel vizualisar as operagdes sendo utilizadas na resolugdo de pro-

blemas.
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Forma Trigonomeétrica de um Numero
Complexo

\ 4

Z=a+bi
> a é parte real e b parte imaginaria

Os numeros complexos também

possuem uma forma trigonometrica
ou polar, demonstrada com base no
argumento de z (para z # 0).

temos que: cosO = a/r e sen® = b/r.

> QOusejaia=r*cos® b=r*send
> z=a+bi
I|”||I > Z=r*cose +r*senoi —
A R

Figura 3.14: Deducdo da Forma Trigonométrica de z

Uma vez determinada sua forma trigonométrica, fora discutido a realizacdo de operagdes
nesta representacdo. Utilizando-se de relagdes trigonométricas, os alunos demonstraram a se-
guinte férmula para o produto de dois ou mais Nimeros Complexos, de acordo com a imagem
abaixo:

% Multiplicagdo na forma trigonometrica.

* Considere dois numeros complexos quaisquer, escritos
na forma trigonomeétrica:

2, = |z, |-(cose +i-sen 8) e z,= |z, |(cos a+i:sen a)

* O produto entre z, e z, pode ser feito da seguinte forma:
z,* z, = |z, |11z, |-[cos(0+a) +i-sen (6+a) ]

* Tal fato e garantido pelas relagdes:

sen(e + (1) = geno - cosa + Sena-coso

_.|||||||._

Figura 3.15: Férmula para Multiplicagdo de Numeros Complexos
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Seguindo o mesmo raciocinio, foi apresentada a férmula para divisdo entre dois Nimeros

Complexos:

% Divisdo na forma trigonomeétrica

Para realizar a divisdo na forma trigonomeétrica
também existe uma férmula que facilita os célculos.

Sejam z, = |z, |-(cos@ + -sen 0) e z_ = |z, |(cosa + I-sena), dois
numeros complexos quaisquer, o quociente entre z e z,
sera dado por:

& Bl ey %
o [cos(6—a)+ i sen (6 —a)]

_.|||“|r._

Figura 3.16: Férmula para Divisao de Nimeros Complexos

O Grupo II finalizou a apresentagdo com exercicios resolvidos e resolvendo em sala outros
exercicios de aplicacio do tema abordado pela sua equipe.

Finalmente, com base em tudo o que foi estudado e apresentado pelos grupos anteriores,
segue relato sobre a apresentacdo do Grupo III, que aborda o tema desta pesquisa, bem como

comentarios a respeito do uso de um gréfico interativo para o estudo das Férmulas de Moivre:

Grupo III - Férmulas de Moivre

A apresentacdo comecou com a o exemplo da figura abaixo, caracterizando a inviabilidade
em se calcular multiplica¢des sucessivas de Nimeros Complexos, como em uma potenciagao.
As solucdes apresentadas sdo as de realizar repetidamente o processo de distribuicao ou utilizar
as propriedades do Bindmio de Newton.

Apesar de ser possivel realizar os célculos utilizando as sugestdes acima, o Grupo II apre-
sentou anteriormente uma solucdo bem mais elegante para isto. Se € possivel transformar o
complexo z = a -+ bi em sua representagdo trigonométrica z = r- [Cos(#) +i- Sen(6)] e, ainda,
sendo dois Nimeros Complexos z; = 71[Cos(0;) + iSen(61)] e zo = r2[Cos(0s) + iSen(s)],
temos que 21 - 29 = 1 - 12[Cos(0y + 0s) + iSen(6; + 67)], pode-se deduzir o valor de 2? =
r?[Cos(20) + iSen(20)]. Os alunos ainda deduziram novamente esta férmula através do pro-
cesso explicado nas imagens abaixo:

Estendendo-se o raciocinio para calcular 2°> = 22 - z e observando o comportamento do
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/" 2 = plcosd + i.cenl)
(EQZRMA ‘U'
2= [ plcosd + :’.cené’// g

POLAR)

cas‘(Za) = cos’a - cen’a

6

Figura 3.17: Complexo z elevado a poténcia 2

desenvolvimento na resolu¢do da potenciagdo, e generalizando o resultado para o expoente n,

obtém-se a I Féormula de Moivre para Potenciacdo de Nimeros Complexos:

2" =1r"-[Cos(nf) +i- Sen(nh)]

3 2
L=l L

2 = pz[éor(ZH/ + 7/ cen(20)]°. p(cox'ﬂ + / cenl)

cen(a+b) = cena . cosh + cenb . cosa

cos(a+b) = cosa . cosh - cena . cenb

Figura 3.18: Generalizando a poténcia para expoente n
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Dando continuidade a aula, os alunos comecaram a deduzir uma férmula para calcular raizes
de um Nuimero Complexo. Definindo o Complexo u como raiz n— ésima de z, e utilizando a |

Formula deduzida acima, obtém-se:

EM SUAS FORMAS POLARES, 2 E U SAQ ESCRITOS COMO 2 =

p(casﬂ + icend ) € u = q(corﬁ - :'g’enﬁ)

como U =2

V
?h[&ﬁ' (“‘ﬁ) + i¢en (h[} e p(co:‘@ + icenf )

Figura 3.19: Inicio da deducdo da férmula de radicia¢do

Igualando termo a termo, t€ém-se cada um dos elementos de © que formarao a nova férmula:

COMPARANDO 0S DOIS LADOS DA EQUAGAO, TEM—SE:
h M
? = p :) 7 = ‘\/’}.

coc(nB) = cosO e cen(rnB) = cenB, que resuLTAREO EM

=0 + 24n = p = L2

Figura 3.20: Elementos utilizados na demonstracdo
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Finalmente, a II Férmula de Moivre para Radiciacao de Nimeros Complexos, onde € possi-
vel obter as n raizes apenas substituindo & pelos valores do conjunto dado na imagem:
AGORA, TROCANDO ESSES RESULTADOS NA EQUAGAO DO

NUMERO COMPLEXO U = 7(00&'[3 + icenP ). pEscosre-SE A 11

FORMULA DE MOIVRE;

u = "‘\/@(005'6“%“2@ + ,‘ceZW-)]

b€ {0, 1, 2 3, ..., n-1].

Figura 3.21: II Férmula de Moivre

Estas foram deducdes com abordagem puramente algébrica. A partir de entdo, os alunos
recorreram a Representacdo Geométrica das férmulas deduzidas anteriormente, conforme soli-
citado pelo professor. Para isso, os alunos criaram dois arquivos no software Geogebra, um para
cada férmula, e apresentaram em sala na versdo online do aplicativo. E importante comentar
os elementos utilizados pelos alunos nas constru¢des dos gréficos, pois sao reflexos do que os
alunos aprenderam na realizacdo da Aula Invertida.

Os graficos criados no Geogebra apresentam, como configuracdo padrdo, uma Janela Algé-
brica a esquerda e uma Janela Geométrica 2D a direita. Este ultimo contém os eixos cartesianos
e uma malha quadriculada. As descri¢des a seguir se referem, de maneira geral, aos elementos
da Janela Geométrica.

Em primeiro lugar, os alunos utilizaram a Ferramenta Controle Deslizante para representar
os numeros referentes as partes Real e Imagindrio do Numero Complexo em sua Forma Algé-
brica. Esta ferramenta consiste em criar um segmento da reta real, contendo nlimeros inteiros
ou decimais, conforme a configuracdo do editor do grifico. Pode-se observar essas barras no
canto superior esquerdo do grafico construido pelos alunos, bem como uma terceira barra que
representa o valor de n, expoente em que o nimero z serd elevado.

Uma vez criados os pardmetros, os alunos entdo definiram o Numero Complexo como par
ordenado, z = (Real, Imaginrio) e o segmento que liga a origem do Plano Complexo, o
ponto O = (0,0), ao afixo de z. O comprimento deste segmento representa 0 Médulo de

z, assim como a hipotenusa do tridingulo OAZ, sendo A = (Real,0). Neste tridngulo, os
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alunos construiram, utilizando a Ferramenta Angulo, o angulo § = AOZ, que representa
o Argumento de z, ou o dngulo formado pelo segmento OZ em relagdo ao eixo horizontal.
Observe que o valor de n = 9,5 ndo estd inteiro, como deveria ser, pois trata-se de uma das

davidas que surgiram a respeito do software, dividas estas que foram esclarecidas durante as

aulas.
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Figura 3.22: I Férmula de Moivre - Grafico criado pelos alunos

Por fim, os alunos definiram no software as constantes ¢ = (\/Real? + Imaginrio®)" -

Cos(nf) e d = (\/Real® + Imaginrio®)" - Sen(nf), utilizados para a construgdo do Ponto
E = (¢,d), n — sima poténcia do Nimero Complexo z, em sua Representagdo Geométrica.

Como construgdes auxiliares, foram criados, ainda, o segmento OF, representando o mo-
dulo de E, as projecdes deste segmento nos respectivos eixos também aparecem na construg¢ao
como linhas tracejadas e com cores distintas. Os alunos também ativaram a op¢ao Exibir Ras-
tros no ponto £, de forma que, para um mesmo nimero z, quando selecionados os valores
den = 1,2,3, ..., € possivel observar que estes, nesta ordem, formam uma espiral que cresce
rapidamente. Esta caracteristica fora explicada pelo professor numa intervencdo durante a apre-
sentacao, e pode ser descrita como reflexo da multiplicacdo do Argumento e do Mdédulo de 2 por
um nimero inteiro cada vez maior. A figura 3.23 permite visualizar parte inicial desta espiral.

Para representar a II Férmula de Moivre, foram utilizados quatro Controles Deslizantes,
representando as partes Real e Imaginario, o nimero n correspondente ao indice da raiz, e o
nimero k£ =0,1,2,....n — 1.

Uma vez determinado o nimero z = (Real, Imaginrio), as raizes foram representadas
9+2k7r)
n

pelo ponto "Resposta’, com coordenadas iguais a r; = (y/Real? + Imaginrio®)™ - Cos(

e ry = (y/Real? + Imaginrio®)" - Sen(*251), de forma que, para n = 3, serdo obtidas
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Figura 3.23: Expiral formada pelas poténcias de z

3 resultados distintos, de acordo com os valores de £ = 0,1,2, assim como paran = 4 e
k = 0,1,2, 3, e assim por diante. Os alunos observaram, ainda, que os rastros destas n raizes
formam um poligono regular de n lados, mas que ndo haviam encontrado nada além disso em
suas pesquisas. Ap0ds este momento, o professor realizou nova intervengdo para explicar que
esta caracteristica é devido a divisdo do angulo pela constante n, bem como pelo fato de que o
modulo dessas raizes sdo congruentes entre si.

Como conclusio de sua apresentacdo, os alunos resolveram exercicios de vestibulares envol-

vendo o conteddo ministrado, finalizando assim suas atividades referentes a este conteudo.

3.3 Conclusao e Recomendacoes

Fora discutido em nossa pesquisa sobre a importancia de enfatizar as diferentes formas de
se representar um mesmo objeto matematico, e como este dominio pode caracterizar o enten-
dimento pleno deste objeto e do contetido abordado. O capitulo anterior consiste na descri¢ao
das apresentacdes de Aulas Invertidas, como objeto desta pesquisa, conforme proposto inicial-
mente.

De acordo com a Teoria das Representacdes Semidticas (TRS), de Duval, hd duas maneiras
de se transitar entre as representacdes de um objeto, num processo chamado de transformacao

cognitiva, que sdo conhecidas como: tratamento e conversao. Para Junior [8]]:

O tratamento de uma representagdo semidtica é uma transformagéo que se da no
proprio sistema semidtico em que esta foi produzida. A representacdo de um objeto
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Figura 3.25: Exemplo de um Hexdgono Regular formado pelas raizes de z

¢é transformada em outra representagdo do mesmo objeto, sem mudar a forma da re-
presentagdo ou as operagdes pertinentes ao objeto matematico considerado. Ou seja,
uma representagdo ¢ transformada em outra, mas o sistema semidtico ao qual elas se
vinculam se mantém.

E o que fica evidente quando os alunos realizaram as demonstragdes das férmulas. De um
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modo geral, uma demonstragdo matemadtica consiste numa sequéncia de informacdes que im-
plicam em outras informacdes, até que se chegue na férmula desejada. Refere-se, portanto,
exatamente ao processo de tratamento citado acima. No caso especifico da apresentacdo do
Grupo III, os alunos usaram como base as afirmagdes feitas pelos colegas de grupos anteri-
ores, como o fato de que a = p - Cos(0) e b = p - Sen(f), por exemplo, para afirmar que
z=a+bi = p-[Cos(nb) + iSen(nb)]. Nesse caso, os alunos realizaram uma transforma-
¢do dentro da mesma representagdo. Embora sejam conhecidas, respectivamente, como forma
algébrica e forma trigonométrica do Numero Complexo, ambas sdo representacdes na forma
algébricas.

Em outras ocasides, os alunos realizaram transformagdes de objetos matemadticos entre di-
ferentes tipos de representacdo semidtica, o que ¢ chamado conversdao. Conforme explica Ju-
nior [8]]:

A conversdo de uma representacio semidtica se d4 entre sistemas semidticos dis-
tintos. A representacdo de um objeto é transformada em outra representacio do
mesmo objeto mudando a sua forma, portanto, mudando o sistema semidtico.

Os graficos construidos pelo Geogebra sdo exemplos de conversdo realizados durante as
aulas. Um nimero que é representado por z = a + bi = p - [Cos(nf) + iSen(nd)], agora
pode ser observado como um ponto no plano complexo, através das coordenadas (a, b) ou (p -
Cos(0), p-Sen(0)). O mais interessante, porém, € que apés as aulas os alunos foram capazes de
prever como um gréfico iria se comportar quando se alterasse determinado elemento na forma
trigonométrica, ou prever qual componente da férmula iria se alterar, e de que maneira, quando
se alterasse sua representacdo geométrica.

Esse processo em que o aluno transita entre duas ou mais representagdes de um objeto, pre-
vendo como ambos se comportam, € exatamente o que busca Duval, quando afirma que “’para
que haja a apreensdo do conceito de um objeto matemadtico, € necessdrio que a noésis (con-
ceitualizacdo) aconteca por meio de significativas semidsis (representacoes) [8].” Em vdrios
momentos na apresentagao descrita no capitulo anterior, ficara evidente que os alunos foram ca-
pazes de apreender o conceito de Potencializacdo e Radiciacdo de Numeros Complexos, tendo
em vista que a propria elaboracdo dos gréficos s6 € possivel quando o aluno domina as caracte-
risticas e propriedades do objeto que ele busca representar.

O software Geogebra, em suas janelas Algébricas e Geométricas, facilitam a observacao
dessas transi¢Oes entre dlgebra e geometria, de forma que quando se altera um dos valores
dos Controles Deslizantes, a representacdo geométrica do objeto equivalente, e dos demais que
dependem destes valores originais, sdo instantaneamente alterados. Nesse momento, a dinami-
cidade geométrica presente na escolha do software se mostra fator decisivo para o processo de
aprendizado dos alunos, tendo em vista que a compreensao do assunto pelos alunos que apre-
sentaram no Grupo III péde ser compartilhada com os colegas quando esses argumentavam e

debatiam durante as apresentacdes, sempre utilizando os graficos dindmicos.
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Diante dos resultados obtidos nestas apresentagdes de Aula Invertida, conclui-se que fora
alcancado o dominio do conteddo a um nivel satisfatério, os alunos se mostram capazes de
resolver exercicios de todos os niveis envolvendo os Nimeros Complexos, independente da

forma em que estes nimeros se apresentem.
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Consideracoes Finais

Esta pesquisa apresenta uma alternativa para o estudo dos Nimeros Complexos, envolvendo
principios de Geometria Dindmica e a Metodologia de Aula Invertida. Trata-se de uma ten-
tativa de integrar a tecnologia ao ensino a fim de trazer novas possibilidades ao professor em
abordar assunto tdo complexo, além de permitir que o aluno se torne protagonista no processo
aprendizagem.

Como foi possivel observar, a abordagem especifica para o conteido de Numeros Comple-
xos, embora justificada, ndo caracteriza que tal metodologia deva ser aplicada apenas a este
assunto. Ao contrdrio, uma vez aliados, os GDIs e a Aula Invertida mostrou-se ferramenta po-
derosa de auxilio ao professor em sala de aula, em diversos assuntos vistos do 9° Ano do Ensino
Fundamental ao final do Ensino Médio, turmas as quais o autor dessa pesquisa leciona.

De fato, apds a aplicacdo desta pesquisa, em meados de 2018, esta metodologia passou a
fazer parte dos planejamentos didrios deste professor, tendo em vista a caracteristica do uso de
tecnologias na escola em questao.

A escolha do software Geogebra também nao caracteriza a impossibilidade de serem utiliza-
dos outros softwares de GDIs. Outras op¢Oes gratuitas sdo "Poly’ e "Régua e Compasso’, além
de alguns outros pagos. O Geogebra, porém, possui uma comunidade ativa no mundo todo,
que compartilham trabalhos feitos em uma espécie de rede social para professores e alunos,
através do site www.geogebra.org. Além disso, esse software permite uma constru¢do mais in-
tuitiva, o que permite que os proprios alunos desenvolvam as construgdes, inclusive através de
seu smartphone.

Por fim, destaca-se a possibilidade de independéncia e liberdade por parte do aluno, permi-
tindo que este se depare com outras metodologias e explicacdo de outros professores durante
a pesquisa que antecede a apresentacdo. Trata-se, portanto, de uma abordagem diferenciada
da tradicional, a0 mesmo tempo em que permite ao aluno descobrir ainda outras abordagens
diferentes daquelas planejadas pelo professor, além de, se assim escolher, se preparar assistindo
aulas classicas, encontradas aos montes na internet.

Numa época de renovagdes no campo de ensino gracas as tecnologias, uma metodologia
que permite aliar o estudo de um contetido a partir de um tema, e ndo o contrdrio, mostra-se

promissora a professores que queiram fugir do tradicionalismo.
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