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Resumo

Esta dissertacao tem como fundamento o estudo detalhado dos resultados de rigidez
obtidos no preprint intitulado “A note on gradient Einstein-type manifolds” devido a José
N. V. Gomes [arXiv:1710.10549, preprint 2017]. Mais precisamente, foi provado que uma
variedade tipo-Einstein gradiente compacta com curvatura escalar constante é isométrica
a uma esfera padrao com fungao potencial dada explicitamente. No caso nao compacto, foi
assumido as hipoteses do Teorema de Karp e de curvatura escalar constante para deduzir
que uma variedade tipo-Einstein gradiente é isométrica a um espago Euclidiano, um espaco
hiperboélico ou um produto deformado Einstein. Finalmente, sob certas condi¢oes dos
parametros, foi mostrado que uma variedade tipo-Einstein gradiente homogénea, nao

compacta e nao degenerada é Einstein.

Palavras-chave: Rigidez, Variedades tipo-Einstein, Curvatura escalar constante, Varie-

dades Einstein.



Abstract

This dissertation is based on the detailed study of rigidity results obtained in the
preprint entitled “A note on gradient Einstein-type manifolds” due to José N. V. Gomes
[arXiv:1710.10549, preprint 2017]. More precisely, it has been proved that a compact
gradient Einstein-type manifold with constant scalar curvature is isometric to a standard
sphere with potential function explicitly given. In noncompact case, was assumed the
hypotheses of Karp’s Theorem and constant scalar curvature to deduce that a gradient
Einstein-type manifold is isometric to a Euclidean space, a hyperbolic space or a Einstein
warped product. Finally, under certain conditions of the parameters, it has been shown
that a homogeneous, noncompact and nondegenerate gradient Einstein-type manifold is

Einstein.

Palavras-chave: Rigidity, Einstein-type manifolds, Constant scalar curvature, Einstein

manifolds.
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Introducao

Atualmente tem havido um crescente interesse em variedades suaves cuja métrica Rie-
manniana satisfaz certas equagoes tensoriais, podendo envolver o tensor de Ricci, campos
vetoriais globais, a curvatura escalar, entre outros entes geométricos. Tais equacoes se-
rao referidas como equacoes de estrutura e surgem naturalmente em diferentes contextos
como veremos mais adiante.

A equagao de estrutura de uma variedade Einstein (M™,g) é dada por Ric = Ag, para
alguma funcgao suave A em M, em que Ric denota o tensor de Ricci na métrica Einstein
g. Tal métrica surge como ponto critico do funcional Einstein-Hilbert, para detalhes
veja Besse [6]. Ao longo dos anos foram feitas generalizagdes desta equagao precursora.
Recentemente, Catino et al. [12] introduziram o conceito de variedade tipo-Einstein a qual
abrange varias dessas estruturas, de forma a unificar problemas de classificagoes estudados
na literatura.

Uma variedade Riemanniana conexa (M™, g), com n > 3, é uma variedade tipo-Einstein

ou admite uma estrutura tipo-Einstein se existem X € X(M) e A € C*°(M) tais que

ozRic%—gEXg—i-,qu@Xb:(pS+)\)g, (1)

para alguns parametros «, 5, u, p € R, com (o, 8, 1) # (0,0,0). Quando X for identica-
mente nulo ou A for nao constante diremos que a estrutura é trivial ou propria, respec-
tivamente. Note que a nomenclatura préopria no contexto de variedades tipo-Einstein é
distinta do conceito de fungao prépria.

Um caso especial ocorre quando X = Vf, para alguma funcao suave f : M — R.

Neste caso, a equacao 1} é reescrita como segue
aRic+ BVAf + pdf @ df = (pS + g, (2)

e diremos que a variedade tipo-Einstein é gradiente. A funcao f é denominada funcao
potencial e o termo trivial refere-se ao fato de f ser constante.

Observe que, escolhendo adequadamente os parametros e a funcao A em , obtemos
os seguintes casos particulares: variedades Einstein, solitons de Ricci, solitons p-Einstein,

quase-solitons de Ricci, quase-solitons de Yamabe e variedades m-quasi-Einstein genera-



lizada. Cada uma delas tém sua importancia particular. Por exemplo, os soélitons de
Ricci correspondem as solugoes auto-similares do fluxo de Ricci e sao fundamentais para
a compreensao das singularidades do mesmo, veja Hamilton [16]. Os solitons p-Einstein
correspondem as solugbes auto-similares do fluxo de Ricci-Bourguignon [§], veja Catino e
Mazzieri [I3]. Os quase-solitons de Ricci sdo generalizagoes dos solitons p-Einstein, apesar
de terem sido introduzidos como generalizagoes dos soélitons de Ricci, veja Pigola et al.
[26]. Os solitons de Yamabe correspondem as solugdes auto-similares do fluxo de Yamabe,
fluxo este introduzido por Hamilton [17].

Em outro cenario temos a nogao de variedades m-quasi-Einstein generalizada, definidas
a partir das variedades m-quasi-Einstein gradiente. Esta tltima foi originada do estudo de
variedades que s@o produtos deformados Einstein, veja [6]. Foi mostrado que um produto
deformado é Einstein se, e somente se, a fibra é Einstein e a base satisfaz a equacao de
uma variedade m-quasi Einstein gradiente. Os resultados de rigidez de variedades tipo-
Einstein gradiente compactas e nao compactas em Gomes [14] foram motivados do estudo
de variedades m-quasi-Einstein generalizada, veja Barros e Gomes [I] e de quase-solitons
de Ricci homogéneos, veja Calvifio-Louzao et al. [9]. Em Barros e Gomes [2] foi realizado
um estudo de variedades m-quasi-Einstein generalizada compactas (ndo necessariamente
gradiente) através da decomposicao de Hodge-de Rham, no qual concluiu-se que toda
variedade m-quasi-Einstein compacta Einstein é trivial.

Em suma, os sélitons de Ricci, sélitons p-Einstein e os sélitons de Yamabe sao carac-
terizados como solugoes auto-similares do fluxo de Ricci, fluxo de Ricci-Bourguignon e do
fluxo de Yamabe, respectivamente. Enquanto que uma variedade m-quasi-Einstein gra-
diente é caracterizada como base de um produto deformado Einstein. Algumas restri¢oes
para a construgao de produtos deformados Einstein podem ser encontradas em Case et
al. [1I] e em Kim e Kim [19].

Destacaremos agora alguns detalhes e propriedades que seguem das defini¢goes dadas
anteriormente.

Primeiramente, na definicao de variedade tipo-Einstein observe que o termo pS po-
deria ser agregado a funcao A. Entretanto, o referido termo esté destacado para incluir
explicitamente o caso de sélitons p-Einstein.

No caso em que a variedade tipo-Einstein gradiente ¢ trivial, segue diretamente da
definigdo que tal variedade é Einstein (a # 0) e a estrutura gradiente é ndo propria. Isto
mostra que toda variedade tipo-Einstein gradiente propria é nao trivial.

Por outro lado, suponha que a variedade (M™, g) é Einstein, entao por , obtemos

BV2f 4 pdf ® df = (p5+)\—§a) q.

Desta forma, escolhendo convenientemente os parametros, obtemos um quase-soliton

de Yamabe no qual f é nao necessariamente constante, isto é, nao garantimos que a



estrutura gradiente é trivial.

Dizemos que uma variedade tipo-Einstein gradiente (com [ # 0) é nao degenerada se
(% # (n—2)au, e degenerada se 32 = (n—2)au. A justificativa desta terminologia é dada
através da equivaléncia entre variedades tipo-Einstein gradiente degenerada e variedades
conformemente Einstein, veja [12]. Esta condi¢ao é essencial para a determinacao de
variedades tipo-Einstein gradiente que sao Einstein em [14].

Em [I2], o caso 5 = 0 foi tratado separadamente e foi dada uma precisa descri¢do da
métrica para o caso a = 0. Foi provado ainda que uma variedade tipo-Einstein gradiente
completa, nao compacta, nao trivial e nao degenerada pode ser localmente caracterizada
quando o tensor de Bach é nulo e a fungdo potencial é propria. A proposta em [I4] é
analisar casos nao estudados em [12].

No primeiro capitulo faremos uma exposi¢ao sobre alguns conceitos fundamentais utili-
zados nos principais resultados do trabalho, os quais serao abordados no segundo capitulo.

O primeiro resultado de rigidez é para variedades compactas com curvatura escalar

constante.

Teorema 1. Seja (M™,g) uma variedade tipo-Einstein gradiente compacta, nao trivial,
de curvatura escalar constante com [ e p nao nulos. Entao, (M",g) € isométrica a

uma esfera padrao S™(c). Além disso, a menos de homotetia e uma constante, a fun¢ao

f:éln(T—@),
14 n

onde T € (%, +oo) e h, € uma funcao altura definida na esfera unitaria S™.

potencial € dada por

A funcgao potencial destacada neste teorema motiva a obtencao de estruturas tipo-
Einstein gradiente. Exemplificaremos para esses casos as variedades R™, H" e S, embora
as duas primeiras sejam nao compactas, veja Exemplos el2.2

Para o caso nao compacto o proximo resultado de rigidez assume as hipoéteses do
Teorema de Karp [I§], para contornar a nado compacidade, uma vez que o método para

sua demonstrac¢ao tem o mesmo ponto de partida do caso compacto, veja Lema [2.1]

Teorema 2. Seja (M", g) uma variedade tipo-FEinstein gradiente completa, nao compacta,
nao trivial, de curvatura escalar constante e com «, 8 e p nao nulos. Considere u = en?
e a bola geodésica B(r) centrada em algum ponto fixrado x € M. Além disso, suponha que

pelo menos uma das sequintes condigoes seja satisfeita:

r—00 r

1 o
(1) lim inf—/ | Ric(Vu)||dM = 0.
B(2r)\B(r)

1
(2) lim inf - |Vu||dM = 0 e as curvaturas de Ricci sao limitadas superior-
ree T B2r)\B(r)
mente.



(3) Exziste L > 0 tal que vol (B(r)) < Lr?, parar > 1 ¢ Ric(Vu) € LP (M,dM), onde
Itl=leg>1.

(4) Eziste L > 0 tal que vol (B(r)) < Lr, parar > 1 e |Vu|| — 0 uniformemente para

o infinito em M.

Entao, (M™, g) € uma variedade Einstein com curvatura escalar S nao positiva e u possui

no mdximo um ponto critico. Mais precisamente:
(1) Se S =0, entao A nao possui zeros e (M™, g) é isométrica a um espago Euclidiano.

(1) Se S < 0 e u possui apenas um ponto critico, entao (M", g) € isométrica a um

espaco hiperbolico.

(17i) Se S < 0 e u nao possui ponto critico, entao (M™,g) € isométrica a um produto
deformado R x, F, onde F € uma variedade Finstein completa, e ¢ € uma solugao

positiva da equagao diferencial ¢ + %gp =0emR.

O dltimo caso de rigidez envolve condi¢oes para uma variedade tipo-Einstein nao com-

pacta ser Einstein.

Teorema 3. Seja (M",g) uma variedade tipo-Einstein gradiente homogénea, propria,
nao compacta, nao degenerada e com « e j nao nulos. Se % # apu, entao (M™, g) é uma

variedade Einstein.

E interessante destacar que a nao degenerescéncia é crucial para a demonstracao desse
resultado. Ademais, a hipotese 32 # au torna-se exatamente a nao degenerescéncia em

dimensao trés.



Capitulo 1

Preliminares

Neste trabalho, o par (M™, g) indicara a variedade suave conexa M de dimensao n > 3,
munida com a métrica Riemanniana g (ou (,)). O simbolo X(M) seré usado para designar
o conjunto dos campos vetoriais suaves X : M — TM e C*°(M) para o conjunto das
funcoes suaves f: M — R.

Utilizaremos a convencao de soma de Einstein, na qual indices repetidos em posigoes
invertidas indicara um somatorio (indice no expoente nao significara poténcia). Também
iremos admitir nogoes de variedades suaves e de geometria Riemanniana que podem ser
encontradas em [7], [10] ou [20].

1.1 Tensores
Um (1,r)-tensor em M é uma aplicagao

T:X(M) x - x X(M) — X(M)

J/

)
multilinear sobre o anel C*°(M), isto é, um campo de tensores em M, enquanto que em

um (0, r)-tensor o contradominio é C*°(M). Especificamente,
TV fX A RY, . V) = fT(Ye,. . X, YY)+ WT(Ya, ..., Y, .Y,

para todos X,Y € X(M) e f,h € C®(M).

Exemplo 1.1. O tensor métrico g : X(M) x X(M) — C>®(M) que faz corresponder a
cada ponto p € M e a cada par x,y € T,M, o produto interno de x e y na métrica
Riemanniana de M, isto €, g,(z,y) = <x,y>p, ¢ um (0,2)-tensor e suas componentes no

referencial {0;} sao as fungoes g;; da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas

dado.



Observagao 1.1. Em uma variedade Riemanniana, um campo de vetores X € X(M) pode
ser identificado com um tnico (0,1)-tensor X° : X(M) — C>®(M) (ou equivalentemente

uma 1-forma diferencidvel) dado por
X°(Y) = (X,Y), para todo Y € X(M). (1.1)

E conveniente considerar o isomorfismo musical sharp *: X*(M) — X(M) que associa

cada 1-forma diferencidvel w a um tnico campo w*, dado por
w(Y) = (w*Y), para todo Y € X(M),

ou seja, a inversa da aplicacdo flat *: X(M) — X*(M) que leva cada campo diferenciavel
X no seu dual X dado por (1.1).
Em geral, um (0, r)-tensor 7' pode ser identificado com um (1, — 1)-tensor T através

da métrica como segue

<T(}/17 ce 7K‘—1)7K”> = T(}/la s 7Y;')

Por conveniéncia indicaremos 7" simplesmente por 7. Em particular, o (0, 2)-tensor

métrico g é associado ao (1, 1)-tensor identidade em X(M), o qual denotaremos por 1.

Definigao 1.1. A derivada covariante de um (1,7)-tensor T' é um (1,7 + 1)-tensor VT,

dado por

i

VI(X.Y1,....Y,) =Vx(T(V1,....Y;)) = Y T(Vi,...,VxY;,....Y,). (1.2)

i=1
Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante VxT de T em rela¢io a X
como um tensor de mesma ordem que T dado por

Analogamente a derivada covariante de um (0, r)-tensor 7' ¢ um (0,7 + 1)-tensor VT’
dado pela expressao (1.2]). A defini¢ao da derivada covariante de tensores ¢ naturalmente

motivada pela regra de Leibniz.

Exemplo 1.2. A derivada do tensor métrico é o tensor nulo. De fato, dados X,Y1,Ys €
X(M), temos

Vg(X,Y1,Y3) = Vxg(Y1,Y2) = Vx(9(Y1,Y2)) — 9(VxY1,Y2) — g(Y1, VxY5)
= Vx(g(Y1,Y2)) = Vx(g9(¥1,Y2))



Definigao 1.2. O tensor curvatura de Riemann € o (1,3)-tensor
R:X(M)xX(M)xX(M) — X(M),
dado por
R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vixy Z

Este tensor pode ser interpretado como uma generalizacao da nogao de curvatura em
curvas e superficies diferenciaveis. O aparecimento da derivada de segunda ordem ¢é na-
tural e a disposicao das parcelas sao introduzidas para que R seja de fato um tensor.

Além disso, se considerarmos um sistema de coordenadas em torno de um ponto p € M

e usarmos que [0;, 9;] = 0, obtemos
R(0;,0;)0k = (V,Va, — Vo, V)0,

isto é, a curvatura mede a nao-comutatividade da derivada covariante.

Com a meétrica, podemos definir o (0, 4)-tensor associado ao (1, 3)-tensor curvatura
R:X(M)xX(M)xX(M)xX(M) — C>(M),
dado por
R(X,)Y,ZW)=(R(X,Y)Z,W).

Deste modo, é possivel verificar propriedades de simetria do tensor curvatura. A Pro-
posicdo seguinte mostra isso e sua demonstragdo pode ser vista em Carmo [10].
Proposicao 1.1. O tensor curvatura R satisfaz as sequintes propriedades:

(1) RIX,)Y,ZW)=—-R(Y, X, ZW)=R(Y,X,W,Z);

(1) R(X,Y,Z,W)=R(Z W X,Y);
(1ii) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (Primeira identidade de Bianchi);

(v) (VxR)(Y,Z2)W + (VyR)(Z, X)W + (VzR)(X, Y)W = 0 (Segunda identidade de
Bianchi).

A partir do tensor curvatura podemos definir os seguintes entes geométricos:

Definicao 1.3. Considere p € M. A curvatura seccional de x ey € T,M € definida por

(R(z,y)y, x)

Kp(l‘,y) = |£L’ /\y|2

)



onde |z Ay|? = |z?|y|? = (z,y)?, e desde que x,y gerem um plano = C T,M.

Esta defini¢ao nao depende da escolha dos vetores que geram 7, veja [10]. Desta forma,
podemos denotar K,(x,y) por K,(m), a curvatura seccional em p segundo o plano 7.
Observe que em um referencial {£;} em uma vizinhanca U C M a funcdo K : U — R

é suave. Em particular, se o referencial for ortonormal, entao

Definigao 1.4. Definimos o tra¢o de um (0,2)-tensor T' como sendo o tra¢o do (1,1)-

tensor associado, ou seja, se {E;} € uma base ortonormal, entao

(T) =Y (T(E:),E;) = ZT(Ei, E).

Na base coordenada {0;},
tr(T) = g"T(8;, ;).

Com isso, é possivel definir um produto interno entre (0,2)-tensores 7',.S chamado

produto interno de Hilbert-Schmidt, da seguinte forma:
(T,S) =tr(T*9).
Em uma base ortonormal {F;}, tem-se

tr(T7S) = Y (T"S(E:), Ei) = > (S(E), T(Ey)).

i %

Com esta expressao podemos concluir diretamente as propriedades de produto interno
e que tr(T) = (T, g).

Note que a definigdo do produto interno de Hilbert-Schmidt é equivalente a (T',.S) =
tr(7°S™).

Exemplo 1.3. A parte sem trago de um (0,2)-tensor T em (M™,g) € definida por

T=T-

tr(7T) .

n

(1.3)

o

Deste modo, tr(T) =0 e
: tr(7)?
0<|T) =|T)? - (T)°
n

Definicao 1.5. O tensor de Ricci € definido como sendo o traco do tensor curvatura, isto



é, se {E;} é um referencial ortonormal, entao

Ric(X,Y) =Y (R(E;, X)Y, E)).
Observe que pela Proposigao [1.1], o tensor de Ric ¢ um (0,2)-tensor simétrico. Com
isso, para cada p € M, o Teorema Espectral garante a existéncia dos autovalores {p;(p)},
para uma base ortonormal de autovetores { E;(p)}, do operador Ric, : T,M — T,M dados

por

Ricy (Ex(p)) = pi(p) Ex(p). (14)

Estes autovalores sao denominados curvaturas de Ricci em p e sao suaves como fungoes
pOiS Pi = Ric (El, Ez)
Finalmente, definimos a curvatura escalar S como sendo o trago do tensor de Ricci,
isto é,
S=> Ric(E;,E) =2 K(E;,Ej). (1.5)
i i<j

Observagao 1.2. Seja (M", g) uma variedade Einstein, ou seja, Ric = \g, em que
A € C®(M). Através do trago obtemos que A\ = % Além disso, por (1.3) dizer que
(M™, g) € Einstein significa Ric=0.

Teorema 1.1 (Lema de Schur). Seja (M™, g) uma variedade Einstein, isto é, Ric = g,
onde A\ € C®(M). Sen > 3, entdo A € constante.

Demonstragao. Veja [10]. O

1.2 Operadores diferenciais

Assim como a derivada covariante de campos vetoriais permite estender a nocao de
derivada direcional do espago Euclidiano para variedades Riemannianas, a derivada cova-
riante de tensores estende certos operadores diferenciais tais como gradiente, divergente,
laplaciano, entre outros.

Destacaremos agora alguns desses operadores.

Definicao 1.6. Seja f : M — R uma fungao suave. O gradiente de f € o campo vetorial
suave V f, definido sobre M por

(Vf, X) = df(X) = X(f) = Vx/,

para todo X € X(M).



Escreva Vf = a'E; em termos de um referencial ortonormal {F;} em uma vizinhanga
U C M. Temos que a' = (Vf, E;), e portanto em U,

Vf=> (VI E)E =) Ef(f)E:.
Em geral, se {0;} ¢ o referencial coordenado em U, teremos

V= gi‘jaj(f)ai-

Além disso, segue das propriedades de derivagao que se f,h : M — R sao fungoes

suaves, entdao V(f +h) =Vf+ Vhe V(fh)=hVf+ fVh.
Proposicao 1.2. Se f: M — R e ¢ : R — R sao fungoes suaves, entao
d(¢ o f)=¢'(f)df.

Demonstracao. Pelo carater tensorial da diferencial df, provaremos apenas no referencial

coordenado {0;}. Por definigao,

d(¢o f)(0) = 0i(po f) = ¢'(f)o:(f) = &'(f)df (D).
O

Observagao 1.3. Dizemos que um referencial ortonormal {E;} em um aberto U C M™

¢ geodésico em p € U se (Vg E;)(p) =0, para todos i,5 =1,...,n.

Definigao 1.7. Seja X um campo de vetores suave em M. A divergéncia de X € a func¢ao
suave divX : M — R, definida por

(divX)(p) = tr{v = V. X(p)},

onde v € T, M.

Seja {E;} um referencial ortonormal em uma vizinhanca U C M de p. Escrevendo o
campo X = ZaiEi em U, temos

divX =) (Vp X E) =Y (E(X,E;) - (X,VyE))

= Z (Ei(a;) — (VE,E;, X)).

Em particular, se o referencial {E;} for geodésico em p € U, teremos divX = Z Ei(a;).

7
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Ademais, segue diretamente das propriedades de conexao e da definicao de gradiente que
div(X +Y) =divX +divY e div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Definicao 1.8. Seja f: M — R uma funcao suave. O laplaciano de f € a func¢ao suave
Af: M — R dada por

Af = div(Vf).

Segue pelas propriedades do gradiente e divergente que A(f + h) = Af + Ah, e para

duas funcgoes suaves f,h : M — R, tem-se

A(fh) = div(V(fh)) = div(hV f) + div(fVh)
= hdiv(Vf)+ (Vh, V) + fdiv(Vh) + (V [, Vh)
= hAf + fAR+2(V f,Vh).

Definigao 1.9. Seja f : M — R uma funcao suave. Definimos o hessiano de f como o

(1,1)-tensor dado por
VQf(X) = vafa

para todo X € X(M).

Através do (0, 2)-tensor associado, obtemos

VX, Y) =(VxV[,Y) = X(Vf,Y) = (V[ VxY)
= X(Y(f) = (VxY)(f) = Viy(f)- (1.6)

Além disso, o hessiano é um tensor simétrico. De fato,
Vix (f) = Y(X(/) = (VyX)(f). (1.7)
Subtraindo de concluimos a afirmacao. Ademais, segue da definicao que
Af = tr(V2f). (1.8)
Proposicao 1.3. Sejam f, h fungoes suaves em (M", g). Entao sao vdlidas as afirmagoes:
(1) V3f = Vdf;
(2) Vhdf = hV?f +dh @ df;

(3) V2f(Vf,) =3IV

11



Demonstragao. (1) Segue por definigdo da derivada covariante e do hessiano que, para
todos X,Y € X(M), tem-se

VAf(X,Y) = Vx (df(Y)) — df(VxY)

=X (Y(f) - (VxY)(f)
= V2f(X,Y).

(2) De fato, pelas propriedades de conexao e por (1), para todos X, Y € X(M), obtemos

Vhdf(X,Y) = (Vxhdf) (Y) = h(Vxdf) (Y) + X (h)df (V)
= hWVdf (X,Y) + dh(X)df (Y)
= (W2 f + dh ® df) (X,Y).

(3) Com efeito, por definigao de gradiente e pela compatibilidade da métrica, para todo
X € X(M) temos

AV (X)) =X(IVf]?) =X (9(V[, V)
=29(VxVf,Vf)=2V*f(X,Vf)
=2V2f(Vf, X).

O

Definigao 1.10. Definimos a divergéncia de um (1,r)-tensor T em (M", g) como sendo

o (0,r)-tensor dado por

(divT)(vy, ..., v.)(p) = tr (w — (Vu,T)(v1,...,0.)(p)),
ondepe M e (vy,...,v,) € T,M x--- xT,M.

Para o (1, 1)-tensor 7" considere um referencial ortonormal local { £;}, entéo, para todo
Z € X(M), tem-se

(divT')(2) = Zg (Ve T)(Z), E)
= Zg(VEiT(Z) —T(Vg,2), E)
= div(T(2)) = Y T(VgZ, E).
Portanto,
div(T(2)) = (AivT)(Z) + g(V Z,T™). (1.9)
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Proposicao 1.4. Seja T um (0,2)-tensor simétrico em (M", g). Entao, para cada Z €
X(M) e cada p € C(M),

div(T(pZ)) = (divI')(Z) + p(VZ,T) + T(V, Z).

Demonstragao. Segue das propriedades do divergente, da equagao (1.9) e da simetria de

T que

div(T(¢Z)) = div(T(2)) = ediv(T(Z)) + g(Ve, T(Z))
= (divD)(Z) + o(VZ, T+ T(Vp, Z).

OJ
Proposicao 1.5. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Sao vdlidas as afirmagoes:
(1) div(f1) = df;
(2) divRic = 1dS (Segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes).

Demonstragao. (1) Segue da equagao (|1.9) e das propriedades de divergente de campos

que

div(f1)(X) = div(f1(X)) — g(VX, fI)
= fdivX + g(Vf,X) — fdivX

= df (X).

2) Pelo carater pontual dos tensores, é suficiente provar para um referencial geodésico
g
{E;} em p € M. Para isso, usaremos as notagoes R(E;, E;)E, = R;j; e Vg, = V,;. Sendo

assim, observe que, em p,

dS(Ey) = En(S) = Ek<z Ric(E;, E,)) =" EulRi E) = (ViRju, Ej).

1,J 1,3

Pela antissimetria dos dois primeiros indices do tensor curvatura e pela Segunda Identi-
dade de Bianchi [I.1], obtemos

dS(Ey) = =Y (ViR Ej) = Z(v Rjpi, Ej) + Z (V; Rii, E
,J
- Z (ViRju, Ej) + Z (VjRirj, E;

= 22 (ViRji, Ej), (1.10)
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onde na pentltima parcela usamos que E;(Ry;, Ej) = E;(Ri;, E;) em p e na ultima

parcela trocamos ¢ por j. Por outro lado, ainda no ponto p, temos
(divRic)(Ey) = Z<(V«R¢C)Ek, E) = Z(sz‘c(Ek) E;)

—ZE (Ric(Ey), ZE ikin B

— Z (ViRjui, Ej). (1.11)
De ([1.10)) e (1.11]) segue o resultado. O

1.3 Campos conformes

Um campo de vetores X € X(M) em uma variedade Riemanniana (M", g) é conforme

se existir uma funcao suave ¥ em M tal que

Lxg= 2yg.

A funcao v é chamada fator conforme de X. Diremos que X é um campo de vetores
conforme trivial se 1 for constante.

O carater conforme de um campo ¢ invariante por mudanga conforme da métrica. Isto
significa que se g e g sao métricas conformes, isto ¢, g = pg, para alguma funcao positiva
e C®(M), e X é conforme em relagdo a g, entdo X é conforme em relagdo a g. De fato,

Lxg = Lx(ng) = X(1)g+plxyg
= X (u)g + 2ug
= 2(X () /21 + )7

Portanto g também é conforme em rela¢ao a X com fator conforme ¢ + X (1) /2.
Outras propriedades de campos conformes sao as equagoes encontradas em Obata e

Yano [24]. Se X é conforme em (M™, g), com fator conforme 1), entao

1
§/JXS: —(n—1)A¢ — Sy; (1.12)
LxRic=—(n—2)V¥ = —(n—2)< 2 — —%) (1.13)
Em particular, se a curvatura escalar for constante em , entao
S
A= — 1.14
Yp=——9 (1.14)
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isto é, ¢ é uma autofun¢ao do laplaciano. Na hipotese mais forte de (M™, g) ser Einstein,
entao pelo Lema de Schur a curvatura escalar é constante e a equagao ({1.13]) é reescrita

Como segue

A S

2 - ' = -
VY= n = n(n —1)

Wbg. (1.15)

1.4 Resultados auxiliares

Em seguida, abordaremos alguns resultados que serao utilizados no decorrer do traba-
lho.

Proposicao 1.6. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e f € X(M). Entao,
Evfg = 2V2f.

Demonstracao. De fato, pela propriedade da derivada de Lie para (0,2)-tensores, veja

Petersen [25], temos

(Lorg)(Y,Z2) =V [f(g(Y,2)) = g([Vf, Y], Z) - g(Y,[V[,Z])
=g(VvsY, 2) + g(Y, Vv Z) = g(Vvs;Y = VyV [, Z) = g(Y,VviZ = VzVf)

= 2V2f(Y, Z).
OJ
Proposicao 1.7. Sejam X,Y campos de vetores suaves em (M", g). Entao,
Ric(X,Y) =div(VxY) — (X, V(divY)) — (VX,"VY).
Demonstragao. Veja Gomes [15]. O

Proposicao 1.8. Seja f uma fungao suave em (M",g). Entao,
div(V2f) = dAf + Ric(V f,-).
Demonstragao. Com efeito, pela Proposicao [L1.7],

Ric(X,Vf) = div(Vx V) — (X, V (div(V]))) — (VX *VV[)
= div(V*f(X)) = (dAf)(X) = (VX, VZf).
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Utilizando a equagao (1.9)), obtemos

Ric(X, V) + (dAS)(X) = div(V2/(X)) - (VX, V)
— (divV2f)(X),

para todo X € X(M). O resultado segue pela simetria do tensor de Ricci. 0J

Teorema 1.2 (Teorema da Divergéncia). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta, orientada e X € X(M). Se o bordo OM de M estd munido com a orientagdo € a

métrica induzida por M, e v denota o normal exterior a M ao longo de OM, entao
/ divXdM = (X, v)d(OM).
M oM
Em particular, se OM = ) tem-se
/ divXdM = 0.
M

Demonstracao. Veja Lee [20]. O

Teorema 1.3 (Principio do Maximo de Hopf). Seja (M", g) uma variedade Riemanianna
compacta sem bordo, orientdvel e f uma fungdo suave em M. Se Af >0 (ou Af <0),

entao f € constante.

Demonstracao. De fato, segue por hipdtese e do Teorema da Divergéncia que

0</ Afd]\/[:/ div(V f)dM = 0.
M M

Desta forma, Af = 0 e o resultado segue das Identidades de Green, veja [20]. O
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Capitulo 2

Variedades tipo-Einstein gradiente

O nosso objetivo é estudar algumas propriedades da estrutura tipo-Einstein gradiente.
Os dois primeiros resultados de rigidez serao estudados através de uma fungao auxiliar u.

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana admitindo a estrutura tipo-Einstein gradiente
. Considere a funcao suave u : M — R* dada por u = e%f, onde [ e p sao nao nulos.
Entéo, pela Proposicao [I.2] tem-se du = Ludf, e usando a Proposi¢ao , obtemos

2u = _H _ K 2 _H 2 I
Vu = Vdu ﬁVudf ﬁ(queru@df) 6u<Vf+ﬁdf®df).

Desta forma, podemos escrever
2
—V?u = BVAf + pdf ® df.
I

Substituindo em , concluimos que a estrutura tipo-Einstein gradiente é equivalente a

«

. 6 2 g
Ric+ —V*u = )\g, 2.1
5 o g (2.1)

onde \ = %(pS + A).
O lema a seguir é essencial para o resultado de rigidez no caso compacto e também é

usado no estudo do caso nao compacto.

Lema 2.1. Seja (M"™,g) uma variedade tipo-FEinstein gradiente com [ e p nao nulos.
Entao,
n—2 QL

div(Ric(Vu)) = = <vu,vs>—§uuﬁzcu2,

gf
em que u = ef’.
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Demonstragao. De fato, pela expressao ((1.9)), temos
diV(Roz'c(Vu)) = (divRoic)(Vu) + (V2u, Ric). (2.2)
Usando a Proposigao [I.5] temos que

(divRic)(Vu) = (divRic)(Vu) — (div%g) (Vu)

_ %dS(Vu) - %dS(Vu)
== 2;2<VS, V). (2.3)

Por outro lado, lembrando que (g, Ric) = tr(Ric) = 0 e usando a expressdo (2.1)), obtemos

ST L N o I Y A I

(V*u, Ric) = Bu<)\g /BRZC, ch> =5 u<ch—|— ng,ch>
Qp e 12

= —EUHRZC” . (2.4)

Portanto, substituindo (2.3)) e (2.4) em (2.2)) segue o afirmado. O

2.1 Caso compacto

O primeiro resultado de rigidez é sobre a esfera padrao e sua demonstragao é motivada
do resultado correspondente em variedades m-quasi-Einstein generalizada em Barros e
Gomes [1].

Assumiremos que § e p sejam nao nulos. Entretanto, para a = pu = 0, a estrutura
é abrangida em Obata [23]. Ja o caso o # 0, u = 0 é suficiente usar os resultados de
quase-solitons de Ricci em Barros e Ribeiro [3]. Em ambos a conclusao é que a variedade

é isométrica a uma esfera padrao, desde que a curvatura escalar seja constante.

Teorema 2.1. Seja (M™, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente compacta, nao trivial,
de curvatura escalar constante com [ e p nao nulos. Entao, (M™, g) é isométrica a

uma esfera padrao S"(c). Além disso, a menos de homotetia e uma constante, a fungdao

f:§1n<7'—@),
i n

onde T € (%, —{—oo) e h, € uma funcao altura na esfera unitdria S™.

potencial € dada por

Demonstra¢ao. Analisaremos primeiro o caso em que o # 0. Como a curvatura escalar S
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é constante, pelo Lema [2.1],

ap
iz

Aplicando o Teorema da Divergéncia [[.2] temos

u||RDz'c||2.

diV(Roz'c(Vu)) =

e ap o2
0 :/ div(Ric(Vu))dM = —F/ ul| Ric|| dM.
M M

Como «, i1 # 0 e u é uma fungdo positiva segue que ||R@c|]2 = 0, isto é, (M™,g) ¢ uma

variedade Einstein. Reescrevendo ([2.1]), obtemos

as B —s < 9 RS ap S
—— — =\ == u— —— 2.5
ﬁng—i—/qu g = V-u (Bu ﬁQnu‘q (2.5)
e, pela Proposicao (1.6
~ auS
Lgug = 2¢g, onde P = (% — ﬁ_/;g> u. (2.6)

Desta forma, Vu é um campo vetorial gradiente conforme nao trivial. De fato, tomando
_— . _ A
o trago em ([2.6)) e usando a Proposigao , temos que o fator conforme é dado por ¢ = <*.
Segue do Principio do Maximo de Hopf e da estrutura tipo-Einstein gradiente ser nao
trivial que ¢ nao pode ser constante.
Como por hipotese S é constante, pela equagao (|1.14) referente a campos conformes,

temos

A=y, (2.7)

n—1
e portanto % é um autovalor do laplaciano. Segue que S > 0, pois 1) nao é constante.
Por (M",g) ser Einstein, entdo pela equagao (1.15)) referente a campos conformes,

obtemos que

S

20y — 2
V= n(n —1)

1g.

Agora podemos aplicar o Teorema de Obata [23] para concluir que (M™, g) é isométrica

a esfera padrao S™(c), de curvatura ¢ = / % Fazendo homotetia na métrica podemos

supor S = n(n — 1). Substituindo em ({2.7)) e usando que 1) = %, obtemos

—AAu = nAu. (2.8)

Desta maneira, Au é uma autofuncao associada ao primeiro autovalor da esfera unitéria
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S™. Por Berger [4], segue que Au = h,,, onde v € S™. Assim, podemos reescrever a equagao
(2.8) como segue

—Ah, =nAu = A(E—Fu) =0.
n

Pelo Principio do Méaximo de Hopf concluimos que v = 7 — h—n”, onde 7 é uma

constante positiva. Ademais, como v € unitario segue que h, < 1 e portanto,

h h 1
O<u=7—— = <17 = <.
n n n

Para o caso o = 0, a equagao ({2.1]) é reduzida a

V?u =1)g, onde v = %:\u (2.9)

Novamente pela Proposicao [1.6| segue que Vu é um campo vetorial gradiente conforme

nao trivial, explicitamente, Lv,g = 21 g, onde 1) = %'

Como S é constante, pela equacao ((1.14)) referente a campos conformes Ay = —n—flw.

Desta forma,

n(n —1)

Au=nyp = — 5

A,

e pelo Principio do Maximo de Hopf [1.3] existe uma constante 7 tal que

~ n(n—1) B S S
U= vAT = ¢__n(n—1)u+n(n—1)7'

Usando ([2.9)), obtemos

vwz_n(n—l) n(n —1)

Agora basta proceder como no caso anterior. ([

No Apéndice [A| calculamos o hessiano da funcdo altura h, na esfera unitaria (e no
espago hiperbolico) de duas maneiras. A partir disso pode-se verificar que a fungao altura
¢ uma autofuncao do laplaciano.

Na prova do Teorema identificamos que o Lema [2.1] é a principal féormula para
analisarmos o caso nao compacto. Além disso, a equivaléncia entre as equagoes e

e a definicao da fungao u motiva o estudo dos seguintes exemplos.

Exemplo 2.1. Seja (R™, go) o espaco Euclidiano. Considere a fungio f = gln(u) com 3

e p nimeros reais nao nulos e u = ||z||* + 7, onde T € uma constante positiva. Entao, o
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hessiano de u como (1,1)-tensor é dado matricialmente por

Viu = [0;0;(u)],,., = [0:(2z))], . =21[8;], .. =2I (2.10)

nxn nxn

Deste modo, observando que em (R™, g,) o tensor de Ricci € identicamente nulo, pode-

mos substituir (2.10) no lado esquerdo da equagdo (2.1), obtendo

a

—Ric + EVQU = 2£go.

5 pu pu
Sendo assim, como a curvatura escalar S também € identicamente nula, podemos tomar
A = 22 concluindo que f e X parametrizam (R", g,) com uma estrutura tipo-FEinstein

Jin

gradiente nao trivial.

Exemplo 2.2. Seja (M"(C), go) a esfera padrao S™ para ¢ =1 ou o espago hiperbolico H"
para ¢ = —1. Denote por h, a funcgdo altura com v € R" fivo e unitdrio. Considere as

fungées f = Zn(u), onde u =1 — £h, com 7 € (£,+00) ¢

A=c|—pnn—-1)+an—-1)+

2ir-u),

wooou

onde p,a, 3 e p sao constantes reais com [ e j nao nulos.
Usando que S = cn(n — 1) e como (M"(c),go) ¢ uma variedade Einstein, seque que
Ric =c(n —1)g,. Além disso, V?u = %go (veja Apéndice , e assim,

%Ric—l— ,M%VQU = %c(n —1)go + %%go
= C |:%(TL - 1) + %%hv} 9o
=c {%(n—l)—Fg(T;uq g

Por outro lado,

%(ps—l— A) = % {pcn(n —1)+ec [—pn(n —D+a(n—1)+ %2@} }
:c{%(n—l)nLg@} :

Desta forma, f e A parametrizam (M"(C), go) com uma estrutura tipo-Finstein gradiente

nao trivial.
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2.2 Caso nao compacto

O objetivo dessa secao é, sob algumas condi¢oes geométricas, estabelecer resultados
de rigidez de variedades tipo-Einstein gradiente nao triviais. A ideia provém do Lema
2.1 onde no caso compacto ¢ utilizado o Teorema da Divergéncia para concluir que a

variedade é Einstein. O primeiro passo é provar o seguinte lema.

Lema 2.2. Seja (M", g) uma variedade tipo-Einstein gradiente nao trivial com [ e p nao
nulos. Se (M™,g) é uma variedade Einstein, entiao a fun¢ao suave positiva u = s’ produz

um campo concircular especial em (M™,g). Mais precisamente, u satisfaz a equagdo

Viu = (—Ku+ O)g,

com coeficientes constantes K e C, onde K = D)

Demonstragao. Se (M"™, g) é uma variedade Einstein, pela segunda equagao de (2.5)) tem-

se que

Viu = <H5\u — &§u> g e Au= <%/~\u — &gu) n. (2.11)
n

v <ﬁ5\u — &§u> =V (HS\nu — ESu> + §Vu,

€ assim,

Dividindo esta equagao por (n — 1), obtemos
RS S pa S
V1= ——u———u) =0.
(5 u+n(n—1)u [? nu>
Pela conexidade de M existe uma constante C' tal que

~ S pa S
Ay = ————— —— . 2.12
" n(n—l)u+ﬁ2nu+c (2.12)

™=

Substituindo na primeira identidade de (2.11)) obtemos V?u = (—ﬁu + C’) g e to-

mando K = ﬁ o resultado segue. Note que pelo Lema de Schur S é constante. [J

O segundo passo é o Teorema de Karp, uma extensao geral do Teorema de Stokes para

0 caso nao compacto, e um de seus corolarios.
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Lema 2.3 (Teorema de Karp [18]). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa e
nao compacta. Considere a bola geodésica B(r) de raio r centrada em algum ponto fizado

x € M e um campo vetorial X tal que

1
lim inf -/ 1X[[dM = 0.
r—0o0 T JB(2r)\B(r)

Se divX possui uma integral (ou seja, se (divX)"T ou (divX)™ for integrdvel), entio
fM divXdM = 0. Em particular, se divX nao muda de sinal fora de algum conjunto
compacto, entio [, divXdM = 0.

Corolario 2.1. Seja (M"™, g) uma variedade Riemanniana completa, nao compacta e com
a sequinte propriedade: existe L > 0 e q¢ > 1 tal que vol (B(r)) < Lr?, parar > 1. Se
divX > 0 fora de algum conjunto compacto e ou (a) ¢ > 1 e X € LP (M,dM), onde
1/p+1/g=1o0u (b) g =1 ¢|X| — 0 uniformemente para o infinito em M, entio
il 2 divXdM = 0.

Teorema 2.2. Seja (M",g) uma variedade tipo-Einstein gradiente completa, nao com-
pacta, nao trivial, de curvatura escalar constante e com «, 8 e u nao nulos. Considere
u=-es' ¢ a bola geodésica B(r) centrada em algum ponto firado x € M. Além disso,
suponha que pelo menos uma das sequintes condigoes seja satisfeita:

1 o
(1) lim inf—/ | Ric(Vu)||dM = 0.
B(2r)\B(r)

r—00 r

1
(2) lim inf —/ |Vu||dM = 0 e as curvaturas de Ricci sao limitadas superior-
rree T B2r)\B(r)

mente.

(3) Existe L > 0 tal que vol (B(r)) < Lr4, para r > 1 e Ric(Vu) € LP (M,dM), onde
ltl=leg>1

(4) Existe L > 0 tal que vol (B(r)) < Lr, parar > 1 e ||Vul|| — 0 uniformemente para
o infinito em M.

Entao, (M™,g) € uma variedade Finstein com curvatura escalar S nao positiva e u possui

no mdximo um ponto critico. Mais precisamente:
(1) Se S =0, entao A nao possui zeros e (M™, g) é isométrica a um espago Euclidiano.

(1) Se S < 0 e u possui apenas um ponto critico, entao (M™",g) € isométrica a um

espaco hiperbolico.

(17i) Se S < 0 e u nao possui ponto critico, entao (M™,g) € isométrica a um produto
deformado R x, F, onde F é uma variedade Einstein completa, e ¢ € uma solugao

positiva da equagao diferencial p + %gp =0 em R.
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Demonstra¢ao. Em vista do Lema [2.T]e das condigoes do Teorema de Karp[2.3] o teorema
serd provado sob a hipdtese mais fraca de S constante para (Vu,VS) < 0 em M, se
ap >0, ou (Vu,VS) > 0 em M, se ap < 0. Em todo caso, div(Roic(Vu)) no Lema

nao muda de sinal em M.

Item (1): Se (1) vale, entao pelo Lema [2.1] e usando o Teorema de Karp obtemos

0= / div (Ric(Vu))dM

) o
:/M”2 <w,vs>dM—/M;—’;u||Rz’c||2dM. (2.13)

n

Pela hipotese mais fraca de div(Roic(Vu)) nao mudar de sinal em M, segue que ambas
as parcelas de (2.13) sdo nulas. Em particular, Ric = 0, isto é, M é uma variedade
Einstein e pelo Lema de Schur S é constante. Ademais, como M também é completa

e nao compacta, segue do Teorema de Bonnet-Myers que S < 0 (ver Bonnet [5] e Myers
[22]).
Item (2): Suponha que (2) seja valido. Entéo existe uma constante K > 0 tal que p; <

%, parai = 1...n, onde p; sdo as curvaturas de Ricci. Seja {E1, ..., E,} um referencial

ortonormal e note que, por ([1.4)), tem-se

n

| Ric||> = (Ric(E;), Ric(E Z p? <

=1

Assim,
y - 2 ) 2 2 2 S 2 2
|Rie(Va)|? < || Ricl [ Vull? = (ann ——) IVl < K[ Vul?.

Portanto, o Item (2) implica o Item (1).

Itens (3) e (4): Ambos os Itens (3) e (4) implicam o Item (1). Isto segue diretamente do
Corolario [2.1] do Teorema de Karp.

Agora, como consequéncia do Lema [2.2] u satisfaz

Viu = (—ﬁu + C) g, (2.14)

onde C' é uma constante dada em ([2.12)). Desta forma, podemos aplicar o Teorema 2 em
Tashiro [27] para deduzir que (M™, g) é como em (i) — (ii7).

(a) Caso S = 0: Aqui a prova depende da nulidade ou nao da fungao A. De ([2.12)) obtemos
que C' = %)\u. Assim, se C' = 0, entao A = 0. Reciprocamente, se existe z € M tal que

A(z) =0, entdo C =0e A =0. E, se A nao possui zeros, teremos C # 0.
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Item (i): Suponha por absurdo que exista x € M tal que A(z) = 0. Entao C' = 0,
A = 0 e consequentemente V2u = 0 e Ric = 0 por . Desta forma, Au = 0 e isto
é uma contradicao, pois nao seria possivel encontrar uma funcao harmoénica positiva nao
constante v em uma variedade com tensor de Ricci nulo, veja Yau [28]. Assim, segue que
C # 0 e V?u = Cg. Portanto, (M™, g) é isométrica a um espaco Euclidiano. Como u por
construgao é positivo, podemos tomar, por exemplo, u(z) = ||z||* + 7, com 7 > 0. Neste

caso, a estrutura tipo-Einstein gradiente em (M", g) é dada no Exemplo [2.1}

(b) Caso S < 0: A prova depende nesse caso do nimero de pontos criticos do campo
escalar concircular u (que é no maximo um, veja [27]).

Item (i7): Se u possui apenas um ponto critico, entdo (M™, g) é isométrica a um espago
hiperbolico. Uma solugao positiva nao trivial de (2.14)) em H" foi apresentada no Exemplo

2.2

Item (i7i): Se u ndo possui pontos criticos, entdao (M™, g) é isométrica a um produto
deformado Einstein R X, F, onde F ¢ uma variedade Einstein completa e ¢ ¢ uma solugao
positiva da equagao diferencial ¢ + kp = 0 em R, com k = ﬁ, veja Masahiko [21].

O

Exemplo 2.3. Seja I um intervalo aberto da reta contendo a origem de forma que ¢ :
I — R*, dada por

olt) = \/‘i_k senh(v/—kt) + w/‘LQ_*]; ! cosh(v=Tt),

seja uma fungao positiva, onde a > 0,1 > 0 e k < 0 sao constantes. Note que esta fun¢ao
¢ solugio da equacio diferencial & + k€ = 0. De fato,

¢(t) = acosh(v/—kt) + Va2 + | senh(v/—kt)

@(t) = av/—k senh(vV—kt) + vV—kVa2 + [ cosh(v/—kt),

portanto ¢ + ko = 0. Além disso, observe que

p(t) = ¢(0)

1
v—k senh(v/—kt) + ¢(0) cosh(v/—kt).
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Seja agora (F"~ 1, gr) uma variedade Einstein completa com tensor de Ricci dado por

Ricy, = —(n — 2) (—(0)* — k(0)?) g

-]

= —(n—2)lgp.

Entao, pelo Lema 2.1 em Pigola et al. [26] podemos construir um produto deformado

Einstein M™ =1 x,F munido com a métrica
g =dt* + o(t)’gs

e tensor de Ricci dado por Ric = (n — 1)kg. Além disso, u(t,p) = ¢(t) € uma fungao
positiva satisfazendo a equagio diferencial Vu + kug = 0 em (M",g). Escrevendo u =
e%%m(@) entao pelo lado esquerdo da expressao (2.1)), obtemos

a . I6] o kp Q@ ks

—Ric+ ~—V?u=—(n—1Dkg— —g= (—(n - Dk——)g.

5 pu B I p I

Por outro lado,

1

B(pS +AN)g = (lpn(n — 1Dk + é) g.

s s

Desta forma, tomando A = —pn(n — 1)k + a(n — 1)k — % concluimos que f = %ln(u) e
A parametrizam (M™, g) com uma estrutura tipo-Einstein gradiente nao trivial, para cada

a, B, e p, onde B e p sao nao nulos.

Agora, iremos estudar algumas condigoes para uma variedade tipo-Einstein gradiente
nao compacta (com 3 # 0) ser uma variedade Einstein. Entretanto, algumas restri¢oes
sobre os parametros « e p precisam ser estabelecidas. A primeira, que parece ser mais
natural, é consideré-los nao nulos. Neste caso, como feito em , a equacao é

equivalente a
Ric + hV?u = (g, (2.15)

onde u = e%f, h = S—Z% el = é(pS + A). Agora, podemos aplicar a abordagem de
variedades m-quasi-Einstein generalizada.
No que segue, assumiremos que u, h e ¢ sao fungoes suaves arbitrarias satisfazendo a

equagao (2.15) na variedade Riemanniana (M", g). Entao, usando as Proposigoes
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e[I.8], temos

%dS = divRic = div(lg — hV?u) = div({g) — div(hV?u)
= dl — hdivV?u — V*u (Vh,-)
= dl — hRic(Vu,-) — hdAu — V>u(Vh, ).

(2.16)

Note que d(hAu) = hdAu + Audh. Tomando o trago em ([2.15]), por (1.5 e (1.8) tem-se

que hAu = nf — S. Substituindo em ([2.16)), obtemos
1
§dS = dl — hRic(Vu,-) — ndl + dS + Audh — V*u(Vh, )
o que implica
1
(n—1)dl = §dS — hRic(Vu,-) + Audh — V*u(Vh, ).
Por outro lado, segue da equagao (2.15)) e da Proposigao que
hRic(Vu,-) = Chdu — h*V*u(Vu, )
h2
= (hdu — 3d|Vu\2.
Substituindo (2.18)) em ([2.17]), obtemos
1 h? 5 5
(n—1)dl = §dS — Chdu + Ed|Vu| + Audh — Vu(Vh,-).

52

Em particular, para h = £, onde ¢ = =, temos
u ap

dh = —%du e cAu= (nl — S)u.
u

Substituindo ([2.20)) em (2.19)) e usando novamente a Proposicao , obtemos

1 c c? , CcAu C s
1 c nl — S

2
_ Lo _ ¢ “ 2 _
= S — ~ldu+ 5 d|Vul

2 U

Assim,

2 2
(n = 1)ude = *2dS — cutdu — (nt - S)udu + (C ; C) d|Vul?.
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Aplicando a derivada exterior, obtemos
ul
di(n—1Duw?]Adl = d (?) AdS — d(cul) A du — d[(nl — S)u] A du

2
+d (C 2“) A d|Vul?.

O que implica
2(n — Dudu A dl = udu AN dS — cudl A\ du — nudl A du + udS A du.
Desta forma,
2(n — udu A\ dl = —cudl A\ du — nudl A du.
Dividindo esta equagao por u e substituindo o valor ¢ = 2—;, obtemos

2
2(n — 1)du A dl = g—udﬁ A du —ndl A du.

Portanto,

(82 — (n — 2)au]du A dl = 0.

(2.21)

Notavelmente, é necessario considerar a condicao de nao degenerescéncia 32 — (n —

2)au # 0 para obter uma boa relagdo entre u e . O seguinte lema mostra isto e d& mais

um sentido a questao da degenerescéncia.

Lema 2.4. Seja (M", g) uma variedade tipo-Einstein gradiente ndo trivial, nao degene-

rada e com « e pu nao nulos. Entao, VI = )N u para alguma fungao ¢ € C°(M), onde

(=21(pS+ ) cu=en

Demonstragao. De fato, como «, u # 0, segue da ndo degenerescéncia e da equagao ([2.21])
que du A d¢ = 0. Portanto, existe ¢ € C*°(M) tal que d¢ = du, isto é, V{ = ¢Vu. O

Em termos de (1, 1)-tensor, a equagao (2.17) pode ser escrita como
1
hRic(Vu) = VS = (n = VI + AuVh — V2u(Vh).
Substituindo as equagoes de (2.20)) e (2.15) em (2.22)), obtemos
c . 1 c C 9
ERZC(V’IL) = §VS —(n—1)V{— ﬁAuVU + EV u(Vu)
nl — S 1

Vu+

u u

1 1
= §VS —(n—-1)V{— Vu — ERic(Vu).
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Multiplicando esta equagao por u, temos

cRic(Vu) = gVS —(n—1)uVLl — (nl — S)Vu+ (Vu — Ric(Vu).

Finalmente, substituindo ¢ = g—; e reagrupando, obtemos
B2+ au . u
a—ﬂch(Vu) = §VS —(n—1)uVLl—[(n—1)¢{—5)] Vu. (2.23)

Como aplicagao da equagao e do Lema deduziremos o proximo teorema. A
configuragdo mais apropriada é considerar a classe de variedades tipo-Einstein (M™, g)
proprias, as quais sao nao triviais. Os Exemplos e sao variedades Einstein ad-
mitindo uma estrutura tipo-Einstein gradiente prépria, enquanto que o Exemplo é
uma variedade Einstein admitindo uma estrutura tipo-Einstein gradiente, nao trivial e

nao propria.

Teorema 2.3. Seja (M", g) uma variedade tipo-Einstein gradiente homogénea, propria,
nio compacta, nao degenerada e com « e j naio nulos. Se 3% # au, entio (M™, g) é uma

variedade Einstein.

Demonstracao. Provaremos o teorema sob a condi¢ao mais fraca de homogeneidade para

curvaturas de Ricci constantes e consequentemente curvatura escalar constante, veja
Calvifio-Louzao et al. [9]. Pelo Lema 2.4 existe ¢ € C*(M) tal que V¢ = ¢Vu.
Assim, podemos escrever a equagao (2.23) como

2
bt an a'uRic(

” Vu) =—[(n—1up + (n — 1){ — S| Vu. (2.24)

Por hipotese, 3% # apu, segue que Vu é um autovetor do tensor de Ricci e podemos

escrever ([2.24) como segue
Ric(Vu) = kVu,

onde k = =z~ [(n — 1)utp + (n — 1)¢ — S] é constante, pois as curvaturas de Ricci sdo

constantes. Temos também que

Ric(Vu) = Rie(Vu) — %Vu = (k - %) V.

Denotando k = k — %, aplicando o divergente e usando o Lema , obtemos

FAu = div (ﬁ%c(vu)) - —%uup&'cu%
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Deste modo, pela segunda equacdo de (2.20]), temos

_ —Qh QL o
kAu = kﬁ(nﬁ —S)u = —FUHRZCHQ.

Assim,

k(nt — S) = —||Ric|?.

Afirmamos que k& = 0. De fato, suponha que k # 0, como (M™, g) possui curvaturas
de Ricci constantes segue que || Ric||> ¢ constante e, deste modo A também o seria, uma

contradicdo. Assim, k£ = 0 implica Ric = 0 donde concluimos a demonstracao. 0
Finalizaremos o capitulo com uma observacao sobre a rigidez deste tltimo resultado.

Observagao 2.1. Uma variedade Riemanniana (M", g) que satisfaz as hipdteses do Teo-
rema € Einstein, o que nos permite usar o Lema e aplicar o Teorema 2 em [27]
para deduzir, novamente, que (M",g) é como em (i) — (iii) do Teorema[2.4
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Apéndice A
O hessiano da funcao altura em S" e H"

Seja (M™(c), g) a esfera padrao S™ para ¢ = 1 ou o espago hiperboélico H" para ¢ = —1

com suas respectivas métricas canonicas. Nesta notagao, podemos escrever

M"(c) = {y EN" o) (yy)e =Y Ui +cyp = C} ,
=1

em que, para c = 1 temos S" isometricamente imersa no espaco Euclidiano R"1 = N"T1(1)
e, para ¢ = —1 temos H" isometricamente imerso no espaco de Lorentz L™ = N1 (—1).

Dado um vetor unitario fixado v € N"™!(¢), a fungao altura em M"(c) é definida por

h’l}(y) = <U7y>C‘
A seguir calcularemos o hessiano da func¢ao altura de duas formas distintas. Primeira-
mente através da projegao estereografica e, posteriormente, usaremos a teoria de imersoes
isométricas (ver [10], [I5] ou [25]).

A.1 Calculo via projecao estereografica

Para o célculo do hessiano usando a projecao estereogréfica, primeiro note que

hv(y) = <Uay>c
=o'y 4V Y+ 0" Y

1 n+1
=vY+ v Ypg-

ondel=1,...,n.

31



Desta forma, em coordenadas,

(V?hy)ij = 9 (Vo,Vhy, 0))
9 (Va,V (Vg + " ynia) , 0))
vlg (Vo, Vi, 0;) + v g (Vo Vynit, 0;)

=" (V?0)ij + "™ (V2 Yns1)ij, (A1)

onde {0;} é o referencial coordenado em um sistema de coordenadas de M"(c) dado. Por-
tanto, para calcular o hessiano de h, basta calcular o hessiano de y,, paraa =1,...,n+1.

Considere o sistema de coordenadas em M"(c) através da inversa da projecao estereo-
grafica x : U. — M"(c¢) dada por

2u lul> — ¢
riu) = \(ri\u P ,xn u - 9 )
() = @100, = (120
onde U, é o espago Euclidiano R™ para ¢ = 1, ou a bola aberta unitaria centrada na
origem B;(0) C R™ para ¢ = —1.

Desta forma, o hessiano de z, em coordenadas é expresso por

(VQ-Ta)ij = az'ajlfa - F?jakxaa (A-Q)
onde a =1,...,n+1 e 0y significara = Jur daqui em diante, onde k =1,...,n.
Definindo )\C = W podemos escrever z(u) = (A.u,c(1—A.)). Como |u| =L, uf,
segue que
o) 2 2 A2
¢ = — 5 - 2cu; = —CAuy.
S W duP T ’
Com isso, denotando por ey, ..., e,.1 a base canonica de R"™!, segue que
n+1

r=(21,...,Tpp1) = Zxaea,
a=1

entao, como

Gij = <827 6j>ca

devemos calcular 0;z, parai=1,...,n.
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n
Oix = E Oixie; + OiTpy1€n41

=1

= Z 0i(Aewp)e; + @(0(1 - )\c))en-i-l

=1

= GZAC u; + )\caiul e+ >\2Ui€n 1
Z (( ) ) c +

=1

= Z(—c)\guiul + Aebit)er + N2uien 1. (A.3)

=1

E assim, obtemos

9ij = <3i$, 5j57€>c

= Z()‘C(Sil — eA2uw) (Nedjn — eX2ujuy) + Xt
=1

n
2 3 3 4 2 4
= E (/\652'15]1 — cA w0 — eALuw g + Ajuu, ) + e v
=1

O que implica

Gij = A26i; — 2eX3uguy + Nuguglu)® + eXiugu;
= A26ij + uw Al (=2¢ + AcJul® + )
= A28 + uiu; A2 (—2¢ + 2¢)
=\

ij-

Deste modo,  : U. — M"(c) é um sistema de coordenadas conforme a métrica canonica
Euclidiana. Observe que no caso da esfera padrao S™ essa é uma parametrizacao para
S™\{en+1}. Para cobrir S” podemos adicionar uma parametriza¢ao similar a essa para
S"™\{—en+1}, por exemplo.

Agora podemos calcular as parcelas do hessiano de z, em (A.2). Note que, por ,

{3sz = Adji — c)\zujul, para [ =1,...,n.

2
ijnH = )\CU]'.

Com isso, paral=1,...,n,
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&-@wl = 81 (/\céjl — C)\ngul)
= 81'(/\6)(%[ — 6(2)\081'()\(3)111]'11/1 + Ag(@zuj)ul + )\zuﬁzul)
= —c)\guiéﬂ + 2)\i’uiujul - c)\gul@j - c)\zujdﬂ

= 20,00 — CAZi0j1 — CAZ 0y — CA 1045, (A.4)
Para o outro caso,

0i0jxnp1 = 0i(Nowy)
= 20.0;(\e)u; + N20;u;
= —2cN\}uiu; + 26
= —2cAzx; + )\Z(Sij. (A.5)

Além disso, os simbolos de Christoffel sao dados por

1

It = §g’“l (091 + 0;9u — D19ij)
1

= A0 (Di(N2050) + 0;(No) — (X))

C

1
= §>\225M (0:(A)dj0 + 0;(A2)diu — u(N2)di5)
J -

=g (0:(AD)0jk 4 05(A2)di, — On(A2)0i5)

=1 (0;(Ae)0jic + 0j(Ae) i — Ok(Ae)biz)
= —C ()\Cuiéjk + )\ch(Sik — )\Cukéij)

= —c(xiéjk + xjdik — xk.éw)

Entao, paral=1,...,n, temos
n

5 0km) = Z —c(2051 + 0 — 21055) (Al — capy)
k=1
n

2
= —c(/\cxiéjkékl — Cxixkxl(;jk + Acxj(;ikékl — C{L’j{L’kZL’l(Sik - )\cxk(;ij(;kl + cxix) (51])
k=1

n
2
= —CcA\Zi0j1 + 2,72 — A0y + T X T + CAT1055 — X105 E Ty
k=1

2
= 20,2,x; — CAxi0j1 — CAx 0y + A 1055 — 11045(c — ¢ q).
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Por conseguinte, usando ({A.4)),

(V21))i; = 0:0;71 — Ffjf)kml
= 22,22 — CATi0j; — CAT 05 — CA10;;
— 22,22 + A0 + CAx 05 — CAxy0i5 + X045 (c — ca:iﬂ)
= —2cAx10;5 + cxy0;;(1 — :L‘Z_H)
= —2cA\210;5 + 6 (1 — (1 — \.)?)
= —2cA\ 2105 + cxi0;5 (2. — 22)
= A0 (—2+2 — ;)
= —cxl)\géij

= —C1Gij-

E paran+1,

n

Ffjak:cn+1 = Z —c(l’i(sjk + xjéik — xk5ij)>\c$k
k=1

= —CA\TiTj — CAT;Tj + CA:Ojj i xi
k=1

= —2cA\2;x; + cAe0i;(c — cxiﬂ)

= —2cA.xixj + Al (1 —(1- )\6)2)

= —2cAxxj — /\352-]- + 2)\35@';

que usando (|A.5|) resulta

(V2T41)ij = 0:0jTn11 — Ffj@kxnﬂ
= —26)\Cl’il'j + )\zdw + 20)\cxixj + )\25” — 2)\3(5”
= =205 + A0y
= —02(1 — )\c>/\3513

= —CTn4+1Yij-
Por (A.6) e (A.7) concluimos que o hessiano de h, em (A.1]) é dado por

(V2h,)i; = v (V22)) i + ™ (V2a,01)i5
= —cv'mgij — V"M w0t

+1

= —c(v'a + ™ Tnt1)Gij

= _Ch’ugzj
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isto é, V2h, = —ch,g.

A.2 Calculo via imersao

Alternativamente, para o calculo do hessiano usando a imersdo, considere V e V as
conexoes de M"(c) e N"1(c), respectivamente. Seja o a segunda forma fundamental de
M"™(c) e Ay o operador de Weingarten associado a a, em que N é um campo de vetores
normais em M"(c), isto é, (N, N). = c.

Assim, para X,Y € X (M"(c)) vale

VxY = VxY 4+ a(X,Y)
=VxY +c{a(X,Y),N).N
= VxY + c(AyX,Y).N. (A.8)

Note que podemos considerar N(z) = ¥, em que ¥ € N"1(¢) é o vetor posigao em
x € M"(c). Além disso, como Ay = —dN, segue que Ay = —I. Substituindo em (A.8§)),

temos
VxY = VxY —¢(X,Y).7. (A.9)
Para cada X € X (M"(c)), temos
(Vhe, X)e = X (h) = X (v, 8)c = (v, X(2))c = (v, X).,

donde Vh, =v".

Escrevendo v = v" + ¢(v, ). e usando (A.9)), obtemos

V2hy(X) = VxVh,

= —ch,(z)X.

Portanto, V?h, = —ch,I.
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