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Resumo

Esta dissertação tem como fundamento o estudo detalhado dos resultados de rigidez
obtidos no preprint intitulado “A note on gradient Einstein-type manifolds” devido a José
N. V. Gomes [arXiv:1710.10549, preprint 2017]. Mais precisamente, foi provado que uma
variedade tipo-Einstein gradiente compacta com curvatura escalar constante é isométrica
a uma esfera padrão com função potencial dada explicitamente. No caso não compacto, foi
assumido as hipóteses do Teorema de Karp e de curvatura escalar constante para deduzir
que uma variedade tipo-Einstein gradiente é isométrica a um espaço Euclidiano, um espaço
hiperbólico ou um produto deformado Einstein. Finalmente, sob certas condições dos
parâmetros, foi mostrado que uma variedade tipo-Einstein gradiente homogênea, não
compacta e não degenerada é Einstein.

Palavras-chave: Rigidez, Variedades tipo-Einstein, Curvatura escalar constante, Varie-
dades Einstein.



Abstract

This dissertation is based on the detailed study of rigidity results obtained in the
preprint entitled “A note on gradient Einstein-type manifolds” due to José N. V. Gomes
[arXiv:1710.10549, preprint 2017]. More precisely, it has been proved that a compact
gradient Einstein-type manifold with constant scalar curvature is isometric to a standard
sphere with potential function explicitly given. In noncompact case, was assumed the
hypotheses of Karp’s Theorem and constant scalar curvature to deduce that a gradient
Einstein-type manifold is isometric to a Euclidean space, a hyperbolic space or a Einstein
warped product. Finally, under certain conditions of the parameters, it has been shown
that a homogeneous, noncompact and nondegenerate gradient Einstein-type manifold is
Einstein.

Palavras-chave: Rigidity, Einstein-type manifolds, Constant scalar curvature, Einstein
manifolds.
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Introdução

Atualmente tem havido um crescente interesse em variedades suaves cuja métrica Rie-
manniana satisfaz certas equações tensoriais, podendo envolver o tensor de Ricci, campos
vetoriais globais, a curvatura escalar, entre outros entes geométricos. Tais equações se-
rão referidas como equações de estrutura e surgem naturalmente em diferentes contextos
como veremos mais adiante.

A equação de estrutura de uma variedade Einstein (Mn, g) é dada por Ric = λg, para
alguma função suave λ em M , em que Ric denota o tensor de Ricci na métrica Einstein
g. Tal métrica surge como ponto crítico do funcional Einstein-Hilbert, para detalhes
veja Besse [6]. Ao longo dos anos foram feitas generalizações desta equação precursora.
Recentemente, Catino et al. [12] introduziram o conceito de variedade tipo-Einstein a qual
abrange várias dessas estruturas, de forma a unificar problemas de classificações estudados
na literatura.

Uma variedade Riemanniana conexa (Mn, g), com n > 3, é uma variedade tipo-Einstein
ou admite uma estrutura tipo-Einstein se existem X ∈ X(M) e λ ∈ C∞(M) tais que

αRic+
β

2
LXg + µX[ ⊗X[ = (ρS + λ)g, (1)

para alguns parâmetros α, β, µ, ρ ∈ R, com (α, β, µ) 6= (0, 0, 0). Quando X for identica-
mente nulo ou λ for não constante diremos que a estrutura é trivial ou própria, respec-
tivamente. Note que a nomenclatura própria no contexto de variedades tipo-Einstein é
distinta do conceito de função própria.

Um caso especial ocorre quando X = ∇f , para alguma função suave f : M → R.
Neste caso, a equação (1) é reescrita como segue

αRic+ β∇2f + µdf ⊗ df = (ρS + λ)g, (2)

e diremos que a variedade tipo-Einstein é gradiente. A função f é denominada função
potencial e o termo trivial refere-se ao fato de f ser constante.

Observe que, escolhendo adequadamente os parâmetros e a função λ em (1), obtemos
os seguintes casos particulares: variedades Einstein, sólitons de Ricci, sólitons ρ-Einstein,
quase-sólitons de Ricci, quase-sólitons de Yamabe e variedades m-quasi-Einstein genera-
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lizada. Cada uma delas têm sua importância particular. Por exemplo, os sólitons de
Ricci correspondem às soluções auto-similares do fluxo de Ricci e são fundamentais para
a compreensão das singularidades do mesmo, veja Hamilton [16]. Os sólitons ρ-Einstein
correspondem às soluções auto-similares do fluxo de Ricci-Bourguignon [8], veja Catino e
Mazzieri [13]. Os quase-sólitons de Ricci são generalizações dos sólitons ρ-Einstein, apesar
de terem sido introduzidos como generalizações dos sólitons de Ricci, veja Pigola et al.
[26]. Os sólitons de Yamabe correspondem às soluções auto-similares do fluxo de Yamabe,
fluxo este introduzido por Hamilton [17].

Em outro cenário temos a noção de variedadesm-quasi-Einstein generalizada, definidas
a partir das variedadesm-quasi-Einstein gradiente. Esta última foi originada do estudo de
variedades que são produtos deformados Einstein, veja [6]. Foi mostrado que um produto
deformado é Einstein se, e somente se, a fibra é Einstein e a base satisfaz a equação de
uma variedade m-quasi Einstein gradiente. Os resultados de rigidez de variedades tipo-
Einstein gradiente compactas e não compactas em Gomes [14] foram motivados do estudo
de variedades m-quasi-Einstein generalizada, veja Barros e Gomes [1] e de quase-sólitons
de Ricci homogêneos, veja Calviño-Louzao et al. [9]. Em Barros e Gomes [2] foi realizado
um estudo de variedades m-quasi-Einstein generalizada compactas (não necessariamente
gradiente) através da decomposição de Hodge-de Rham, no qual concluiu-se que toda
variedade m-quasi-Einstein compacta Einstein é trivial.

Em suma, os sólitons de Ricci, sólitons ρ-Einstein e os sólitons de Yamabe são carac-
terizados como soluções auto-similares do fluxo de Ricci, fluxo de Ricci-Bourguignon e do
fluxo de Yamabe, respectivamente. Enquanto que uma variedade m-quasi-Einstein gra-
diente é caracterizada como base de um produto deformado Einstein. Algumas restrições
para a construção de produtos deformados Einstein podem ser encontradas em Case et
al. [11] e em Kim e Kim [19].

Destacaremos agora alguns detalhes e propriedades que seguem das definições dadas
anteriormente.

Primeiramente, na definição de variedade tipo-Einstein observe que o termo ρS po-
deria ser agregado à função λ. Entretanto, o referido termo está destacado para incluir
explicitamente o caso de sólitons ρ-Einstein.

No caso em que a variedade tipo-Einstein gradiente é trivial, segue diretamente da
definição que tal variedade é Einstein (α 6= 0) e a estrutura gradiente é não própria. Isto
mostra que toda variedade tipo-Einstein gradiente própria é não trivial.

Por outro lado, suponha que a variedade (Mn, g) é Einstein, então por (2), obtemos

β∇2f + µdf ⊗ df =

(
ρS + λ− S

n
α

)
g.

Desta forma, escolhendo convenientemente os parâmetros, obtemos um quase-sóliton
de Yamabe no qual f é não necessariamente constante, isto é, não garantimos que a
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estrutura gradiente é trivial.
Dizemos que uma variedade tipo-Einstein gradiente (com β 6= 0) é não degenerada se

β2 6= (n−2)αµ, e degenerada se β2 = (n−2)αµ. A justificativa desta terminologia é dada
através da equivalência entre variedades tipo-Einstein gradiente degenerada e variedades
conformemente Einstein, veja [12]. Esta condição é essencial para a determinação de
variedades tipo-Einstein gradiente que são Einstein em [14].

Em [12], o caso β = 0 foi tratado separadamente e foi dada uma precisa descrição da
métrica para o caso α = 0. Foi provado ainda que uma variedade tipo-Einstein gradiente
completa, não compacta, não trivial e não degenerada pode ser localmente caracterizada
quando o tensor de Bach é nulo e a função potencial é própria. A proposta em [14] é
analisar casos não estudados em [12].

No primeiro capítulo faremos uma exposição sobre alguns conceitos fundamentais utili-
zados nos principais resultados do trabalho, os quais serão abordados no segundo capítulo.

O primeiro resultado de rigidez é para variedades compactas com curvatura escalar
constante.

Teorema 1. Seja (Mn, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente compacta, não trivial,
de curvatura escalar constante com β e µ não nulos. Então, (Mn, g) é isométrica a
uma esfera padrão Sn(c). Além disso, a menos de homotetia e uma constante, a função
potencial é dada por

f =
β

µ
ln

(
τ − hv

n

)
,

onde τ ∈
(

1
n
,+∞

)
e hv é uma função altura definida na esfera unitária Sn.

A função potencial destacada neste teorema motiva a obtenção de estruturas tipo-
Einstein gradiente. Exemplificaremos para esses casos as variedades Rn,Hn e Sn, embora
as duas primeiras sejam não compactas, veja Exemplos 2.1 e 2.2.

Para o caso não compacto o próximo resultado de rigidez assume as hipóteses do
Teorema de Karp [18], para contornar a não compacidade, uma vez que o método para
sua demonstração tem o mesmo ponto de partida do caso compacto, veja Lema 2.1.

Teorema 2. Seja (Mn, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente completa, não compacta,
não trivial, de curvatura escalar constante e com α, β e µ não nulos. Considere u = e

µ
β
f

e a bola geodésica B(r) centrada em algum ponto fixado x ∈M . Além disso, suponha que
pelo menos uma das seguintes condições seja satisfeita:

(1) lim
r→∞

inf
1

r

∫
B(2r)\B(r)

‖R̊ic(∇u)‖dM = 0.

(2) lim
r→∞

inf
1

r

∫
B(2r)\B(r)

‖∇u‖dM = 0 e as curvaturas de Ricci são limitadas superior-

mente.

3



(3) Existe L > 0 tal que vol (B(r)) 6 Lrq, para r > 1 e R̊ic(∇u) ∈ Lp (M,dM), onde
1
p

+ 1
q

= 1 e q > 1.

(4) Existe L > 0 tal que vol (B(r)) 6 Lr, para r > 1 e ‖∇u‖ → 0 uniformemente para
o infinito em M .

Então, (Mn, g) é uma variedade Einstein com curvatura escalar S não positiva e u possui
no máximo um ponto crítico. Mais precisamente:

(i) Se S = 0, então λ não possui zeros e (Mn, g) é isométrica a um espaço Euclidiano.

(ii) Se S < 0 e u possui apenas um ponto crítico, então (Mn, g) é isométrica a um
espaço hiperbólico.

(iii) Se S < 0 e u não possui ponto crítico, então (Mn, g) é isométrica a um produto
deformado R×ϕ F, onde F é uma variedade Einstein completa, e ϕ é uma solução
positiva da equação diferencial ϕ̈+ S

n(n−1)
ϕ = 0 em R.

O último caso de rigidez envolve condições para uma variedade tipo-Einstein não com-
pacta ser Einstein.

Teorema 3. Seja (Mn, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente homogênea, própria,
não compacta, não degenerada e com α e µ não nulos. Se β2 6= αµ, então (Mn, g) é uma
variedade Einstein.

É interessante destacar que a não degenerescência é crucial para a demonstração desse
resultado. Ademais, a hipótese β2 6= αµ torna-se exatamente a não degenerescência em
dimensão três.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste trabalho, o par (Mn, g) indicará a variedade suave conexaM de dimensão n > 3,
munida com a métrica Riemanniana g (ou 〈, 〉). O símbolo X(M) será usado para designar
o conjunto dos campos vetoriais suaves X : M → TM e C∞(M) para o conjunto das
funções suaves f : M → R.

Utilizaremos a convenção de soma de Einstein, na qual índices repetidos em posições
invertidas indicará um somatório (índice no expoente não significará potência). Também
iremos admitir noções de variedades suaves e de geometria Riemanniana que podem ser
encontradas em [7], [10] ou [20].

1.1 Tensores

Um (1, r)-tensor em M é uma aplicação

T : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
(r)

−→ X(M)

multilinear sobre o anel C∞(M), isto é, um campo de tensores em M , enquanto que em
um (0, r)-tensor o contradomínio é C∞(M). Especificamente,

T (Y1, . . . , fX + hY, . . . , Yr) = fT (Y1, . . . , X, . . . , Yr) + hT (Y1, . . . , Y, . . . , Yr),

para todos X, Y ∈ X(M) e f, h ∈ C∞(M).

Exemplo 1.1. O tensor métrico g : X(M) × X(M) → C∞(M) que faz corresponder a
cada ponto p ∈ M e a cada par x, y ∈ TpM , o produto interno de x e y na métrica
Riemanniana de M , isto é, gp(x, y) = 〈x, y〉p, é um (0, 2)-tensor e suas componentes no
referencial {∂i} são as funções gij da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
dado.
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Observação 1.1. Em uma variedade Riemanniana, um campo de vetores X ∈ X(M) pode
ser identificado com um único (0, 1)-tensor X[ : X(M) → C∞(M) (ou equivalentemente
uma 1-forma diferenciável) dado por

X[(Y ) = 〈X, Y 〉, para todo Y ∈ X(M). (1.1)

É conveniente considerar o isomorfismo musical sharp ] : X∗(M)→ X(M) que associa
cada 1-forma diferenciável ω a um único campo ω], dado por

ω(Y ) = 〈ω], Y 〉, para todo Y ∈ X(M),

ou seja, a inversa da aplicação flat [ : X(M)→ X∗(M) que leva cada campo diferenciável
X no seu dual X[ dado por (1.1).

Em geral, um (0, r)-tensor T pode ser identificado com um (1, r − 1)-tensor T̃ através
da métrica como segue

〈T̃ (Y1, . . . , Yr−1), Yr〉 = T (Y1, . . . , Yr).

Por conveniência indicaremos T̃ simplesmente por T . Em particular, o (0, 2)-tensor
métrico g é associado ao (1, 1)-tensor identidade em X(M), o qual denotaremos por I.

Definição 1.1. A derivada covariante de um (1, r)-tensor T é um (1, r + 1)-tensor ∇T ,
dado por

∇T (X, Y1, . . . , Yr) = ∇X

(
T (Y1, . . . , Yr)

)
−

r∑
i=1

T (Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr). (1.2)

Para cada X ∈ X(M), define-se a derivada covariante ∇XT de T em relação a X

como um tensor de mesma ordem que T dado por

∇XT (Y1, . . . Yr) = ∇T (X, Y1, . . . , Yr).

Analogamente a derivada covariante de um (0, r)-tensor T é um (0, r + 1)-tensor ∇T
dado pela expressão (1.2). A definição da derivada covariante de tensores é naturalmente
motivada pela regra de Leibniz.

Exemplo 1.2. A derivada do tensor métrico é o tensor nulo. De fato, dados X, Y1, Y2 ∈
X(M), temos

∇g(X, Y1, Y2) = ∇Xg(Y1, Y2) = ∇X(g(Y1, Y2))− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2)

= ∇X(g(Y1, Y2))−∇X(g(Y1, Y2))

= 0.
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Definição 1.2. O tensor curvatura de Riemann é o (1, 3)-tensor

R : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M),

dado por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Este tensor pode ser interpretado como uma generalização da noção de curvatura em
curvas e superfícies diferenciáveis. O aparecimento da derivada de segunda ordem é na-
tural e a disposição das parcelas são introduzidas para que R seja de fato um tensor.

Além disso, se considerarmos um sistema de coordenadas em torno de um ponto p ∈M
e usarmos que [∂i, ∂j] = 0, obtemos

R(∂i, ∂j)∂k = (∇∂i∇∂j −∇∂j∇∂i)∂k,

isto é, a curvatura mede a não-comutatividade da derivada covariante.
Com a métrica, podemos definir o (0, 4)-tensor associado ao (1, 3)-tensor curvatura

R : X(M)× X(M)× X(M)× X(M) −→ C∞(M),

dado por

R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉.

Deste modo, é possível verificar propriedades de simetria do tensor curvatura. A Pro-
posição seguinte mostra isso e sua demonstração pode ser vista em Carmo [10].

Proposição 1.1. O tensor curvatura R satisfaz as seguintes propriedades:

(i) R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ) = R(Y,X,W,Z);

(ii) R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y );

(iii) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (Primeira identidade de Bianchi);

(iv) (∇XR)(Y, Z)W + (∇YR)(Z,X)W + (∇ZR)(X, Y )W = 0 (Segunda identidade de
Bianchi).

A partir do tensor curvatura podemos definir os seguintes entes geométricos:

Definição 1.3. Considere p ∈M . A curvatura seccional de x e y ∈ TpM é definida por

Kp(x, y) =
〈R(x, y)y, x〉
|x ∧ y|2

,
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onde |x ∧ y|2 = |x|2|y|2 − 〈x, y〉2, e desde que x, y gerem um plano π ⊂ TpM .

Esta definição não depende da escolha dos vetores que geram π, veja [10]. Desta forma,
podemos denotar Kp(x, y) por Kp(π), a curvatura seccional em p segundo o plano π.

Observe que em um referencial {Ei} em uma vizinhança U ⊂M a função K : U → R
é suave. Em particular, se o referencial for ortonormal, então

K(Ei, Ej) = 〈R(Ei, Ej)Ej, Ei〉, para i 6= j.

Definição 1.4. Definimos o traço de um (0, 2)-tensor T como sendo o traço do (1, 1)-
tensor associado, ou seja, se {Ei} é uma base ortonormal, então

tr(T ) =
∑
i

〈T (Ei), Ei〉 =
∑
i

T (Ei, Ei).

Na base coordenada {∂i},

tr(T ) = gijT (∂i, ∂j).

Com isso, é possível definir um produto interno entre (0, 2)-tensores T, S chamado
produto interno de Hilbert-Schmidt, da seguinte forma:

〈T, S〉 = tr(T ∗S).

Em uma base ortonormal {Ei}, tem-se

tr(T ∗S) =
∑
i

〈T ∗S(Ei), Ei〉 =
∑
i

〈S(Ei), T (Ei)〉.

Com esta expressão podemos concluir diretamente as propriedades de produto interno
e que tr(T ) = 〈T, g〉.

Note que a definição do produto interno de Hilbert-Schmidt é equivalente a 〈T, S〉 =

tr(TS∗).

Exemplo 1.3. A parte sem traço de um (0, 2)-tensor T em (Mn, g) é definida por

T̊ = T − tr(T )

n
g. (1.3)

Deste modo, tr(T̊ ) = 0 e

0 6 |T̊ |2 = |T |2 − tr(T )2

n
.

Definição 1.5. O tensor de Ricci é definido como sendo o traço do tensor curvatura, isto
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é, se {Ei} é um referencial ortonormal, então

Ric(X, Y ) =
∑
i

〈R(Ei, X)Y,Ei〉.

Observe que pela Proposição 1.1, o tensor de Ric é um (0, 2)-tensor simétrico. Com
isso, para cada p ∈M , o Teorema Espectral garante a existência dos autovalores {ρi(p)},
para uma base ortonormal de autovetores {Ei(p)}, do operador Ricp : TpM → TpM dados
por

Ricp (Ei(p)) = ρi(p)Ei(p). (1.4)

Estes autovalores são denominados curvaturas de Ricci em p e são suaves como funções
pois ρi = Ric (Ei, Ei).

Finalmente, definimos a curvatura escalar S como sendo o traço do tensor de Ricci,
isto é,

S =
∑
i

Ric(Ei, Ei) = 2
∑
i<j

K(Ei, Ej). (1.5)

Observação 1.2. Seja (Mn, g) uma variedade Einstein, ou seja, Ric = λg, em que
λ ∈ C∞(M). Através do traço obtemos que λ = S

n
. Além disso, por (1.3) dizer que

(Mn, g) é Einstein significa R̊ic ≡ 0.

Teorema 1.1 (Lema de Schur). Seja (Mn, g) uma variedade Einstein, isto é, Ric = λg,
onde λ ∈ C∞(M). Se n > 3, então λ é constante.

Demonstração. Veja [10]. �

1.2 Operadores diferenciais

Assim como a derivada covariante de campos vetoriais permite estender a noção de
derivada direcional do espaço Euclidiano para variedades Riemannianas, a derivada cova-
riante de tensores estende certos operadores diferenciais tais como gradiente, divergente,
laplaciano, entre outros.

Destacaremos agora alguns desses operadores.

Definição 1.6. Seja f : M → R uma função suave. O gradiente de f é o campo vetorial
suave ∇f , definido sobre M por

〈∇f,X〉 = df(X) = X(f) = ∇Xf,

para todo X ∈ X(M).
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Escreva ∇f = aiEi em termos de um referencial ortonormal {Ei} em uma vizinhança
U ⊂M . Temos que ai = 〈∇f, Ei〉, e portanto em U ,

∇f =
∑
i

〈∇f, Ei〉Ei =
∑
i

Ei(f)Ei.

Em geral, se {∂i} é o referencial coordenado em U , teremos

∇f = gij∂j(f)∂i.

Além disso, segue das propriedades de derivação que se f, h : M → R são funções
suaves, então ∇(f + h) = ∇f +∇h e ∇(fh) = h∇f + f∇h.

Proposição 1.2. Se f : M → R e φ : R→ R são funções suaves, então

d(φ ◦ f) = φ′(f)df.

Demonstração. Pelo caráter tensorial da diferencial df , provaremos apenas no referencial
coordenado {∂i}. Por definição,

d(φ ◦ f)(∂i) = ∂i(φ ◦ f) = φ′(f)∂i(f) = φ′(f)df(∂i).

�

Observação 1.3. Dizemos que um referencial ortonormal {Ei} em um aberto U ⊂ Mn

é geodésico em p ∈ U se (∇EiEj)(p) = 0, para todos i, j = 1, . . . , n.

Definição 1.7. Seja X um campo de vetores suave emM . A divergência de X é a função
suave divX : M → R, definida por

(divX)(p) = tr{v 7→ ∇vX(p)},

onde v ∈ TpM .

Seja {Ei} um referencial ortonormal em uma vizinhança U ⊂ M de p. Escrevendo o
campo X =

∑
i

aiEi em U , temos

divX =
∑
i

〈∇EiX,Ei〉 =
∑
i

(
Ei〈X,Ei〉 − 〈X,∇EiEi〉

)
=
∑
i

(
Ei(ai)− 〈∇EiEi, X〉

)
.

Em particular, se o referencial {Ei} for geodésico em p ∈ U , teremos divX =
∑
i

Ei(ai).

10



Ademais, segue diretamente das propriedades de conexão e da definição de gradiente que

div(X + Y ) = divX + divY e div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉.

Definição 1.8. Seja f : M → R uma função suave. O laplaciano de f é a função suave
∆f : M → R dada por

∆f = div(∇f).

Segue pelas propriedades do gradiente e divergente que ∆(f + h) = ∆f + ∆h, e para
duas funções suaves f, h : M → R, tem-se

∆(fh) = div(∇(fh)) = div(h∇f) + div(f∇h)

= h div(∇f) + 〈∇h,∇f〉+ f div(∇h) + 〈∇f,∇h〉
= h∆f + f∆h+ 2〈∇f,∇h〉.

Definição 1.9. Seja f : M → R uma função suave. Definimos o hessiano de f como o
(1, 1)-tensor dado por

∇2f(X) = ∇X∇f,

para todo X ∈ X(M).

Através do (0, 2)-tensor associado, obtemos

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 = X〈∇f, Y 〉 − 〈∇f,∇XY 〉
= X(Y (f))− (∇XY )(f) = ∇2

X,Y (f). (1.6)

Além disso, o hessiano é um tensor simétrico. De fato,

∇2
Y,X(f) = Y (X(f))− (∇YX)(f). (1.7)

Subtraindo (1.6) de (1.7) concluímos a afirmação. Ademais, segue da definição que

∆f = tr(∇2f). (1.8)

Proposição 1.3. Sejam f, h funções suaves em (Mn, g). Então são válidas as afirmações:

(1) ∇2f = ∇df ;

(2) ∇hdf = h∇2f + dh⊗ df ;

(3) ∇2f(∇f, ·) = 1
2
d|∇f |2.

11



Demonstração. (1) Segue por definição da derivada covariante e do hessiano que, para
todos X, Y ∈ X(M), tem-se

∇df(X, Y ) = ∇X

(
df(Y )

)
− df(∇XY )

= X
(
Y (f)

)
−
(
∇XY

)
(f)

= ∇2f(X, Y ).

(2) De fato, pelas propriedades de conexão e por (1), para todos X, Y ∈ X(M), obtemos

∇hdf(X, Y ) = (∇Xhdf) (Y ) = h (∇Xdf) (Y ) +X(h)df(Y )

= h∇df(X, Y ) + dh(X)df(Y )

=
(
h∇2f + dh⊗ df

)
(X, Y ).

(3) Com efeito, por definição de gradiente e pela compatibilidade da métrica, para todo
X ∈ X(M) temos

d|∇f |2(X) = X(|∇f |2) = X (g(∇f,∇f))

= 2g(∇X∇f,∇f) = 2∇2f(X,∇f)

= 2∇2f(∇f,X).

�

Definição 1.10. Definimos a divergência de um (1, r)-tensor T em (Mn, g) como sendo
o (0, r)-tensor dado por

(divT )(v1, . . . , vr)(p) = tr (w 7→ (∇wT )(v1, . . . , vr)(p)) ,

onde p ∈M e (v1, . . . , vr) ∈ TpM × · · · × TpM .

Para o (1, 1)-tensor T considere um referencial ortonormal local {Ei}, então, para todo
Z ∈ X(M), tem-se

(divT )(Z) =
∑
i

g ((∇EiT )(Z), Ei)

=
∑
i

g (∇EiT (Z)− T (∇EiZ), Ei)

= div(T (Z))−
∑
i

T (∇EiZ,Ei).

Portanto,

div(T (Z)) = (divT )(Z) + g(∇Z, T ∗). (1.9)
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Proposição 1.4. Seja T um (0, 2)-tensor simétrico em (Mn, g). Então, para cada Z ∈
X(M) e cada ϕ ∈ C∞(M),

div(T (ϕZ)) = ϕ(divT )(Z) + ϕ〈∇Z, T 〉+ T (∇ϕ,Z).

Demonstração. Segue das propriedades do divergente, da equação (1.9) e da simetria de
T que

div(T (ϕZ)) = div(ϕT (Z)) = ϕdiv(T (Z)) + g(∇ϕ, T (Z))

= ϕ(divT )(Z) + ϕ〈∇Z, T 〉+ T (∇ϕ,Z).

�

Proposição 1.5. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. São válidas as afirmações:

(1) div(fI) = df ;

(2) divRic = 1
2
dS (Segunda identidade de Bianchi contraída duas vezes).

Demonstração. (1) Segue da equação (1.9) e das propriedades de divergente de campos
que

div(fI)(X) = div(fI(X))− g(∇X, fI)

= fdivX + g(∇f,X)− fdivX

= df(X).

(2) Pelo caráter pontual dos tensores, é suficiente provar para um referencial geodésico
{Ei} em p ∈M . Para isso, usaremos as notações R(Ei, Ej)Ek = Rijk e ∇Ei = ∇i. Sendo
assim, observe que, em p,

dS(Ek) = Ek(S) = Ek

(∑
i

Ric(Ei, Ei)
)

=
∑
i,j

Ek〈Rjii, Ej〉 =
∑
i,j

〈∇kRjii, Ej〉.

Pela antissimetria dos dois primeiros índices do tensor curvatura e pela Segunda Identi-
dade de Bianchi 1.1, obtemos

dS(Ek) = −
∑
i,j

〈∇kRiji, Ej〉 =
∑
i,j

〈∇iRjki, Ej〉+
∑
i,j

〈∇jRkii, Ej〉

=
∑
i,j

〈∇iRjki, Ej〉+
∑
i,j

〈∇jRikj, Ei〉

= 2
∑
i,j

〈∇iRjki, Ej〉, (1.10)
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onde na penúltima parcela usamos que Ej〈Rkii, Ej〉 = Ej〈Rikj, Ei〉 em p e na última
parcela trocamos i por j. Por outro lado, ainda no ponto p, temos

(divRic)(Ek) =
∑
i

〈(∇iRic)Ek, Ei〉 =
∑
i

〈∇iRic(Ek), Ei〉

=
∑
i

Ei〈Ric(Ek), Ei〉 =
∑
i,j

Ei〈Rjki, Ej〉

=
∑
i,j

〈∇iRjki, Ej〉. (1.11)

De (1.10) e (1.11) segue o resultado. �

1.3 Campos conformes

Um campo de vetores X ∈ X(M) em uma variedade Riemanniana (Mn, g) é conforme
se existir uma função suave ψ em M tal que

LXg = 2ψg.

A função ψ é chamada fator conforme de X. Diremos que X é um campo de vetores
conforme trivial se ψ for constante.

O caráter conforme de um campo é invariante por mudança conforme da métrica. Isto
significa que se g e g são métricas conformes, isto é, g = µg, para alguma função positiva
µ ∈ C∞(M), e X é conforme em relação à g, então X é conforme em relação à g. De fato,

LXg = LX(µg) = X(µ)g + µLXg
= X(µ)g + 2µψg

= 2
(
X(µ)/2µ+ ψ

)
g.

Portanto g também é conforme em relação à X com fator conforme ψ +X(µ)/2µ.
Outras propriedades de campos conformes são as equações encontradas em Obata e

Yano [24]. Se X é conforme em (Mn, g), com fator conforme ψ, então
1

2
LXS = −(n− 1)∆ψ − Sψ;

LXR̊ic = −(n− 2)∇̊2ψ = −(n− 2)

(
∇2ψ − ∆ψ

n
g

)
.

(1.12)

(1.13)

Em particular, se a curvatura escalar for constante em (1.12), então

−∆ψ =
S

n− 1
ψ, (1.14)
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isto é, ψ é uma autofunção do laplaciano. Na hipótese mais forte de (Mn, g) ser Einstein,
então pelo Lema de Schur 1.1, a curvatura escalar é constante e a equação (1.13) é reescrita
como segue

∇2ψ =
∆ψ

n
g = − S

n(n− 1)
ψg. (1.15)

1.4 Resultados auxiliares

Em seguida, abordaremos alguns resultados que serão utilizados no decorrer do traba-
lho.

Proposição 1.6. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana e f ∈ X(M). Então,

L∇fg = 2∇2f.

Demonstração. De fato, pela propriedade da derivada de Lie para (0, 2)-tensores, veja
Petersen [25], temos

(L∇fg)(Y, Z) = ∇f(g(Y, Z))− g([∇f, Y ], Z)− g(Y, [∇f, Z])

= g(∇∇fY, Z) + g(Y,∇∇fZ)− g(∇∇fY −∇Y∇f, Z)− g(Y,∇∇fZ −∇Z∇f)

= g(∇Y∇f, Z) + g(∇Z∇f, Y )

= 2∇2f(Y, Z).

�

Proposição 1.7. Sejam X, Y campos de vetores suaves em (Mn, g). Então,

Ric(X, Y ) = div(∇XY )− 〈X,∇(divY )〉 − 〈∇X,∗∇Y 〉.

Demonstração. Veja Gomes [15]. �

Proposição 1.8. Seja f uma função suave em (Mn, g). Então,

div(∇2f) = d∆f +Ric(∇f, ·).

Demonstração. Com efeito, pela Proposição 1.7,

Ric(X,∇f) = div(∇X∇f)− 〈X,∇ (div(∇f))〉 − 〈∇X,∗∇∇f〉
= div(∇2f(X))− (d∆f)(X)− 〈∇X,∇2f〉.
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Utilizando a equação (1.9), obtemos

Ric(X,∇f) + (d∆f)(X) = div(∇2f(X))− 〈∇X,∇2f〉
= (div∇2f)(X),

para todo X ∈ X(M). O resultado segue pela simetria do tensor de Ricci. �

Teorema 1.2 (Teorema da Divergência). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta, orientada e X ∈ X(M). Se o bordo ∂M de M está munido com a orientação e a
métrica induzida por M, e ν denota o normal exterior a M ao longo de ∂M , então∫

M

divXdM =

∫
∂M

〈X, ν〉d(∂M).

Em particular, se ∂M = ∅ tem-se ∫
M

divXdM = 0.

Demonstração. Veja Lee [20]. �

Teorema 1.3 (Princípio do Máximo de Hopf). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanianna
compacta sem bordo, orientável e f uma função suave em M . Se ∆f > 0 (ou ∆f 6 0),
então f é constante.

Demonstração. De fato, segue por hipótese e do Teorema da Divergência 1.2 que

0 6
∫
M

∆fdM =

∫
M

div(∇f)dM = 0.

Desta forma, ∆f = 0 e o resultado segue das Identidades de Green, veja [20]. �
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Capítulo 2

Variedades tipo-Einstein gradiente

O nosso objetivo é estudar algumas propriedades da estrutura tipo-Einstein gradiente.
Os dois primeiros resultados de rigidez serão estudados através de uma função auxiliar u.

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana admitindo a estrutura tipo-Einstein gradiente
(2). Considere a função suave u : M → R+ dada por u = e

µ
β
f , onde β e µ são não nulos.

Então, pela Proposição 1.2 tem-se du = µ
β
udf , e usando a Proposição 1.3, obtemos

∇2u = ∇du =
µ

β
∇udf =

µ

β

(
u∇2f + du⊗ df

)
=
µ

β
u

(
∇2f +

µ

β
df ⊗ df

)
.

Desta forma, podemos escrever

β2

µu
∇2u = β∇2f + µdf ⊗ df.

Substituindo em (2), concluímos que a estrutura tipo-Einstein gradiente é equivalente a

α

β
Ric+

β

µu
∇2u = λ̃g, (2.1)

onde λ̃ = 1
β
(ρS + λ).

O lema a seguir é essencial para o resultado de rigidez no caso compacto e também é
usado no estudo do caso não compacto.

Lema 2.1. Seja (Mn, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente com β e µ não nulos.
Então,

div
(
R̊ic(∇u)

)
=
n− 2

2n
〈∇u,∇S〉 − αµ

β2
u‖R̊ic‖

2
,

em que u = e
µ
β
f .
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Demonstração. De fato, pela expressão (1.9), temos

div
(
R̊ic(∇u)

)
=
(
divR̊ic

)
(∇u) + 〈∇2u, R̊ic〉. (2.2)

Usando a Proposição 1.5, temos que

(
divR̊ic

)
(∇u) =

(
divRic

)
(∇u)−

(
div

S

n
g
)
(∇u)

=
1

2
dS(∇u)− 1

n
dS(∇u)

=
n− 2

2n
〈∇S,∇u〉. (2.3)

Por outro lado, lembrando que 〈g, R̊ic〉 = tr(R̊ic) = 0 e usando a expressão (2.1), obtemos

〈∇2u, R̊ic〉 =
µ

β
u
〈
λ̃g − α

β
Ric, R̊ic

〉
= −αµ

β2
u
〈
R̊ic+

S

n
g, R̊ic

〉
= −αµ

β2
u‖R̊ic‖

2
. (2.4)

Portanto, substituindo (2.3) e (2.4) em (2.2) segue o afirmado. �

2.1 Caso compacto

O primeiro resultado de rigidez é sobre a esfera padrão e sua demonstração é motivada
do resultado correspondente em variedades m-quasi-Einstein generalizada em Barros e
Gomes [1].

Assumiremos que β e µ sejam não nulos. Entretanto, para α = µ = 0, a estrutura
é abrangida em Obata [23]. Já o caso α 6= 0, µ = 0 é suficiente usar os resultados de
quase-sólitons de Ricci em Barros e Ribeiro [3]. Em ambos a conclusão é que a variedade
é isométrica a uma esfera padrão, desde que a curvatura escalar seja constante.

Teorema 2.1. Seja (Mn, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente compacta, não trivial,
de curvatura escalar constante com β e µ não nulos. Então, (Mn, g) é isométrica a
uma esfera padrão Sn(c). Além disso, a menos de homotetia e uma constante, a função
potencial é dada por

f =
β

µ
ln

(
τ − hv

n

)
,

onde τ ∈
(

1
n
,+∞

)
e hv é uma função altura na esfera unitária Sn.

Demonstração. Analisaremos primeiro o caso em que α 6= 0. Como a curvatura escalar S
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é constante, pelo Lema 2.1,

div
(
R̊ic(∇u)

)
= −αµ

β2
u‖R̊ic‖

2
.

Aplicando o Teorema da Divergência 1.2, temos

0 =

∫
M

div
(
R̊ic(∇u)

)
dM = −αµ

β2

∫
M

u‖R̊ic‖
2
dM.

Como α, µ 6= 0 e u é uma função positiva segue que ‖R̊ic‖
2

= 0, isto é, (Mn, g) é uma
variedade Einstein. Reescrevendo (2.1), obtemos

α

β

S

n
g +

β

µu
∇2u = λ̃g ⇒ ∇2u =

(
µ

β
λ̃u− αµ

β2

S

n
u

)
g (2.5)

e, pela Proposição 1.6,

L∇ug = 2ψg, onde ψ =

(
µ

β
λ̃− αµ

β2

S

n

)
u. (2.6)

Desta forma, ∇u é um campo vetorial gradiente conforme não trivial. De fato, tomando
o traço em (2.6) e usando a Proposição 1.6, temos que o fator conforme é dado por ψ = ∆u

n
.

Segue do Princípio do Máximo de Hopf 1.3 e da estrutura tipo-Einstein gradiente ser não
trivial que ψ não pode ser constante.

Como por hipótese S é constante, pela equação (1.14) referente a campos conformes,
temos

−∆ψ =
S

n− 1
ψ, (2.7)

e portanto S
n−1

é um autovalor do laplaciano. Segue que S > 0, pois ψ não é constante.
Por (Mn, g) ser Einstein, então pela equação (1.15) referente a campos conformes,

obtemos que

∇2ψ = − S

n(n− 1)
ψg.

Agora podemos aplicar o Teorema de Obata [23] para concluir que (Mn, g) é isométrica

à esfera padrão Sn(c), de curvatura c =
√

n(n−1)
S

. Fazendo homotetia na métrica podemos
supor S = n(n− 1). Substituindo em (2.7) e usando que ψ = ∆u

n
, obtemos

−∆∆u = n∆u. (2.8)

Desta maneira, ∆u é uma autofunção associada ao primeiro autovalor da esfera unitária
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Sn. Por Berger [4], segue que ∆u = hv, onde v ∈ Sn. Assim, podemos reescrever a equação
(2.8) como segue

−∆hv = n∆u ⇒ ∆

(
hv
n

+ u

)
= 0.

Pelo Princípio do Máximo de Hopf 1.3 concluímos que u = τ − hv
n
, onde τ é uma

constante positiva. Ademais, como v é unitário segue que hv 6 1 e portanto,

0 < u = τ − hv
n

⇒ hv
n
< τ ⇒ 1

n
< τ.

Para o caso α = 0, a equação (2.1) é reduzida a

∇2u = ψg, onde ψ =
µ

β
λ̃u. (2.9)

Novamente pela Proposição 1.6 segue que ∇u é um campo vetorial gradiente conforme
não trivial, explicitamente, L∇ug = 2ψg, onde ψ = ∆u

n
.

Como S é constante, pela equação (1.14) referente a campos conformes ∆ψ = − S
n−1

ψ.
Desta forma,

∆u = nψ = −n(n− 1)

S
∆ψ,

e pelo Princípio do Máximo de Hopf 1.3 existe uma constante τ tal que

u = −n(n− 1)

S
ψ + τ ⇒ ψ = − S

n(n− 1)
u+

S

n(n− 1)
τ.

Usando (2.9), obtemos

∇2ψ = − S

n(n− 1)
∇2u = − S

n(n− 1)
ψg.

Agora basta proceder como no caso anterior. �

No Apêndice A calculamos o hessiano da função altura hv na esfera unitária (e no
espaço hiperbólico) de duas maneiras. A partir disso pode-se verificar que a função altura
é uma autofunção do laplaciano.

Na prova do Teorema 2.1 identificamos que o Lema 2.1 é a principal fórmula para
analisarmos o caso não compacto. Além disso, a equivalência entre as equações (2) e (2.1)
e a definição da função u motiva o estudo dos seguintes exemplos.

Exemplo 2.1. Seja (Rn, g◦) o espaço Euclidiano. Considere a função f = β
µ

ln(u) com β

e µ números reais não nulos e u = ‖x‖2 + τ , onde τ é uma constante positiva. Então, o
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hessiano de u como (1, 1)-tensor é dado matricialmente por

∇2u = [∂i∂j(u)]n×n = [∂i(2xj)]n×n = 2 [δij]n×n = 2I. (2.10)

Deste modo, observando que em (Rn, g◦) o tensor de Ricci é identicamente nulo, pode-
mos substituir (2.10) no lado esquerdo da equação (2.1), obtendo

α

β
Ric+

β

µu
∇2u = 2

β

µu
g◦.

Sendo assim, como a curvatura escalar S também é identicamente nula, podemos tomar
λ = 2 β

2

µu
concluindo que f e λ parametrizam (Rn, g◦) com uma estrutura tipo-Einstein

gradiente não trivial.

Exemplo 2.2. Seja
(
Mn(c), g◦

)
a esfera padrão Sn para c = 1 ou o espaço hiperbólico Hn

para c = −1. Denote por hv a função altura com v ∈ Rn+1 fixo e unitário. Considere as
funções f = β

µ
ln(u), onde u = τ − c

n
hv com τ ∈

(
c
n
,+∞

)
e

λ = c

[
−ρn(n− 1) + α(n− 1) +

β2

µ

(τ − u)

u

]
,

onde ρ, α, β e µ são constantes reais com β e µ não nulos.
Usando que S = cn(n − 1) e como

(
Mn(c), g◦

)
é uma variedade Einstein, segue que

Ric = c(n− 1)g◦. Além disso, ∇2u = hv
n
g◦ (veja Apêndice A), e assim,

α

β
Ric+

β

µu
∇2u =

α

β
c(n− 1)g◦ +

β

µu

hv
n
g◦

= c

[
α

β
(n− 1) +

β

µu

c

n
hv

]
g◦

= c

[
α

β
(n− 1) +

β

µ

(τ − u)

u

]
g◦.

Por outro lado,

1

β
(ρS + λ) =

1

β

{
ρcn(n− 1) + c

[
−ρn(n− 1) + α(n− 1) +

β2

µ

(τ − u)

u

]}
= c

[
α

β
(n− 1) +

β

µ

(τ − u)

u

]
.

Desta forma, f e λ parametrizam
(
Mn(c), g◦

)
com uma estrutura tipo-Einstein gradiente

não trivial.
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2.2 Caso não compacto

O objetivo dessa seção é, sob algumas condições geométricas, estabelecer resultados
de rigidez de variedades tipo-Einstein gradiente não triviais. A ideia provém do Lema
2.1, onde no caso compacto é utilizado o Teorema da Divergência para concluir que a
variedade é Einstein. O primeiro passo é provar o seguinte lema.

Lema 2.2. Seja (Mn, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente não trivial com β e µ não
nulos. Se (Mn, g) é uma variedade Einstein, então a função suave positiva u = e

µ
β
f produz

um campo concircular especial em (Mn, g). Mais precisamente, u satisfaz a equação

∇2u = (−Ku+ C)g,

com coeficientes constantes K e C, onde K = S
n(n−1)

.

Demonstração. Se (Mn, g) é uma variedade Einstein, pela segunda equação de (2.5) tem-
se que

∇2u =

(
µ

β
λ̃u− µα

β2

S

n
u

)
g e ∆u =

(
µ

β
λ̃u− µα

β2

S

n
u

)
n. (2.11)

Segue da Proposição 1.5 que div(∇2u) = ∇
(
µ
β
λ̃u− µα

β2
S
n
u
)
. Logo, pela Proposição 1.8,

∇
(
µ

β
λ̃u− µα

β2

S

n
u

)
= ∇

(
µ

β
λ̃nu− µα

β2
Su

)
+
S

n
∇u,

e assim,

∇
(
µ

β
λ̃(n− 1)u+

S

n
u− µα

β2

(n− 1)

n
Su

)
= 0.

Dividindo esta equação por (n− 1), obtemos

∇
(
µ

β
λ̃u+

S

n(n− 1)
u− µα

β2

S

n
u

)
= 0.

Pela conexidade de M existe uma constante C tal que

µ

β
λ̃u = − S

n(n− 1)
u+

µα

β2

S

n
u+ C. (2.12)

Substituindo na primeira identidade de (2.11) obtemos ∇2u =
(
− S
n(n−1)

u+ C
)
g e to-

mando K = S
n(n−1)

o resultado segue. Note que pelo Lema de Schur 1.1 S é constante. �

O segundo passo é o Teorema de Karp, uma extensão geral do Teorema de Stokes para
o caso não compacto, e um de seus corolários.
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Lema 2.3 (Teorema de Karp [18]). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa e
não compacta. Considere a bola geodésica B(r) de raio r centrada em algum ponto fixado
x ∈M e um campo vetorial X tal que

lim
r→∞

inf
1

r

∫
B(2r)\B(r)

‖X‖dM = 0.

Se divX possui uma integral (ou seja, se (divX)+ ou (divX)− for integrável), então∫
M

divXdM = 0. Em particular, se divX não muda de sinal fora de algum conjunto
compacto, então

∫
M

divXdM = 0.

Corolário 2.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa, não compacta e com
a seguinte propriedade: existe L > 0 e q > 1 tal que vol (B(r)) 6 Lrq, para r > 1. Se
divX > 0 fora de algum conjunto compacto e ou (a) q > 1 e X ∈ Lp (M,dM), onde
1/p + 1/q = 1 ou (b) q = 1 e ‖X‖ → 0 uniformemente para o infinito em M , então∫
M

divXdM = 0.

Teorema 2.2. Seja (Mn, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente completa, não com-
pacta, não trivial, de curvatura escalar constante e com α, β e µ não nulos. Considere
u = e

µ
β
f e a bola geodésica B(r) centrada em algum ponto fixado x ∈ M . Além disso,

suponha que pelo menos uma das seguintes condições seja satisfeita:

(1) lim
r→∞

inf
1

r

∫
B(2r)\B(r)

‖R̊ic(∇u)‖dM = 0.

(2) lim
r→∞

inf
1

r

∫
B(2r)\B(r)

‖∇u‖dM = 0 e as curvaturas de Ricci são limitadas superior-

mente.

(3) Existe L > 0 tal que vol (B(r)) 6 Lrq, para r > 1 e R̊ic(∇u) ∈ Lp (M,dM), onde
1
p

+ 1
q

= 1 e q > 1.

(4) Existe L > 0 tal que vol (B(r)) 6 Lr, para r > 1 e ‖∇u‖ → 0 uniformemente para
o infinito em M .

Então, (Mn, g) é uma variedade Einstein com curvatura escalar S não positiva e u possui
no máximo um ponto crítico. Mais precisamente:

(i) Se S = 0, então λ não possui zeros e (Mn, g) é isométrica a um espaço Euclidiano.

(ii) Se S < 0 e u possui apenas um ponto crítico, então (Mn, g) é isométrica a um
espaço hiperbólico.

(iii) Se S < 0 e u não possui ponto crítico, então (Mn, g) é isométrica a um produto
deformado R×ϕ F, onde F é uma variedade Einstein completa, e ϕ é uma solução
positiva da equação diferencial ϕ̈+ S

n(n−1)
ϕ = 0 em R.
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Demonstração. Em vista do Lema 2.1 e das condições do Teorema de Karp 2.3, o teorema
será provado sob a hipótese mais fraca de S constante para 〈∇u,∇S〉 6 0 em M , se
αµ > 0, ou 〈∇u,∇S〉 > 0 em M , se αµ < 0. Em todo caso, div

(
R̊ic(∇u)

)
no Lema 2.1

não muda de sinal em M .

Item (1): Se (1) vale, então pelo Lema 2.1 e usando o Teorema de Karp 2.3, obtemos

0 =

∫
M

div
(
R̊ic(∇u)

)
dM

=

∫
M

n− 2

2n
〈∇u,∇S〉dM −

∫
M

αµ

β2
u‖R̊ic‖

2
dM. (2.13)

Pela hipótese mais fraca de div
(
R̊ic(∇u)

)
não mudar de sinal em M , segue que ambas

as parcelas de (2.13) são nulas. Em particular, R̊ic ≡ 0, isto é, M é uma variedade
Einstein e pelo Lema de Schur 1.1 S é constante. Ademais, como M também é completa
e não compacta, segue do Teorema de Bonnet-Myers que S 6 0 (ver Bonnet [5] e Myers
[22]).

Item (2): Suponha que (2) seja válido. Então existe uma constante K > 0 tal que ρi 6√
K
n
, para i = 1 . . . n, onde ρi são as curvaturas de Ricci. Seja {E1, . . . , En} um referencial

ortonormal e note que, por (1.4), tem-se

‖Ric‖2 =
n∑
i=1

〈Ric(Ei), Ric(Ei)〉 =
n∑
i=1

ρ2
i 6 K.

Assim,

‖R̊ic(∇u)‖2 6 ‖R̊ic‖2‖∇u‖2 =

(
‖Ric‖2 − S2

n

)
‖∇u‖2 6 K‖∇u‖2.

Portanto, o Item (2) implica o Item (1).

Itens (3) e (4): Ambos os Itens (3) e (4) implicam o Item (1). Isto segue diretamente do
Corolário 2.1 do Teorema de Karp.

Agora, como consequência do Lema 2.2, u satisfaz

∇2u =

(
− S

n(n− 1)
u+ C

)
g, (2.14)

onde C é uma constante dada em (2.12). Desta forma, podemos aplicar o Teorema 2 em
Tashiro [27] para deduzir que (Mn, g) é como em (i)− (iii).

(a) Caso S = 0: Aqui a prova depende da nulidade ou não da função λ. De (2.12) obtemos
que C = µ

β2λu. Assim, se C = 0, então λ ≡ 0. Reciprocamente, se existe x ∈ M tal que
λ(x) = 0, então C = 0 e λ ≡ 0. E, se λ não possui zeros, teremos C 6= 0.
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Item (i): Suponha por absurdo que exista x ∈ M tal que λ(x) = 0. Então C = 0,
λ ≡ 0 e consequentemente ∇2u = 0 e Ric ≡ 0 por (2.1). Desta forma, ∆u = 0 e isto
é uma contradição, pois não seria possível encontrar uma função harmônica positiva não
constante u em uma variedade com tensor de Ricci nulo, veja Yau [28]. Assim, segue que
C 6= 0 e ∇2u = Cg. Portanto, (Mn, g) é isométrica a um espaço Euclidiano. Como u por
construção é positivo, podemos tomar, por exemplo, u(x) = ‖x‖2 + τ, com τ > 0. Neste
caso, a estrutura tipo-Einstein gradiente em (Mn, g) é dada no Exemplo 2.1.

(b) Caso S < 0: A prova depende nesse caso do número de pontos críticos do campo
escalar concircular u (que é no máximo um, veja [27]).

Item (ii): Se u possui apenas um ponto crítico, então (Mn, g) é isométrica a um espaço
hiperbólico. Uma solução positiva não trivial de (2.14) em Hn foi apresentada no Exemplo
2.2.

Item (iii): Se u não possui pontos críticos, então (Mn, g) é isométrica a um produto
deformado Einstein R×ϕF, onde F é uma variedade Einstein completa e ϕ é uma solução
positiva da equação diferencial ϕ̈+ kϕ = 0 em R, com k = S

n(n−1)
, veja Masahiko [21].

�

Exemplo 2.3. Seja I um intervalo aberto da reta contendo a origem de forma que ϕ :

I → R+, dada por

ϕ(t) =
a√
−k

senh(
√
−kt) +

√
a2 + l

−k
cosh(

√
−kt),

seja uma função positiva, onde a > 0, l > 0 e k < 0 são constantes. Note que esta função
é solução da equação diferencial ξ̈ + kξ = 0. De fato,

ϕ̇(t) = a cosh(
√
−kt) +

√
a2 + l senh(

√
−kt)

e

ϕ̈(t) = a
√
−k senh(

√
−kt) +

√
−k
√
a2 + l cosh(

√
−kt),

portanto ϕ̈+ kϕ = 0. Além disso, observe que

ϕ(t) = ϕ̇(0)
1√
−k

senh(
√
−kt) + ϕ(0) cosh(

√
−kt).
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Seja agora (Fn−1, gF) uma variedade Einstein completa com tensor de Ricci dado por

RicgF = −(n− 2)
(
−ϕ̇(0)2 − kϕ(0)2

)
gF

= −(n− 2)

[
−a2 − k

(
a2 + l

−k

)]
gF

= −(n− 2)lgF.

Então, pelo Lema 2.1 em Pigola et al. [26] podemos construir um produto deformado
Einstein Mn = I ×ϕ F munido com a métrica

g = dt2 + ϕ(t)2gF

e tensor de Ricci dado por Ric = (n − 1)kg. Além disso, u(t, p) = ϕ(t) é uma função
positiva satisfazendo a equação diferencial ∇2u + kug = 0 em (Mn, g). Escrevendo u =

e
µ
β
β
µ

ln(u), então pelo lado esquerdo da expressão (2.1), obtemos

α

β
Ric+

β

µu
∇2u =

α

β
(n− 1)kg − kβ

µ
g =

(
α

β
(n− 1)k − kβ

µ

)
g.

Por outro lado,

1

β
(ρS + λ)g =

(
1

β
ρn(n− 1)k +

λ

β

)
g.

Desta forma, tomando λ = −ρn(n− 1)k + α(n− 1)k − kβ2

µ
concluímos que f = β

µ
ln(u) e

λ parametrizam (Mn, g) com uma estrutura tipo-Einstein gradiente não trivial, para cada
α, β, µ e ρ, onde β e µ são não nulos.

Agora, iremos estudar algumas condições para uma variedade tipo-Einstein gradiente
não compacta (com β 6= 0) ser uma variedade Einstein. Entretanto, algumas restrições
sobre os parâmetros α e µ precisam ser estabelecidas. A primeira, que parece ser mais
natural, é considerá-los não nulos. Neste caso, como feito em (2.1), a equação (2) é
equivalente a

Ric+ h∇2u = `g, (2.15)

onde u = e
µ
β
f , h = β2

αµ
1
u
e ` = 1

α
(ρS + λ). Agora, podemos aplicar a abordagem de

variedades m-quasi-Einstein generalizada.
No que segue, assumiremos que u, h e ` são funções suaves arbitrárias satisfazendo a

equação (2.15) na variedade Riemanniana (Mn, g). Então, usando as Proposições 1.5, 1.4
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e 1.8, temos

1

2
dS = divRic = div(`g − h∇2u) = div(`g)− div(h∇2u)

= d`− hdiv∇2u−∇2u (∇h, ·)
= d`− hRic(∇u, ·)− hd∆u−∇2u(∇h, ·). (2.16)

Note que d(h∆u) = hd∆u+ ∆udh. Tomando o traço em (2.15), por (1.5) e (1.8) tem-se
que h∆u = n`− S. Substituindo em (2.16), obtemos

1

2
dS = d`− hRic(∇u, ·)− nd`+ dS + ∆udh−∇2u(∇h, ·)

o que implica

(n− 1)d` =
1

2
dS − hRic(∇u, ·) + ∆udh−∇2u(∇h, ·). (2.17)

Por outro lado, segue da equação (2.15) e da Proposição 1.3 que

hRic(∇u, ·) = `hdu− h2∇2u(∇u, ·)

= `hdu− h2

2
d|∇u|2. (2.18)

Substituindo (2.18) em (2.17), obtemos

(n− 1)d` =
1

2
dS − `hdu+

h2

2
d|∇u|2 + ∆udh−∇2u(∇h, ·). (2.19)

Em particular, para h = c
u
, onde c = β2

αµ
, temos

dh = − c

u2
du e c∆u = (n`− S)u. (2.20)

Substituindo (2.20) em (2.19) e usando novamente a Proposição 1.3, obtemos

(n− 1)d` =
1

2
dS − c

u
du+

c2

2u2
d|∇u|2 − c∆u

u2
du+

c

u2
∇2u(∇u, ·)

=
1

2
dS − c

u
`du+

c2

2u2
d|∇u|2 − n`− S

u
du+

c

2u2
d|∇u|2.

Assim,

(n− 1)u2d` =
u2

2
dS − cu`du− (n`− S)udu+

(
c2 + c

2

)
d|∇u|2.
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Aplicando a derivada exterior, obtemos

d[(n− 1)u2] ∧ d` = d

(
u2

2

)
∧ dS − d(cu`) ∧ du− d[(n`− S)u] ∧ du

+ d

(
c2 + c

2

)
∧ d|∇u|2.

O que implica

2(n− 1)udu ∧ d` = udu ∧ dS − cud` ∧ du− nud` ∧ du+ udS ∧ du.

Desta forma,

2(n− 1)udu ∧ d` = −cud` ∧ du− nud` ∧ du.

Dividindo esta equação por u e substituindo o valor c = β2

αµ
, obtemos

2(n− 1)du ∧ d` =
β2

αµ
d` ∧ du− nd` ∧ du.

Portanto,

[β2 − (n− 2)αµ]du ∧ d` = 0. (2.21)

Notavelmente, é necessário considerar a condição de não degenerescência β2 − (n −
2)αµ 6= 0 para obter uma boa relação entre u e `. O seguinte lema mostra isto e dá mais
um sentido à questão da degenerescência.

Lema 2.4. Seja (Mn, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente não trivial, não degene-
rada e com α e µ não nulos. Então, ∇` = ψ∇u para alguma função ψ ∈ C∞(M), onde
` = 1

α
(ρS + λ) e u = e

µ
β
f .

Demonstração. De fato, como α, µ 6= 0, segue da não degenerescência e da equação (2.21)
que du ∧ d` = 0. Portanto, existe ψ ∈ C∞(M) tal que d` = ψdu, isto é, ∇` = ψ∇u. �

Em termos de (1, 1)-tensor, a equação (2.17) pode ser escrita como

hRic(∇u) =
1

2
∇S − (n− 1)∇`+ ∆u∇h−∇2u(∇h). (2.22)

Substituindo as equações de (2.20) e (2.15) em (2.22), obtemos

c

u
Ric(∇u) =

1

2
∇S − (n− 1)∇`− c

u2
∆u∇u+

c

u2
∇2u(∇u)

=
1

2
∇S − (n− 1)∇`− n`− S

u
∇u+

`

u
∇u− 1

u
Ric(∇u).
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Multiplicando esta equação por u, temos

cRic(∇u) =
u

2
∇S − (n− 1)u∇`− (n`− S)∇u+ `∇u−Ric(∇u).

Finalmente, substituindo c = β2

αµ
e reagrupando, obtemos

β2 + αµ

αµ
Ric(∇u) =

u

2
∇S − (n− 1)u∇`− [(n− 1)`− S)]∇u. (2.23)

Como aplicação da equação (2.23) e do Lema 2.4 deduziremos o próximo teorema. A
configuração mais apropriada é considerar a classe de variedades tipo-Einstein (Mn, g)

próprias, as quais são não triviais. Os Exemplos 2.1 e 2.2 são variedades Einstein ad-
mitindo uma estrutura tipo-Einstein gradiente própria, enquanto que o Exemplo 2.3 é
uma variedade Einstein admitindo uma estrutura tipo-Einstein gradiente, não trivial e
não própria.

Teorema 2.3. Seja (Mn, g) uma variedade tipo-Einstein gradiente homogênea, própria,
não compacta, não degenerada e com α e µ não nulos. Se β2 6= αµ, então (Mn, g) é uma
variedade Einstein.

Demonstração. Provaremos o teorema sob a condição mais fraca de homogeneidade para
curvaturas de Ricci constantes e consequentemente curvatura escalar constante, veja
Calviño-Louzao et al. [9]. Pelo Lema 2.4, existe ψ ∈ C∞(M) tal que ∇` = ψ∇u.
Assim, podemos escrever a equação (2.23) como

β2 + αµ

αµ
Ric(∇u) = − [(n− 1)uψ + (n− 1)`− S]∇u. (2.24)

Por hipótese, β2 6= αµ, segue que ∇u é um autovetor do tensor de Ricci e podemos
escrever (2.24) como segue

Ric(∇u) = k∇u,

onde k = − αµ
β2+αµ

[(n− 1)uψ + (n− 1)`− S] é constante, pois as curvaturas de Ricci são
constantes. Temos também que

R̊ic(∇u) = Ric(∇u)− S

n
∇u =

(
k − S

n

)
∇u.

Denotando k = k − S
n
, aplicando o divergente e usando o Lema 2.1, obtemos

k∆u = div
(
R̊ic(∇u)

)
= −αµ

β2
u‖R̊ic‖2.
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Deste modo, pela segunda equação de (2.20), temos

k∆u = k
αµ

β2
(n`− S)u = −αµ

β2
u‖R̊ic‖2.

Assim,

k(n`− S) = −‖R̊ic‖2.

Afirmamos que k = 0. De fato, suponha que k 6= 0, como (Mn, g) possui curvaturas
de Ricci constantes segue que ‖R̊ic‖2 é constante e, deste modo λ também o seria, uma
contradição. Assim, k = 0 implica R̊ic = 0 donde concluímos a demonstração. �

Finalizaremos o capítulo com uma observação sobre a rigidez deste último resultado.

Observação 2.1. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) que satisfaz as hipóteses do Teo-
rema 2.3 é Einstein, o que nos permite usar o Lema 2.2 e aplicar o Teorema 2 em [27]
para deduzir, novamente, que (Mn, g) é como em (i)− (iii) do Teorema 2.2.
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Apêndice A

O hessiano da função altura em Sn e Hn

Seja (Mn(c), g) a esfera padrão Sn para c = 1 ou o espaço hiperbólico Hn para c = −1

com suas respectivas métricas canônicas. Nesta notação, podemos escrever

Mn(c) =

{
y ∈ Nn+1(c) : 〈y, y〉c =

n∑
l=1

y2
l + cy2

n+1 = c

}
,

em que, para c = 1 temos Sn isometricamente imersa no espaço Euclidiano Rn+1 = Nn+1(1)

e, para c = −1 temos Hn isometricamente imerso no espaço de Lorentz Ln+1 = Nn+1(−1).
Dado um vetor unitário fixado v ∈ Nn+1(c), a função altura em Mn(c) é definida por

hv(y) = 〈v, y〉c.

A seguir calcularemos o hessiano da função altura de duas formas distintas. Primeira-
mente através da projeção estereográfica e, posteriormente, usaremos a teoria de imersões
isométricas (ver [10], [15] ou [25]).

A.1 Cálculo via projeção estereográfica

Para o cálculo do hessiano usando a projeção estereográfica, primeiro note que

hv(y) = 〈v, y〉c
= v1y1 + . . .+ vnyn + cvn+1yn+1

= vlyl + cvn+1yn+1.

onde l = 1, . . . , n.
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Desta forma, em coordenadas,

(∇2hv)ij = g (∇∂i∇hv, ∂j)
= g

(
∇∂i∇

(
vlyl + cvn+1yn+1

)
, ∂j
)

= vlg (∇∂i∇yl, ∂j) + cvn+1g (∇∂i∇yn+1, ∂j)

= vl(∇2yl)ij + cvn+1(∇2yn+1)ij, (A.1)

onde {∂i} é o referencial coordenado em um sistema de coordenadas de Mn(c) dado. Por-
tanto, para calcular o hessiano de hv basta calcular o hessiano de yα, para α = 1, . . . , n+1.

Considere o sistema de coordenadas em Mn(c) através da inversa da projeção estereo-
gráfica x : Uc →Mn(c) dada por

x(u) = (x1(u), . . . , xn+1(u)) =

(
2u

1 + c|u|2
,
|u|2 − c
1 + c|u|2

)
,

onde Uc é o espaço Euclidiano Rn para c = 1, ou a bola aberta unitária centrada na
origem B1(0) ⊂ Rn para c = −1.

Desta forma, o hessiano de xα em coordenadas é expresso por

(∇2xα)ij = ∂i∂jxα − Γkij∂kxα, (A.2)

onde α = 1, . . . , n+ 1 e ∂k significará ∂
∂uk

daqui em diante, onde k = 1, . . . , n.
Definindo λc = 2

1+c|u|2 podemos escrever x(u) = (λcu, c(1−λc)). Como |u|2 =
∑n

l=1 u
2
l ,

segue que

∂lλc = − 2

(1 + c|u|2)2
· 2cul = −cλ2

cul.

Com isso, denotando por e1, . . . , en+1 a base canônica de Rn+1, segue que

x = (x1, . . . , xn+1) =
n+1∑
α=1

xαeα,

então, como
gij = 〈∂i, ∂j〉c,

devemos calcular ∂ix, para i = 1, . . . , n.
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∂ix =
n∑
l=1

∂ixlel + ∂ixn+1en+1

=
n∑
l=1

∂i(λcul)el + ∂i
(
c(1− λc)

)
en+1

=
n∑
l=1

(
(∂iλc)ul + λc∂iul

)
el + λ2

cuien+1

=
n∑
l=1

(−cλ2
cuiul + λcδil)el + λ2

cuien+1. (A.3)

E assim, obtemos

gij = 〈∂ix, ∂jx〉c

=
n∑
l=1

(λcδil − cλ2
cuiul)(λcδjl − cλ2

cujul) + cλ4
cuiuj

=
n∑
l=1

(
λ2
cδilδjl − cλ3

cujulδil − cλ3
cuiulδjl + λ4

cuiujul
2
)

+ cλ4
cuiuj.

O que implica

gij = λ2
cδij − 2cλ3

cuiuj + λ4
cuiuj|u|2 + cλ4

cuiuj

= λ2
cδij + uiujλ

3
c

(
−2c+ λc|u|2 + cλc

)
= λ2

cδij + uiujλ
3
c (−2c+ 2c)

= λ2
cδij.

Deste modo, x : Uc → Mn(c) é um sistema de coordenadas conforme a métrica canônica
Euclidiana. Observe que no caso da esfera padrão Sn essa é uma parametrização para
Sn\{en+1}. Para cobrir Sn podemos adicionar uma parametrização similar a essa para
Sn\{−en+1}, por exemplo.

Agora podemos calcular as parcelas do hessiano de xα em (A.2). Note que, por (A.3),{
∂jxl = λcδjl − cλ2

cujul, para l = 1, . . . , n.

∂jxn+1 = λ2
cuj.

Com isso, para l = 1, . . . , n,
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∂i∂jxl = ∂i
(
λcδjl − cλ2

cujul
)

= ∂i(λc)δjl − c
(
2λc∂i(λc)ujul + λ2

c(∂iuj)ul + λ2
cuj∂iul

)
= −cλ2

cuiδjl + 2λ3
cuiujul − cλ2

culδij − cλ2
cujδil

= 2xixjxl − cλcxiδjl − cλcxjδil − cλcxlδij, (A.4)

Para o outro caso,

∂i∂jxn+1 = ∂i(λ
2
cuj)

= 2λc∂i(λc)uj + λ2
c∂iuj

= −2cλ3
cuiuj + λ2

cδij

= −2cλcxixj + λ2
cδij. (A.5)

Além disso, os símbolos de Christoffel são dados por

Γkij =
1

2
gkl (∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

=
1

2
λ−2
c δkl

(
∂i(λ

2
cδjl) + ∂j(λ

2
cδil)− ∂l(λ2

cδij)
)

=
1

2
λ−2
c δkl

(
∂i(λ

2
c)δjl + ∂j(λ

2
c)δil − ∂l(λ2

c)δij
)

=
1

2
λ−2
c

(
∂i(λ

2
c)δjk + ∂j(λ

2
c)δik − ∂k(λ2

c)δij
)

= λ−1
c (∂i(λc)δjk + ∂j(λc)δik − ∂k(λc)δij)

= −c (λcuiδjk + λcujδik − λcukδij)
= −c(xiδjk + xjδik − xkδij).

Então, para l = 1, . . . , n, temos

Γkij∂kxl =
n∑
k=1

−c(xiδjk + xjδik − xkδij)(λcδkl − cxkxl)

=
n∑
k=1

−c
(
λcxiδjkδkl − cxixkxlδjk + λcxjδikδkl − cxjxkxlδik − λcxkδijδkl + cxlxk

2δij
)

= −cλcxiδjl + xixjxl − cλcxjδil + xixjxl + cλcxlδij − xlδij
n∑
k=1

x2
k

= 2xixjxl − cλcxiδjl − cλcxjδil + cλcxlδij − xlδij(c− cx2
n+1).
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Por conseguinte, usando (A.4),

(∇2xl)ij = ∂i∂jxl − Γkij∂kxl

= 2xixjxl − cλcxiδjl − cλcxjδil − cλcxlδij
− 2xixjxl + cλcxiδjl + cλcxjδil − cλcxlδij + xlδij(c− cx2

n+1)

= −2cλcxlδij + cxlδij(1− x2
n+1)

= −2cλcxlδij + cxlδij(1− (1− λc)2)

= −2cλcxlδij + cxlδij(2λc − λ2
c)

= cλcxlδij(−2 + 2− λc)
= −cxlλ2

cδij

= −cxlgij. (A.6)

E para n+ 1,

Γkij∂kxn+1 =
n∑
k=1

−c(xiδjk + xjδik − xkδij)λcxk

= −cλcxixj − cλcxixj + cλcδij

n∑
k=1

x2
k

= −2cλcxixj + cλcδij(c− cx2
n+1)

= −2cλcxixj + λcδij
(
1− (1− λc)2

)
= −2cλcxixj − λ3

cδij + 2λ2
cδij,

que usando (A.5) resulta

(∇2xn+1)ij = ∂i∂jxn+1 − Γkij∂kxn+1

= −2cλcxixj + λ2
cδij + 2cλcxixj + λ3

cδij − 2λ2
cδij

= −λ2
cδij + λ3

cδij

= −c2(1− λc)λ2
cδij

= −cxn+1gij. (A.7)

Por (A.6) e (A.7) concluímos que o hessiano de hv em (A.1) é dado por

(∇2hv)ij = vl(∇2xl)ij + cvn+1(∇2xn+1)ij

= −cvlxlgij − vn+1xn+1gij

= −c(vlxl + cvn+1xn+1)gij

= −chvgij.
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isto é, ∇2hv = −chvg.

A.2 Cálculo via imersão

Alternativamente, para o cálculo do hessiano usando a imersão, considere ∇ e ∇ as
conexões de Mn(c) e Nn+1(c), respectivamente. Seja α a segunda forma fundamental de
Mn(c) e AN o operador de Weingarten associado à α, em que N é um campo de vetores
normais em Mn(c), isto é, 〈N,N〉c = c.

Assim, para X, Y ∈ X (Mn(c)) vale

∇XY = ∇XY + α(X, Y )

= ∇XY + c〈α(X, Y ), N〉cN
= ∇XY + c〈ANX, Y 〉cN. (A.8)

Note que podemos considerar N(x) = ~x, em que ~x ∈ Nn+1(c) é o vetor posição em
x ∈ Mn(c). Além disso, como AN = −dN , segue que AN = −I. Substituindo em (A.8),
temos

∇XY = ∇XY − c〈X, Y 〉c~x. (A.9)

Para cada X ∈ X (Mn(c)), temos

〈∇hv, X〉c = X(hv) = X〈v, ~x〉c = 〈v,X(x)〉c = 〈v>, X〉c,

donde ∇hv = v>.
Escrevendo v = v> + c〈v, ~x〉c~x e usando (A.9), obtemos

∇2hv(X) = ∇X∇hv
= ∇Xv

>

= ∇Xv
> + c〈X, v>〉c~x

= ∇X (v − c〈v, ~x〉c~x) + c〈X, v〉c~x
= −cX (〈v, ~x〉c) ~x− c〈v, ~x〉cX(x) + c〈X, v〉c~x
= −c〈v,X〉c~x− chv(x)X + c〈X, v〉c~x
= −chv(x)X.

Portanto, ∇2hv = −chvI.
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