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RESUMO

Este trabalho ¢é direcionado a um publico que estd descobrindo a geometria espacial, alunos
do Ensino Fundamental II. Estes alunos precisam de mecanismos que despertem o seu inte-
resse pelo aprendizado da geometria, principalmente porque seu interesse, no momento, estéd
voltado para as tecnologias que os cercam por todos os lados, entdo o estudo do volume dos
s6lidos geométricos precisa estar alinhado com essa realidade. No software GeoGebra foram
construidos os s6lidos geométricos que estardo disponiveis, na pagina do GeoGebra Tube,
no endereco eletronico https://www.geogebra.org/search/Felipe %20dos%20Santos%20Pereira.
Qualquer pessoa pode fazer download para smartphone, tablet ou computador de modo geral
ou simplesmente manipular diretamente no site. Para isso deve-se instalar em seu aparelho
smartphone, tablet ou computador o software GeoGebra que € inteiramente gratis e em seguida
comecar a manipular as dimensdes para que o volume seja calculado instantaneamente. Tam-
bém serdo apresentados nesse trabalho os conceitos e propriedades indispensaveis no ensino
aprendizagem do cdlculo do volume dos sé6lidos geométricos. Duas obras, entre outras, que
contrubiram grandemente para a elaboracio deste trabalho foram: Matemética Volume Unico
de Walter Facchini [11] e Matemaética - pode contar comigo de Regina Azenha Bonjorno e José

Roberto Bonjorno [9].

Palavras-chave: Software GeoGebra, Calculo do volume dos sélidos geométricos, Manipu-

lacdo das informacdes.



ABSTRACT

This work is targeted to the public that is discovering geometry, students of the Elementary II.
These sutudents need mechanisms that awaken the interest in your learning of geometry, mainly
because your interest is focused on the tecnologies that surround it on all sides, so the study of
geometric solids size need to be aligned to reality. In Geogebra was built solid geometries that
will be available for dowload in smastphone, tablet and computers in general form, Just install
the software geogebra that is free and then to make dowload the solids from a database and start
manipulating the dimensionsso that the size is calculated instantly. There are also available

concepts and properting unavailable in teaching learning geometric solids size calculation.

Key-word:  Software Geogebra, = Geometric Solids Size Calculation, Information mani-

pulation.
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Introducao

Como professor de matematica de escola publica, do Ensino Fundamental II hd mais de
dez anos, tenho observado cada vez mais o distanciamento dos alunos em relagdo ao estudo
dos sdlidos geométricos. Entre os diversos fatores que t€ém contribuido para esse distancia-
mento, podemos destacar o aspecto mais abstrato do ensino matematico, [1]] , Ndo hd ramo da
Matemdtica, por mais abstrato que seja, que ndo possa um dia vir a ser aplicado aos fenomenos
do mundo real (Lobachevsky) . Muitos alunos tém grandes dificuldades de associar o cédlculo
do volume de um sélido com uma situagdo do cotidiano, como por exemplo: a 4gua consumida,
em um més, em casa, caberia em um cilindro de raio da base x e altura y, ou encheria uma
piscina de comprimento z, largura k e profundidade w. Os conceitos de drea e volume precisam
cada vez mais fazer uma ligacdo do abstrato com algo bem real, que eles, os alunos, possam
visualizar e apropriar-se da ideia que se quer transmitir. O que irei apresentar neste trabalho é
uma oportunidade para que o alunos e colegas professores experimentem através do software
GeoGebra, de matematica dindmica a possibilidade de acompanhar e interagir de formal real
com o cdlculo do volume de um sélido geométrico e suas variagdes, de acordo com as alterecdes

em suas dimensoes.



Capitulo 1

Historico do assunto

O GeoGebra é um software de matematica dindmica desenvolvido por Markus Hohenwarter,
em 2001, na Universitit Salzburg-Austria, para o ensino e aprendizagem da matematica nos
varios niveis de ensino: basico, médio e universitario. O GeoGebra dispdes de excelentes fer-
ramentas para se criar ilustragdes para serem usadas no Microsoft Word, no Open Office ou
no LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra é multiplataforma e, por-
tanto, ele pode ser instalado em computadores com Windows, Linux ou Mac OS. O programa
permite realizar construgdes geométricas com a utilizacao de pontos, retas, segmentos de reta,
poligonos, circulos e etc., também manipula varidveis para nimeros, vetores, derivar e integrar
funcdes, e ainda oferecer comandos para se encontrar raizes e pontos extremos de uma funcao,
apresenta dados em tabela e graficos em um unico ambiente. Uma das principais caracteristi-
cas do programa € a possibilidade de se modificar os objetos construidos a qualquer momento.
Além de todos esses recursos e ferramentas o GeoGebra € bastante didatico. Apds sua cri-
acdo em 2001, o programa prosseguiu em desenvolvimento na Florida Atlantic University. Foi
vencedor de vérios prémios em diversos lugares do mundo, também foi criado IGI (Interna-
tional GeoGebra Institutes) para divulgar, compartilhar e desenvolver novas ferramentas. Esse
Instituto foi se espalhando por varios pais com o propdsito € agregar interessados no uso do Ge-
oGebra como ferramenta de ensino e aprendizagem, inclusive no Brasil. Foi criado O Instituto
GeoGebra no Rio de Janeiro, sua sede esta localizada no Instituto de Matematica e Estatistica
da Universidade Federal Fluminense. O Instituto Geogebra do Rio de Janeiro é uma comu-
nidade aberta que compartilha seus conhecimentos no treinamento, suporte e desenvolvimento
de materiais de apoio para alunos e professores, promovendo a colaboracdo entre profissionais
e pesquisadores. Suas metas sdo: desenvolver materiais gratuitos no treinamento do GeoGe-
bra como ferramenta para o ensino, a aprendizagem e a divulgacdo da matematica a todos os
publicos; oferecer oficinas (workshops) para professores, certificando-os no uso deste material
no Brasil (e, particularmente, no Estado do Rio de Janeiro) e; fazer formacgdo presencial e a

distancia de professores e alunos de licenciatura em matematica.



Poligonos

Neste capitulo, veremos o que sdo poligonos, seus elementos, sua classificacio e, relacdo
com o estudo dos sélidos geométricos. O estudo dos poligonos pode ser melhor detalhado em

trés obras que contibuiram significativamente na construgio deste capitulo: [7], [6] e [2].

Definicao 1.1. Uma linha poligonal fechada e simples, contida num plano [ e sua regido in-
terna formam um poligono. Poligonos, entdo, sdo figuras planas formadas somente por seg-
mentos de reta ligados em suas extremidades que delimitam o plano em duas regioes, interna e

externa, mas que ndo se interceptam entre si.

Figura 1.1: poligono

Os poligonos sdo caracterizados e classificados levando-se em consideracdo: lados, angulos,
vértices e diagonais.
Os lados sdao os segmentos de reta que unidos entre si formam o poligono, de acordo com o
numero de lados de um poligono, ele pode ser classificado como:
triangulo: poligono de 3 lados;
quadrilatero: poligono de 4 lados;
pentagono: poligono de 5 lados;
hexagno: poligono de 6 lados;
heptagono: poligono de 7 lados;



octégono: poligono de 8 lados;
eneagono: poligono de 9 lados;
decagono: poligono de 10 lados;
undecagono: poligono de 11 lados;
dodecagono: poligono de 12 lados;
pentadecagono: poligono de 15 lados;
icosagono: poligono de 20 lados;

1.0.1 Poligonos convexos e nao convexos

Se todos os angulos de um poligono forem menores que 180z, ele sera chamado de poligono

convexo.

Figura 1.2: poligono convexo

Se pelo menos um de seus angulos tenha medida maior que 180z, ele serd chamado de

poligono niao convexo ou concavo.

6847°

109.445,

Figura 1.3: poligono nio convexo ou concavo



1.0.2 Diagonal de um poligono convexo

A diagonal de um poligono convexo é o segmento de reta que liga dois vértices nao consecu-
tivos, passando pelo interior da figura.

vér‘t'lce-_‘_* F

lado —»

diagonal

C

Figura 1.4: diagonais de um poligono

O ndmero de diagonais de um poligono convexo depende exclusivamente do nimero de la-
dos e, consequentemente do nimero de angulos e pode ser calculado pela expressao:

_ n(n-3)
2

Na expressdo acima n indica o nimero de lados que o poligono possui € d o nimero de
diagonais desse poligono.

d

n.(n-3)

Observe a aplicacdo expressdo d = para determinar o nimero de diagonais de um

quadrado, um pentdgono e um hexagono

W&

Figura 1.5: diagonais do quadrado, do pentdgono e do exdgono

nz de diagonais do quadrado | nz de diagonais do pentdgono | nZ de giagonais do hexdgono
d_ n.(n-3) d— n.(n-3) d— n.(n-3)
B 4.(42- 3) d_ 5.(52- 3) B 6.(62- 3)
2 2 2
d=2.1 d=5.1 d=33
d=2 d=5 d=9




1.0.3 Soma dos angulos internos de um poligono

A soma dos angulos internos de um poligono qualquer depende do numero de seus lados.
Para calcular essa soma € usada a seguinte expressao: S, = (n - 2).180, em que n € o nimero de

lados do poligono. A soma dos angulos externos de qualquer poligono sempre serd igual 3607.

Figura 1.6: pentdgono

Usando a férmula da soma dos dngulos internos, calcular a soma soma dos dngulos internos

de pentagono.

S, =(m-2).1802
Ss=(5-2).180%
Ss=3.1802
Ss=5402



Principio de Cavalieri

Antes de comecarmos o estudo do volume do prisma e dos outros sélidos geométricos, va-
mos falar um pouco de um grande matematico e sua contribui¢do nessa area.
Francisco Bonaventura Cavalieri matematico italiano, nasceu em Mildo, 1598 e morreu em
1647. Discipulo de Galileu, também foi um sacerdote da ordem dos jesuitas. Estudou, entre
outras astronomia, trigonometria esférica e calculo logaritmico. Cavalieri é considerado um
dos precursores do célculo integral. Em 1615 ele se juntou a ordem religiosa dos Jesuitas em
Milao, onde assumiu o nome de Bonaventura Cavalieri. Em 1616 foi transferido para Pisa,
onde estudou filosofia, teologia e onde conheceu Benedito Castelli, que o introduziu no es-
tudo de geometria. Cavalieri tornou-se um matematico famoso e um dos discipulos de Galileu.
Candidatou-se para a cadeira de Matemadtica em Bolonha, no entanto, foi considerado muito
jovem para a posi¢ao.
A paz e a tranqiiilidade dos monastérios o ajudaram a completar o manuscrito dos seis primeiros
livros sobre os "indivisiveis"e envid-los aos Lordes de Bolonha. Ele descobriu que se duas figu-
ras planas podem ser comprimidas entre linhas retas paralelas de tal forma que tenham sec¢des
verticais idénticas em cada segmento, entdo as figuras tém a mesma darea. Assim, ele foi indi-
cado a cadeira de professor em Bolonha em 1629 e ocupou essa cadeira até sua morte em 1647.
Cavalieri publicou, em 1632, o livro Directorium Universale Uranometricum (Diretério Univer-
sal de Uranometria). O termo uranométrico estd relacionado a medi¢do de distancias celestes.
Entretanto, Cavalieri adotou esse nome provavelmente apenas com o significado de medigdes.
O trabalho divulgou tabelas de senos, tangentes, secantes, cossenos e logaritmos. Este trabalho
foi responsavel pela introdugdo na Itdlia do logaritmo de fungdes trigonométricas para o em-
prego em célculos astrondmicos.
Os Teoremas de Cavalieri que servirdo como apoio para alguns cdlculos de drea e volume que
serdo apresentado neste trabalho estdo demonstrado em [|10], no livro Aritmética dos niimeros
reais, pag. 198-202.



Prisma

Os prismas, assim como as piramides e os troncos de piramide fazem parte do grupo dos
poliedros, ou seja, sdo sélidos geométricos com todas as faces planas. Os antigos babilonios e
gregos como Pitdgora, Platdao e outros ja tinha conhecimentos sobre os poliedros. Duas obras
que abordam muito bem esse assunto e que serviram de base para a construcdo deste capitulo,
sdo: Introcugio & Geometria Espacial de Paulo Cesar Pinto Carvalho [8]] e Areas e Volumes de

Elon Lages Lima [5]

Definicao 1.2. Considere o poligono ABCDE contido no plano 3 e um segmento de reta
MN, (M € (), cuja reta suporte intersecta esse plano. Chamamos de prisma a unido de todos
os segmentos paralelos e congruentes a MN, que possuem uma de suas extremidades contida

no poligono ABCDE e estdo localizados num mesmo semiespaco a partir de 3.

A Figura mostra um prisma regular de bases pentagonais.

8
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Figura 1.7: prisma pentagonal



1.0.4 Elementos de um prisma

Serdo destacados no prisma da figura a seguir, seus principais elementos.

diagonal do prisma

J

base

aresta lateral —»

— altura

tace lateral

D

arestada base

vértices L__’

Figura 1.8: prisma pentagonal

C
base diagonal da base

Os poligonos congruentes ABC'DFE e FGHI.J sdo as bases do prisma.

Os pontos ABCDEFGHJ sao os vértices do prisma.

Os segmentos de reta AB, BC,CD,DE, FA, FG,GH,HI,1J e JF sdo as arestas das
bases.

Os segmentos de reta AF', BG,CH, DI e E.J sio as arestas laterais.

A distancia entre os planos paralelos § e o que contém suas bases é a altura do prisma.

Os quadrilateros AFGB, BGHC,CHID,DIJFE e EJF Asao as faces laterais do prisma.
A faces laterais sdo retangulos, quando o prisma € reto ou paralelogramos, quando o prisma €
obliquo.

Os segmentos que ligam dois vértices que ndo pertencem a mesma face ou base sdo chama-
dos de diagonais do prisma.



1.0.5 Classificacao dos prismas

Um prisma € classificado com reto quando suas arestas laterais sdo perpendiculares as bases,

ou seja as arestas formam com a base angulos de 907.

Figura 1.9: prisma reto

Um prisma ¢ dito obliquo quando suas arestas laterais ndo sio perpendiculares as bases, ou

seja, as arestas laterais ndo formam com a base angulos de 90z.

Figura 1.10: prisma obliquo

1.0.6 Seccao de um prisma

Quando um plano intercepta todas as arestas laterais de um prisma, denominamos essa inter-

sec¢ao de seccao do prisma.
Se o plano interceptar o prisma perpendicularmente com as arestas larerais, a seccao € denomi-

nada de sec¢io reta ou normal.
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Figura 1.11: seccdo reta ou normal

Se o plano interceptar o prisma paralelamente as bases e ndo contém nenhuma delas, a sec¢@o

¢ denominada de sec¢ao transversal, quando isso acontece a secc¢io e as bases sdo congruentes.

(L]

Figura 1.12: secg¢do transversal

1.0.7 Area lateral e area total de um prisma

A area lateral de um prisma é a soma das dreas de suas faces laterais, essas faces serdo
retangulos quando o prisma for reto ou paralelogramos, quando o prisma for obliquo.

A area total de um prisma € a jungdo da area lateral do prisma com a drea das duas bases.
Do prisma triangular, da figura abaixo, descreva sua drea lateral e drea total em fugdo das me-

didas de suas dimensdes.
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Figura 1.13: prisma triangular reto
Como a figura € um prisma triangular regular reto, sua drea lateral € composta pela area de
trés retangulos:
Aj=ae+cd+bf,como(a=b=c)e(d=e=fle(a=a’,b=b’,c=c’)
A, =ae+ae+a.e
A; = 3.(a.e)

Agora, a area total:

A=A+ 24,

1.0.8 Volume do prisma

O volume de um prisma serd obtido a partir do produto da drea do poligono que forma sua
base com a altura do referido prisma.

Vp - A(base) h

Observe as dimensdes do prisma, utilizando a expressao acima, calcular seu volume.
Vp - A(base) h
Vo=0Bcm.5cm).7cm

v, =175 cm®
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1.0.9 Interatividade

5cm

Figura 1.14: prisma retangular regular

No software GeoGebra foi construido um prisma hexagonal que ficard disponiveis para ma-

nipulagdes de suas dimensdes e obten¢do de diferentes resultados para seu volume.

» Janela de Visualizagdo

lado = 3m

altura = Hm

Entrada:

» Janela de Visualizagao 3D

Area da base

1243 )
4
Ay= 23.4m®

A= G(

Llaldxblblele)dl0)cx] )

Volume do prisma

V=A,h
V=234m%5m

V = 117 m?

Figura 1.15: prisma hexagonal regular
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Piramide

Ao abordar esse tema nos vém imediatamente a cabeca as grandes construcdes egipcias,
dos tempos dos farads, simbolo de poder e adoragdo, as piramides eram grandes construcdes
realmente avancadas para a tecnologia da época. Nesse capitulo iremos estudar os elementos

de uma pirdmide e calcular seu volume. Piramide

Definicao 1.3. Considere um poligono convexo contido num plano 3 e um ponto V tal que
V & (. Pirdmide é o sdlido geométrico formado por todos os segmentos de reta que tem uma

extremidade no poligono e outra no ponto'V.

Observe a figura abaixo.

Figura 1.16: exemplo de piramide

Elementos de uma piramide

e O poligono convexo FF'GH I contido no plano [ é a base da piramide.

e O ponto V é chamado de vértice da piramide e os pontos £/, F, GG, H e [ sdo os vértices
da base

e Ossegmentos EF, FG,GH, HI e IE que sio os lados do poligono da base, sdo chama-
dos de arestas da base.
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e Ossegmentos VE,VE, VG, VH e VI sio as arestas laterais.

e Ostriangulos Agyr, Arva, Acva, Agyvr e Apyg sio as faces laterais da piramide (7o-

das as faces laterais de uma piramide sdao formadas por tridngulos).

e A distancia do ponto V ao plano 3 onde a base da piramide estd contida € chamada de
altura da piramide.

\J

—  » vértice

aresta lateral

facelateral
vértice da base

A

aresta da base

Figura 1.17: Elementos de uma piramide

Classificacao das piramides

As piramides sao classificadas de acordo com o poligono que forma sua base, se a base ¢ um
tridngulo, a pirimide é chamada de piramide triangular ou tetraedro; se ¢ um quadrilétero, a
piramide € classificada como piramide quadrangular, se ¢ um pentdgono, temos uma piramide

pentagonal, e assim se segue.

Se a base de uma pirdmide for um poligono regular e a projecdo ortogonal do seu vértice
sobre o plano da base coincidir com o centro do poligono, a piramide é chamada de piramide
regular.

Nesse caso, podemos observar:

As faces laterais sdo formadas por tridngulos isésceles congruentes;

O segmento de reta VM que liga o vértice V ao ponto médio M de qualquer lado da base, é
denominado de apdétema da piramide.

O segmento de reta [/ M que liga o centro H do poligono ao ponto médio M de qualquer lado

15



Poligono da base | Classificagdo da piramide
tridngulo piramide triangular
retangulo piramide quadrangular
pentigo piramide pentagonal
hexdgono piramide hexagonal
heptdgono piramide heptagonal
octdgono piramide octogonal
eneigono piramide eneagonal
decdagono piramide decagonal

Tabela 1.1: Classificagdo das piramides.

da base é chamado de apétema da base. O ap6tema da base também é o raio da circunferéncia
inscrita ao poligono da base.

apotema da piramide

centrodo poligono apétema da base

C

Figura 1.18: piramide regular

1.0.10 Area lateral e area total

A drea lateral (A;) de uma pirdmide é obtida pela soma da drea de todas suas faces laterais.

A érea total (A;) de uma pirdmide é obtida pela soma da drea lateral (A;) com a drea da basa
(4s)

A=A+ A

Observe a piramide regular de base quadrada de lado 6¢m e altura S5em.
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D

Figura 1.19: piramide regular

Calculo da area

v v

Figura 1.20: piramide planificada

A drea lateral A; dessa piramide, por se tratar de uma piramide retangular, ¢ formada por

quatro triangulos.

Al — 4~(ABVC’)

4. .
A = (base;ltura)
A 4.(6cm.\/34cm)

l =
2

A, = 2.6em./34em
A, = 12v/34em?
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A 4rea total Ay dessa pirdmide € a soma da drea laetral A; com a drea da base A;, como a
base é um quadrado de lado 6¢m, entdo A, = 36cm?. Logo.
Ar = 12v/34em? + 36cm?

Ar =12(V34 + 3)em?

Volume da piramide

O volume de uma pirdmide é dado pelo produto da drea da base (Ap,s.) com sua altura (h),
dividido por 3.

Ap.h
3

Vpirmide =

Observe a piramide regular de base quadrada de lado 6¢cm e altura bem.

\/

D

Figura 1.21: piramide regular

A(pase)-altura
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Tronco de piramide

Considere a piraimide VABCD, cuja base estd contida no plano /3, considere também o
plano « paralelo a (3, (a//3) e situado entre o vértice V da pirdmide e sua base. O poligono

gerado pela intersec¢do do plano o com a pirdmide € chamada de sec¢do da piramide.

v

seccdo da
piramide

Figura 1.22: sec¢do da piramide

A sec¢do da piramide é semelhante ao poligono da base e as arestas laterais ficam divida
pelo plano o em partes proporcionais € na razao —.

Tronco de piramide € o s6lido geométrico obtido a partir de uma sec¢@o paralela a base,
juntamente com todos os pontos da piraimide compreendidos entre essa seccdo paralela e a base

da piramide.

base menor

aresta lateral

face lateral

base maior

Figura 1.23: tronco de piramide
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Volume do tronco da piramide

O volume de um tronco de pirdmide (V;,onco) € a diferenca entre o volume da pirdmide maior

e o volume da piramide menor, obtida a partir da sec¢do paralela.
O volume do tronco de uma piramide também pode ser calculado de forma direta, pela

férmula.

h —
VT: §<A3+ AB-Ab+Ab)

Figura 1.24: tronco de piramide

h
= —(AB VAR A+ Ay)

10cm.6em + +/(10cm.6cm).(6cm.4dem) + 6em.dem)

3 2
cm
3 ——(60cm? 4+ vV60cm?2.24cm? + 24cm?)
cgm (84cm? + V/1440cm?)

5

Vi = 22 (121, 95em?)

609, 75em?

5
D

V= 5
Vo = 203, 25cm3

Questoes relacionadas a volume da piramide

Calcular o volume de uma piramide de 6 metros de altura, construida sobre uma base retan-

gular de 5 metros de comprimento por 4 metros de largura.
Esta piramide foi construida no GeoGebra e estd disponivel para manipulacdo de suaa di-

mensdes e obtencdo de diferentes resultados de seu volume.
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BREP RN ORNDE

» Janela de Visualizacio

comprimento = 5m

largura = 4m

—_——

altura = Gem

Entrada:

| = Janela de Visualizagéo 3D
ACY Ty Tw uvw

Area da base

A,=hb.h
A,=5m. 4m
A, =20 m?

A

Volume da piramide

v Ap.h
3
V= (20m?).6m
3
V=40m®

Figura 1.25: volume de uma piramide
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Cilindro

A forma cilindrica estd presente constantemente em nosso dia-a-dia. Diversos objetos cilin-
dricos estdo presentes em varias partes de nossa casa e fora dela. Num supermercado, por exem-
plo, latas de 6leo, batatas, refrigerantes, leite, enfim, inimeros objetos tém essa forma. Nesse

capitulo, iremos estudar o cilindro geométrico, seu elementos, as dimensdes, drea e volume

Definicao 1.4. Considere os planos 3 e o, paralelos entre si, uma reta t concorrente com esses
planos e um circulo de centro O e raio de medida R, contido em 3. Denomina-se cilindro o
solido geométrico formado por todos os segmentos de reta paralelos a t com uma extremidade

no circulo dado e outra no plano o, observe a figura abaixo.

Figura 1.26: cilindro

Elementos de um cilindro

e bases do cilindro: os circulos do plano § e « e seus pontos internos coorrespondentes

sao as bases do cilindo.

e eixo do cilindo: a reta que passa pelos centros O e O’ € o eixo do cilindro.
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e geratriz: qualquer segmento de reta paralelo ao eixo do cilindro, com uma extremidade
na circunferéncia contida em S e outra na circunferéncia contida em « é chamada de

geratriz do cilindro.

e altura: a distincia entre as bases é chamada de altura do cilindro, como as bases estio
contidas nos planos 3 e «, entdo a altura do cilindro € a distancia entre os dois planos.

eixo a

Figura 1.27: elementos de um cilindro

1.0.11 Classificacao de um cilindro

Os cilindros podem ser classificados de duas formas: reto ou obliquo. Um cilindro € dito
reto quando seu eixo é perpendicular as suas bases. Um cilindro reto também pode ser chamado
de cilindro de revolucao, pois pode ser obtido pela rotagdo de um retangulo em torno de um

de seus lados, o qual passaria a ser o eixo do cilindo.

e

Figura 1.28: cilindro reto
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Um cilindro é chamado de obliquo quando seu eixo nao é perpendicular as suas bases.

eixo

Figura 1.29: cilindro obliquo

1.0.12 Seccoes de um cilindro

A intersec¢io ndo-vazia de um cilindro com um plano paralelo as bases, posicionado entre
elas é denominado de secc¢ao transversal. A seccdo transversal é congruente as bases.

<

Figura 1.30: seccdo transversal de um cilindro

A interseccao de um cilindro com um plano que contém seu eixo € chamada de seccao
meridiana. A sec¢io meridiana € um paralelogramo.

Quando a seccao meridiana de um cilindro é um quadrado, dizemos que se trata de um
cilindro equilatero.



Figura 1.31: seccdo meridiana de um cilindro

1.0.13 Area lateral e area total

Ao planificar um cilindro reto de raio da base R e altura h, encontramos dois circulos de
mesmo raio e um retangulo cujas dimensdes sdo o comprimento da circunferéncia da base
(2 R) e a altura h do cilindro, que se trata da lateral do cilindro.

A drea lateral do cilindro (A;) € a drea desse retingulo, que pode ser obtida pelo produto da

base pela altura:

|Al = base.altura| = |Al =27nR.h

Figura 1.32: area do cilindro

A area total A, € resultante da soma da area lateral A; com a area das duas bases.
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A=A +2A, =2 A, =27R.h+ 27 R = A, =27 R.(h+R)

1.0.14 Volume de um cilindro

Pelo Principio de Cavalieri um cilindro e um prisma de mesma drea da base e mesma altura
tém volume iguais, dai:

Vcilz'ndro - Vprisma

Como o volume de um prisma € dado por V,ismq = Ap.h.

Como a base de um cilindro € um circulo de raio R. Entdo escrevemos:

2
Vcilindro = Abh = Vcilindro = m.R"h

Apresentaremos um cilindro reto, de raio da base 3cm e altura 5cm, para determinarmos seu

volume pela férmula acima apresentada.

Eixo

Figura 1.33: cilindro reto para cédlculo de seu volume

Vcilindro = Abh
Viitindro = 7T-R2-h
Veitindgro = 7.3cm”.5¢cm
Vitindro = 9cm®.5em.
Vcilindro = 141,301113

Este cilindro foi construido no GeoGebra e estd disponivel para manipulacdo de suaa dimen-
soes e obtencdo de diferentes resultados de seu volume.
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Jole)l =] ]

» Janela de Visualizagdo

&

¥ Janela de Visualizagédo 3D

altura= 5 cm

—

raio = 3 cm

Area da base

Ay = ~.R?
Ay, = 28.3 cm?

Volume do cilindro

V=A,.h
V = (28.3 cm?). (5 cm)
V= 141.4 cm®

Entrada:

Figura 1.34: volume do cilindro no GeoGebra
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Cone

A forma coOnica também estd presente com bastante frequéncia em nosso dia-a-dia, muitos
objetos de nosso cotidiano tém formato de cone, por exemplo: casquinha de um sorvete, alguns
modelos de abajur e os tao temidos cones usandos nas provas para obtencao da CNH (Carteira

Nacional de Habilitagdo) e por agentes de transito em diversas situagoes.

Definicao 1.5. Considere um plano 3, um ponto V, tal que V & 3 e um circulo de centro O e
raio de tamanho r, contido em 3. Cone é o solido geométrico formado por todos os segmentos

de reta que tém como extremidades o ponto V e um ponto da base circular contida no plano (.

Figura 1.35: Cone

1.0.15 Elementos de um cone
e A base do cone € o circulo de centro O e raio de medida r, contido no plano [3;
e O vértice do cone € o ponto V fora do plano [3;

e O eixo do cone ¢ a reta determinada pelo centro O e pelo vétrice V. Em cones retos esse

eixo € perpendicular ao plano f3;

e A geratriz de um cone € todo segmento de reta que liga o vértice V a qualquer ponto da

circunferéncia da base;
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e A altura de um cone € a distancia entre o vértice V e o plano 3 que contém sua base.

1.0.16 Classificacao dos cones

Os cones podem ser classificados em duas categorias: retos ou obliquos.
Dizemos que um cone € reto quando seu eixo € perpendicular a sua base. Um cone reto também
pode ser chamado de cone de revolucao, pois é como se fosse gerado a partir da rotacdo de um

triangulo retangulo de catetos r e h em torno do cateto h, com a hipotenusa g sendo a geratriz

do cone.

Figura 1.36: cone reto

Num cone reto, temos:

Dizemos que um cone é obliquo quando seu eixo ndo é perpendicular a sua base.

1.0.17 Seccoes de um cone

Considere um cone e um plano /3 paralelo a base, situado entre a base e o vértice V do cone,
a intersecc¢ao ndo-vazia do plano S com o cone € denominada de sec¢ao transversal. A sec¢io
trnsversal do cone é um circulo proprocional a base. A drea da sec¢do transversal e a drea da
base sdo diretamente proporcionais aos quadrados das respectivas distancias ao vértice.

Desse fato, decorrem as seguintes propriedades:
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Figura 1.37: cone obliquo

2
Asecgﬁo o h_
Abase h?

Figura 1.38: secc¢do transversal

A intersec¢do de um cone com um plano que contém o eixo desse cone é chamada de secc¢ao
meridiana do cone. Essa sec¢do fica definida por um tridngulo.
Se a seccdo meridiana de um cone reto é um tridngulo equildtero, entdo trata-se de um cone
equilatero.
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Figura 1.39: sec¢ao meridiana

1.0.18 Area lateral e 4rea total

Ao planificarmos um cone reto de raio da base R, altura h e geratriz g, teremos um circulo e
um setor circular de raio g e arco a = 2.7.R.

Figura 1.40: cone planificado

A drea lateral do cone (A;) é a drea do setor circular. Note que o setor obtido na planificagdo
€ parte de um circulo de raio igual a geratriz g do cone, figura 7, e o arco desse setor € o com-
primento da circunferéncia da base, ou seja, 2w R. E serd caculada aplicando uma regra de trés

simples:
comprimento | drea
circulo 27g g2
setor 2R A
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Figura 1.41: 4rea lateral

_ (27R).(7g%) -
e
A drea total do cone (A;) é resultante da soma da drea lateral (A;) com a drea da base (A,),

entdo, escrevemos:
A=A +A =A =1.Rg+mR = A, =7R(g+R)

1.0.19 Volume de um cone

Pelo principio de Cavalieri o volume de um cone € igual ao volume de uma pirdmide, se as

areas de suas bases e suas alturas forem iguais e, também se as dreas das sec¢des transversais

Ayh

geradas por um plano «//f forem iguais.Veone = Vipirmidze. Sabendo que Vpirmize = %
Ayh
Entdo, Ve = %

Figura 1.42: principio de Cavalieri

7.R%h
3

Vcone =
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1.0.20 Tronco de cone

Considere um cone circular reto de raio da base R e uma seccao paralela a sua base, de raio r.
Chamamos de tronco de cone o s6lido formado pela base do cone, pela sec¢cao e pelos pontos
entre a base e a sec¢do.

A seccdo e a base do cone sdo as bases do tronco e a distancia entre as bases € a altura do
tronco
O segmento de reta contido na geratriz do cone que tem suas extremidades nas circunferéncias

das bases é a geratriz do tronco.

seccdo do cone (base menor do tronco)

raio da base menor

alturado tronco .
geratriz do tronco

raio da base maior
base maior do tronco

Figura 1.43: tronco de cone

1.0.21 Area lateral e drea total de um tronco de cone reto

Figura 1.44: area do tronco de cone

A demonstracdo da drea lateral do tronco de cone foi proposta no site:
https : | /aulaemvideol.wordpress.com/2011/11/28/geometria—espacial —area—lateral —

do — tronco — de — cone — prova. [3]
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Figura 1.45: tronco de cone

Para tal demonstracao foram aplicados conhecimentos sobre cones e semelhanca de triangulos.
Considere a figura a seguir.

Na figura tem-se um cone reto de raio da base R e geratriz g (em referéncia a "geratriz
grande") e a seccdo deste com um plano paralelo a base que o divide em duas figuras: um cone
menor, de raio da base r e geratriz g, ("geratriz pequena"), e a parte de baixo, que sobrou: o
tronco do cone.

Embora seja utilizado todas as varidveis da figura para demonstragdo, o tronco do cone pode ser

definido por trés varidveis: os raios das duas bases (R e r) e sua geratriz ( na figura, g).

Assim, devemos encontrar uma férmula para calcular sua area lateral (A;) utilizando essas
variaveis.
Primeiramente, define-se a geratriz do cone menor subtraindo a geratriz do tronco da geratriz
do cone maior, ou seja:

8, =8, 8

Notando-se que o cone menor é semelhante ao cone maior, ja que todos os angulos corres-
pondentes da figuras s@o congruentes, pode-se igualar a razdo entre os raios a razao entre as

geratrizes dos dois cones e substituir de acordo com a expressao anterior.

& _ T

=g R=g,r=
=R(g,—g)=rg, =

:>Rgg—Rg:rgg:>
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:>Rgg—rgg:Rg:>

:>gg(R—r):Rg:>

Rg
:>g9:R—r

Conseguimos decobrir como escrever g, apenas em fungéo das varidveis do tronco. Pode-

mos, portanto, definir g, também:

8, =8, 8=
jgp:RRfr_g
:>gp=RRfr— .(l;;::) =
N p:Rg;{gfr—i—gr
:>gp:Rg—rr

Ja estam definidas as duas geratrizes escritas em funcdo das varidveis do tronco. Sabendo
que a area lateral do cone vale drea lateral = 7 . raio da base . geratriz do cone , podemos
encontrar a drea lateral do tronco (A;) subtraindo as dreas laterais do cone maior e do cone
menor:

A(lateral do tronco) — A(lateral cone maior) — A(laretal cone menor) =

= Ay =7Rg, — 7rg, =

Rg rg
= A, = 7R — =
: 7TR—r 7TrR—r
R’g —r’g

A =1—2—2=
=T R—r
R2_r2
jAlzﬂgﬁ:
R R —
:>Al:7rg( + 1) r):>
R—r

= A, =7g(R+r)
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Finalmente chegamos a férmula da érea lateral de um tronco de cone:

A =7gR+r)

Para calcular a area total do tronco de um cone (A;) soma-se a drea lateral A; com a drea

das duas bases, Ag e A,.
A=A +Ap + A, =
= A, =7gR+r)+ 7R+ 11 =
= A, =7.gR+gr+R*+7’ =

= A, =7.[R.(g+R)+r.(g+r)]

1.0.22 Volume de um tronco de cone

Como j4 vimos anteriormente, o tronco de um cone é um sélido formado por duas bases
paralelas e por uma altura H. Assim como em sua drea, o volume desse tronco é obtido pela
diferenca, V; = V5 — V1, onde V5 é o volume do cone maior e V; € o volume do cone menor,

que se encontra contido no maior.

Uma demonstragdo do volume do tronco de cone foi proposta por Kleber Kilian no site
o baricentro da mente. Para tal demonstracao foram aplicados conhecimentos sobre cones e

semelhanca de triangulos. Considere a figura a seguir.

Figura 1.46: tronco de cone

Da figura, destacam-se os tridngulos retangulos:
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R

Figura 1.47: triangulos semelhantes

Por semelhaca de tridngulos, temos:

H+h B R

h r
Dai temos:
(H+ h)r = hH
Hr + hr = hH
hR - hr = Hr
h(R -r) = Hr

H,

h= R -rr - (equacio I)

Como o volume do tronco do cone € dado por, V; = V (cone maior) — V (cone menor)» t€MOs que:

Vt - V(cone maior) — V(cone menor)

_Ap.(H+h)  Ayh

Vi 3 3
7R*.(H+h) 7rih
Vt - -
3 3
7R*H + 7R*h — 7r*h
Vt — 3

V, = g[RzH + R%h — r?h]
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™

Vi 3

[R°H + h(R* — r?)] - (equagdo IT)

Substituindo (I) em (II), temos:

T p2 Hr 2 _ 2
. (R* —
Vt 3[R H+ R-r ( r)]
_ g2 Hr .
Vi=3IR°H+ o— (R+r)(R-r)]
T p2
Vi=3[R°H + Hr(R +r)]
H
Vtz%[R2+r.(R+r)]
H
Vt:%[R2+Rr+r2]

Finalmente, chegamos na férmula do célculo do volume de um tronco de cone.

H
Vt = %(R2 +R.r+r2)

1.0.23 Aplicacao da formula do volume do tronco de cone

Use a féormula acima para calcular o volume do tronco de cone na figura abaixo:

Figura 1.48: tronco de cone para cédlculo do volume

H
Vt = 7TT(RQ +R.r+r2)
4
V= T 3cm.((5 cm)® 4 5 cm.3cm + (3 cm)?)
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4 cm

V= (49 em*)7

196 cm®7

Vr = 5

Vr = 205,25 cm®

1.0.24 Interatividade

No software GeoGebra foram construidos um cone € um tronco de cone e estdao disponiveis

para manipulacdes de suaa dimensdes e obten¢do de diferentes resultados para seus volumes.

» Janela de Visualizagdo

raio(R) = 2.5em
R ——

Entrada:

altura(h) = 4.6cm

Bl lALb]ojol4l]-=) ) =

~ Janela de Visualizagdo 3D
ACY D> T wv I~

|

Area da base Volume do cone
A, = n.R? v A,j. h
A= (2.5cm)> 3 )
A, = 19.6 cm? V — (19.6cm?). 4. 6cm
3
vV — 90.9 cm?

3
V = 30.3 cm®

Figura 1.49: volume do cone
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BlALAL Ml sle]4]0] <Njed

» Janela de Visualizagio » Janela de Visvalizagéo 3D

[ Volume do tronco de cone ‘

Ve mhr(R*+ R.r+r?)
altura do tronco = 2 cm e 3
Vi 3,16 . Zem .((5cm)’ + Sem, 3em 4+ (3cm)’)
[ ] 3
V= 2.09cm.(49cm?)
V= 102. 63 cm®

raio da base menor = 3 cm
raio da base maior = 5 cm
O
Entrada:

Figura 1.50: volume do tronco de cone
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Esfera

As esferas sdo solidos geométricos bastante diferentes dos outros: dos prismas e das piramides
que possuem vértices, aresta, faces e bases, somente superficies planas; dos cilindros e cones
que ndo possuem arestas nem faces e apresentam superficies planas e ndo-planas. As esferas
ndo apresenta nenhuma parte plana em sua superficie e sua parte visivel e ndo-visivel apresenta

sempre a mesma forma, qualquer que seja posicdo que a observemos.

Definicao 1.6. Esfera é o solido geométrico obitido pela rotagdo de um semicirculo de cetro O

e raio R em torno da reta suporte de seu didmetro.

Figura 1.51: esfera

Volume da esfera

Uma das demosntragdes do volume da esfera pode ser acessada no site:
http : | /Jwww.obaricentrodamente.com/2009/06 /demonstracao — formula — volume —
de — esfera.html
Nessa demonstracao, o criador do site, Kleber Kilhian usa o concetito de integral definida para

chegar a férmula do volume da esfera.

4R

V.
3
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Usando a férmula acima, determinar o volume da esfera da figura 2, de raio 5 cm.

R = 5cm

Figura 1.52: esfera de raio Scm

4.7 R?
V, =
3
v, — 4.(5 c:;n)3 7r
V. — 4.125;m3.7r
V. = 523,60 cm®

Area da superficie esférica

Na mesma demonstracao, ele também chega a férmula da area da superficie de uma esfera.

A, =4.7.R?

Usando a férmula acima determinar a area da superficie da esfera da figura 2.

A, =4.7.R?
A, =4.(5cm)’.w
A, = 4.257cm?

A, = 314,16 cm®
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Bl A > olelelAle) < x]-] +]

» Janela de Visualizacdo

Raio = 3 cm

Entrada:

» Janela de Visualizagéo 3D

Area da superficie esférica

A, =4.71R’

A, =4.(3cm)’ 1
A, =497 cm’
A.=113.1 cm’

Volume da esfera

~.mR3

.(Bem)i

27em®.

m
ulﬁ&l»h-w sh

V.
V.=
V.
\%

|_|
Cﬁ
[
=]
8
w

E

Figura 1.53: esfera construida no GeoGebra
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Consideracoes Finais

No desenvolvimento desse trabalho foi levado em consideracao a necessidade de tornar
cada vez mais presente no cotidiano dos nossos alunos o estudo de geometria espacial, fazendo
com que o aprendizado aconteca de forma significativa e duradoura. Alguns empecilhos podem
surgir no momento de tentar utilizar esse trabalho em sala de aula ou em qualquer outro ambi-
ente, por exemplo: a ndo disponibilizacdo de computadores ou similares para atender a demanda
dos alunos, falta de servigo de internet para download do software e dos s6lidos geométricos,
mas em contra-partida, ja estd disponivel uma versdao do GeoGebra 5.0.374.0 para celulares que
utilizam sistemas operacionais Android. Como o Android € o sistema operacional mais usado
pela maioria dos celulares, o download pode ser feito pelos préprios alunos em seus aparelhos,
e depois utilizados em sala de aula, uma forma de deixar mais proximo da realidade deles o
ensino da geometria. A manipulagcdo dos sélidos trabalhados cotidianamente na geometria es-
pacial € muito importante para que os alunos consigam compreender o cédlculo de suas dreas
e de seus volumes e a visualizacdo em 3 dimensdes, proporcionada pelo GeoGebra, enfatiza,
tornar real a ideia que se tinha dos conceitos e propriedades. Espero que este trabalho possa
realmente contribuir com a pratica docente dos colegas professores que vierem utilizd-lo e que

cada vez mais possamos dinamizar o processo de ensino aprendizagem.
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