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RESUMO

Este trabalho traz uma questéo contextualizada utilizada em livros de célculo e fisica,
revistas de matematicas, edigoes técnicas, também encontrada em exames de acesso
a universidades brasileiras e instituices exteriores. A matematica sera apresentada
nao s6 como uma disciplina de anélise pura, mas como uma ferramenta de apoio
interdisciplinar. Este problema classico de fisica provocou uma grande repercusséo
na comunidade dos mais proficuos e iluminados matematicos. Este contexto histérico
é atualmente empregado como exercicio de uma disciplina didatica na construgdo do
aprendizado e do saber. O objetivo da contextualizagdo é ajudar na fixagao dos
conceitos basicos, muitas vezes omissos ou negligenciados em sala de aula. Também
visa consolidar uma base de apoio para educadores, uma vez que foi realizada uma
pesquisa nas mais diversas literaturas disponiveis.

Palavras-chave: Série Harmonica, Soma dos inversos dos nlimeros naturais, Séries
divergentes.



ABSTRACT

This workbrings a contextualized question used in calculus and physics books, math
magazines, technical issues, also found in exams to Access Brazilian universities and
external institutions. Mathematics will be presented not only as a pure analytical
discipline, but as na interdisciplinary support tool. This classic problem of physics
provoked a great repercussion in the community of the most prolific and enlightened
mathematicians. This historical context is currently used as na exercise of didactic
discipline in the construction of learning and knowledge. The purpose of
contextualization isto help in setting the basic concepts of term overlooked or
neglected in the classroom. It also aims to consolidate a base of support for educators,
since a research was carried out in the most diverse literature available.

Keywords: Harmonic Series, Sum of the inverses of natural numbers, Divergent
series.



LISTAS DE SIGLAS UTILIZADAS

UFAM — Universidade Federal do Amazonas

SBM — Sociedade Brasileira de Matematica

IMPA — Instituto de Matemética Pura e Aplicada

CAPES - Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior

PROFMAT - Poés-graduagdo stricto sensu para aprimoramento da formagio
profissional de professores de matematica da educacgéo bésica.

MEC — Ministério da Educacao e Cultura
[TA - Instituto Tecnoldgico de Aerondautica
ENEM — Exame Nacional do Ensino Médio
RPM — Revista do professor de Matematica
SiSU — Sistema de Selecao Unificada

ICM — Congresso Internacional de Matematicos



SUMARIO

T INTRODUGAD ..ot e et eee et etee s eaeaneneeeeeesenesaneesnenanas 09
2. 0 PROBLEMA ...cocvsimiimmmmmani s v sy s s sevvs s s o e o s 12
2.1.- O enunciado da QUESTAD. . .vuueerieriieeeeieeeeeeeeeeenre e e e e ae e e s et e e eeeeeeeeeeenens 12
2:2:=.A Resolugdnido Problemtl . vmrmsmirinisissai s s v s s 12
RS NS To] (8o Tole (o3 o (o] o] =] 1 o= W 13
3. DESENVOLVIMENTO ....ccoiiiiiiiiiiieiceteierciisecesese s esssssesesssees e sssessssssasesessasessseenns 15
K B N Y o F= 1Yo [ Y T 15
B, APLICAGOES ...ttt ettt et s s s ene s nas e e e n e e e 23
4.1.- Utilizando desigualdade da ANElISE .........cccevereriiee e e ceceraee e e e ee e 23
4.2~ AIBUM A& FIGUINNES «...oveeeeeeee e eeae s eeen s s eee e eseesee et eseseneeeeeeseeaseeaeens 25
4.3.- Um Problema de Engenharia de Petrole .o iccieriiieee e e sesane 28
5. CONCLUSAD........coeeicurincietete st eesss s s s sssss s s s s ansssss s s s sassssssanerans 29
B APENIIIEES -cscsusuumissiionsnsssssssnssiwsnssnsssmssss vy v a s  Sa R adi 30
ST B 071 (o[ e L= 22 TSR 30
6.2~ Comportamerio da FUNgas Zeta s samsims st 31
6.3.- A Prova dos Infinitos NOMEeros Primos .......ueeeeeiieeceeeee e 32
T ANEXOS ciioninivmimminninsviasmin i e omsst oo siag s e s sis s s saanss s avunvany 33
7.1.- Breve revisao de [0garitmos ..o a3
7.2.- Convergéncia das séries hipergeométricas (super-harménicas) ............ 34
7.3.- Expresséo da funcédo Zeta de Riemann para primeira faixa ................... 35

8. REFERENCIAS ... e e e s e 37



1. INTRODUCAO

A motivagao, consequentemente objetivo deste trabalho foi interligar, conectar
diversas areas do conhecimento, ideias e conceitos por exemplo, que sao esquecidos
ou desprezados nos ensinos basico ou fundamental ou médio.

O MEC, através do ENEM, implementou na década de 90 questdes
contextualizadas visando melhor avaliar as habilidades dos alunos egressos do ensino
médio. Também j& se registravam essas préaticas entre outras instituicdes, adotavam
questdes contextualizadas em seus vestibulares, principalmente na segunda fase,
com gquestbes discursivas ou abertas. Por forga da federalizacéo e reducéo de custos,
a adesdo das universidades publicas na adocao do ENEM, como admissdao em suas
faculdades, foi indiscutivelmente fator preponderante nessa consolidagdo. Ainda
merece destague o papel do SiSU, o qual reduziu a maratona de exames submetidos
aos alunos secundaristas e demais interessados, a oportunidade de visualizacéo
nacional de suas preferéncias e vocacoes, auxiliando a melhor alocacao de recursos
humanos.

Neste trabalho € apresentado e analisado um problema utilizado na admissao
em institugbes brasileiras e internacionais, bem como livros texto adotados na
formacdo académica destas institugdes. Este problema foi utilizado mais
recentemente no vestibular do ITA 2009 e, em 1974, foi utilizado na admissdo na
Universidade Estatal Lomonossov de Moscou. Nos livros de Célculo pesquisados é
encontrado direta ou indiretamente na andlise de séries infinitas. Foi adaptado para
retratar diretamente uma questio resolvida por Leonardo Euler. Esta resolugao
despertou o desenvolvimento de estudos minuciosos da Teoria dos Nimeros,
promoveu uma revisao conceitual sobre limites e infinito. Portanto a contextualizacao
trouxe uma conexao histérica e seus desdobramentos em diversas &reas do
conhecimento.

No préximo capitulo iniciamos com o enunciado da questao e em seguida
apresentaremos duas resolugbes do problema. A interpretacdo desta resolucédo
desencadeia a analise minuciosa feita por Leonardo Euler sobre série harmdnica.
Mostramos ainda neste capitulo trés demonstracoes que a série harménica nao era

convergente e assim concluimos o capitulo com a solugdo completa do problema. O
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resultado surpreendeu a comunidade de matematicos da época e despertou interesse
no aprimoramento deste assunto.

No capitulo seguinte apresentamos o desenvolvimento da analise da série
harménica por Leonardo Euler, o qual aprofundou estudos de logaritmos e apresentou
uma expressao convergente envolvendo a série harménica, obtendo um ndmero
conhecido por constante de Euler-Mascheroni e, através da criago da funcao Zeta,
estabeleceu uma conexdo entre os nimeros primos, demonstrando de forma
elegante, o que ja sido provado por Euclides que o niimeros primos sao infinitos.
Apresentamos um inserto, para utilizacéo em sala de aula, sobre uma expressao para
o calculo de uma tabela de logaritmo, bastante simples e pratica. Ainda neste capitulo
exibimos um tratamento realizado por Bernardo Riemann, o qual estendeu o dominio
da fungéo Zeta para o conjunto dos complexos, cfiou uma fungdo analitica para
valores da parte real inferiores a uma unidade. Formalizamos o enunciado de um
problema aberto sugerido por Riemann, ainda hoje provoca arrepios. Também neste
capitulo mostramos a conexdo do teorema de Gauss sobre o padrao dos nlmeros
primos.

No préximo capitulo iniciamos com utilizagdo de expressdes incidentais
obtidas na analise da série harménica, inicialmente enfocamos um problema de
demonstracéo engenhosa é resolvido de maneira extremamente simples. Também
uma bela demonstragéo para relagéo entre as médias obtida por Pélya. Em seguida
apresentamos algumas aplicacbes e implicagdes da expressdo demonstrada por
Euler. Primeiramente, de maneira lidica, empregamos o resultado de Euler para
auxiliar na resolugdo do problema do é&lbum de figurinhas. Nesta ocasido
aproveitamos para mostrar o comportamento do crescimento extremamente lento da
série harménica. No segundo exemplo mostramos a resolucéo de um problema de
engenharia, assim informando uma aplicagdo pratica da expressdo de Euler.
Informamos de maneira rapida, en passant, a relagdo entre a fungio Exponencial-
integral com a expressao de Euler e a fungao logaritmo-integral.

Em seguida iniciamos um capitulo de apéndices com um problema classico
resolvido por Euler, o problema da Basileia, apresentamos uma resolucéo alternativa
envolvendo expressdes obtidas neste trabalho, surpreendentemente no dominio dos
complexos. Também apresentamos o comportamento da convergéncia das séries

hipergeomeétrica. Novamente uma prova sobre infinidade dos nimeros primos, bem
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como a soma dos seus inversos dos primos é divergente. Finalizamos o capitulo com
uma informagao histérica de mais uma tentativa da demonstracdo da hip6tese de
Riemann.

Finalmente concluimos com um apanhado geral deste trabalho e as

perspectivas auspiciosas para entendimento de conceitos inquietantes sobre limites e
infinitos.



2. 0 PROBLEMA

2.1 O Enunciado da Questao’:

Ateé que ponto podemos estender uma pilha de livros idénticos (de massa m e
tamanho L) sem que a pilha vire, conforme figura 1?

Figura 1: Pilha de livros

Esta questdo, um tanto simples no enunciado, revelou-se um problema
complexo. Apbés o tratamento fisico envolvido apresentou uma série que
inquietou matematicos e proporcionou o desenvolvimento de um capitulo
primoroso do célculo sobre limites e o conceito de extrema delicadeza de infinito.
Ajudou a postular um problema até hoje sem solugéo: a hipétese de Riemann.
Num capitulo recente da histéria o britdnico Michael Atiyah2, de 89 anos, afirmou
que havia resolvido a hipétese de Riemann, um problema matemético de 160
anos. Ele apresentou a solugéo durante o Férum Laureate de Heidelberg, na
Alemanha, numa segunda-feira (24/09/2018). Se as respostas fossem
confirmadas, ele iria receber US$ 1 milhao como premiagéo do feito. A resposta
de Atiyah foi verificada por outros matematicos e s6 seria publicada em um
periddico cientifico se totalmente aceita. Caso fosse comprovada, ele poderia
reivindicar o prémio em dinheiro do Clay Mathematics Institute of Cambridge
(CMI) — o problema de Riemann é um dos sete "Prémios do Milénio" nao
solucionados do CMI, que valem US$ 1 milhdo cada um. Porém nao foi
confirmada sua prova.

2.2 A Resolugao do Problema:

Primeiramente considere dois elementos, o de massa m(n-1), formados por (n-
1) livros, representado na figura 2 em amarelo e apenas um livro de massa m
em azul. Adotando como referéncia a borda do Ultimo livro superior. Entao a
ordenada do centro de massa (CM) do conjunto serd obtida como média
ponderada entre as massas e suas respectivas ordenadas:

'Apresentado aqui uma adaptacdo das questdes publicadas em diversos livros e revistas. [11121[415]

2 Michael Atiyah, medalha Fields de 1966 e Prémio Abel de 2004. Participou do ICM 2018
no Brasil. Faleceu em 11 de janeiro de 2018.
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Centro dos Centro dos L
n livros (n—1) livros . Referéncia
(cm)

n

W=

W il
A

Figura 2: Livros Discretizados.
L
X = Dn—l + E;

Pidy = Pydy = mug(xey — %) = myg(x, — Xenp); Figura 3.

mqx1+mpx: R
& Ko = %er—za; (1) média ponderada com as massas
1 2

Aplicando na figura 2:

L
D. = Dy, s(n—1)+=x1 = Dy y(n—1)+ Dy +E
i n—1+1 n n

L
“ Dp =Dy 4 “[“E;; (2)

Esta solucao € mais simpatica aos matematicos.

Figura 3. Centro de Massa

Segunda resolugdo utilizando o conceito fisico de equilibrio dos corpos rigidos.
Se um sistema esta em equilibrio, o somatério dos momentos em qualquer ponto
do sistema € nulo. Neste caso tomou-se como referéncia o canto da perna da

Utilizando o momento no ponto O no canto da mesa, conforme Figura 4.

S, =0
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Figura 4: Livros Discretizados
Utilizando a primeira recorréncia:

L

L
Dp=Dpq+—=Dpp+——+—
nTond "2 2(n—1) 2n

Zn

oLl L L, L L_Lg 1,1 1
"T 21 22 23 +2(n—1)+5_5( +5+§+"'+E)

Aqui comega toda a analise matematica da questéo, era preciso saber se este
somatodrio era convergente ou divergente quando n cresce indefinidamente. Ja
se sabia que muitas séries infinitas com termos decrescentes tenderiam
convergir. Um caso emblematico foi a quadratura da parabola por Arquimedes?®.

2.3 A Solugéo do Problema

2.3.1 A prova de Euler [2]
1

s 1,1 1 w 1
SBJ&%I_EI;}S:1+E+§-§-Z+...;=Hn=2n=1;;(4)

1. 1 1 . , ,
51 =1+ -3' + E + ; + --- a soma dos inversos dos nlmeros impares

5 | 1 1 1 . .
S, = S + = + = + --- a2 soma dos inversos dos nimeros pares

(a)51 > 52
(b) 8= 51 + Sz

mas S, =%(1+%+§+%+---) =%S

(b) contradiz (a) conclui-se que S diverge.

Desta forma conclui-se que permite empilhar infinitos livros sem tombamento.*

SArguimedes (287 a.C. — 212 a.C.) provou que a area compreendida pela pardbola e uma
secante é 4/3 da 4rea do tridngulo tomando como base a secante e o vértice no encontro
da tangente a parabola paralela a secante.

4Considerando-se a Terra plana
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2.3.2 A prova de Nicole Oresme [10]
Ele observou que:

1,1 1.1 1

371721253

1 11 1 1 1 1 1 1
sTsT77 8" ststets ™2

Lot ppmgora L Lo 1,1 1
9 10 15 167 16 16 16 16 2

Assim por diante, logo:

1+1+1+1+ >1+1+1+1

2 3 4 A
e, como a soma de um numerc infinito de parcelas iguais a 2 cresce
indefinidamente, a série diverge.

2.3.3 A prova de Pietro Mengoli [10]

Esta prova baseia-se na desigualdade abaixo:

1 | 1 3

— > —

n—1 n n+l n
A prova é simples:

1 11 3#—4k> 3 -3 3
n—-1'n n+l nm2—-1)" nm?-1) n
Assim,

1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+ >
2 3456 7 8 9 10 11 12 13 14

1+3+3+3+3+ I R A P
3'6 9 12 zt3Tatstet7 gt

Repetindo-se indefinidamente essa operacdo, teremos uma soma da série
harménica maior do que a soma de um numero ilimitado de parcelas iguais a 1,
portanto ela diverge.

3. DESENVOLVIMENTO

3.1 A ANALISE DE EULER

Antes de enirarmos no desenvolvimento desta profunda analise da série
harménica ndo podemos esquecer de homenagear a contribuicdo de um
génio da Matematica, Leonhard Paul Euler (1707-1783), aqui nas palavras
de Gilberto Garbi.®

*Gilberto G. Garbi € engenheiro formado no ITA e, desde 1969, executivo de empresas de
telecomunicagéo. E o autor do O Romance das equagbes algébricas, prémio Jabuti em
1998.
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[...] incomparavel Leonhard Euler, indiscutivelmente o matematico
que mais produziu em todos os tempos. Euler era dotado de uma
capacidade sem similar de criar novas teorias e de ver coisas originais
mesmo em teorias matemdticas e de ver coisas originais mesmo em
campos que ja pareciam ter sido esgotadas por estudos de outros que
o precederam. Dizia-se de Euler que ele calculava com a facilidade
com gue os outros respiravam e que nao havia campo da Matematica
que ele tocara sem deixa-lo enriquecido. A vida de Euler constitui um
dos mais belos capitulos da histéria da Matematica ndo apenas por
seus grandes feitos, mas, também, arduas condigdes que enfrentou na
vida, inclusive o fato de haver perdido uma das vistas com apenas 27
anos e ter permanecido totalmente cego por 17 anos, até falecer. Por
incrivel que possa parecer, mesmo cego Euler produziu verdadeiras
obras-primas, realizando mentalmente complexos célculos e ditando-
os a um de seus 13 filhos, que servia de secretério. Euler costumava
descobrir teoremas simplesmente praticando com niimeros os mais
variados exercicios e brincadeiras para, em seguida, observar o que
acontecia com os resultados. Valendo-se da sua intimidade com a
Aritmética, pesquisou a série harménica e nela descobriu fatos
admiraveis, por exemplo que a soma de n termos daquela série tem
uma relagéo muito préxima com o logaritmo natura de n, & medida que
n cresce. Isso néo deve ter sido muito dificil, pois basta preparar uma
tabela contendo as somas de n termos da série e procurar aquilo que
se costuma chamar de um padréo de comportamento. Como Euler
conhecia de cor tabelas logaritmicas, trigonométricas e muitas outras,
n&o deixaria de perceber que os logaritmos naturais estavam ligados a
quest&o. A prova disso, entretanto, ndo era simples e para chegar a ela
Euler realizou um trabalho brilhante. Vale a pena conhecé-lo, como
exemplo de sua capacidade de intuir caminhos que ninguém além dele
conseguia enxergar.

Primeiramente recordaremos algumas expressoes geradoras de
alguns polindmios:

SE)=1+x+ x2+x3+xt+ -
SG)=14+x1+ x>+ x3+x*+-)
SE)=14+xSx)=>Sx)(1-x)=1

1
% Slxy= Tx) quando |x| < 1

(

———=1+x+x*+x3+x*+x° +x6..6; (5)
(1-x)

O grande matematico suico Leonardo Euler chegou, algumas vezes,
a conclusdes equivocadas [6]. Por exemplo deduziu que se x = —1:

1
7=1-1+1-1+1-1+1—-

80btidos também com a série de Colin Maclaurin em 1720



17

O matematico Ramanujan’ também trouxe expressdes chocantes
referentes ao raciocinio sobre o infinito, por exemplo:

5 =1-243—-4+5-6+7—8+9—--

S$= 1-2+3-445-6+7—8+9—-

25 =1-1+1-1+1-141—r;2 §=3

S =1+2+3+4+5+6+7+8+9+--
$;=1-2+3-4+5—-6+7—8+9—--
$—5=4+84+12+164+20+24+28 + -

S =85 =4(1+2+34+44+54+6+7+-)

1
S =5 =45; = S=—5:0)

Mas ainda:
5=1+2+3+4)+(GB+6+7)+(8+9+10)+ -
5 =14+9+18+274+364+45+54+63+72+ -
S5=14+9(1+2+3+4+5+6+7+8+9+-)

5=14+95=>5=-530)

Despertou a curiosidade dos cientistas iluministas iluminados e a
perplexidade na comunidade dos matematicos era grande. Desde o paradoxo de
Zenao® a inquietude para tratar esta questéo era crescente, reuniram-se as mais
brilhantes mentes. Finalmente uma proposta formal foi elaborada por Bolzano-
Weierstrass® pois um ponto pacifico nesta polémica. Primeiramente carece de
algumas definicdes para enunciar este Teorema.

Uma sequéncia {a,} € crescente se a, < a,;+4 para vn € N. Ou seja,
a; <a; <--ap—1 <a, . A sequéncia é decrescente se a, > a,,, para todo n
natural. As sequéncias {a,} sdo mondtonas se elas forem crescentes ou
decrescentes. Diz-se que uma sequéncia {a,} € limitada se existirem dois
valores A e B tal que A<a,<B,vn € N.TEOREMA: toda sequéncia
monotona (crescente ou decrescente) limitada converge.

Demonstracdo: Seja {a,} uma sequéncia decrescente limitada. Como
{a,} é limitada existirao varios nimeros 4; para os quais a, > 4; ,Vn € N; seja
L o menor valor de 4;. Podemos dizer que para cada € > 0, existe um indice k tal
que a; > L — €, pois que, se a, = L — €V n, entdo o0 maior dos numeros A; seria

L — € e nao L. Assim sendo, podemos escrever que, para cada € > 0, existe k

’Srinivasa Ramanujan matematico indiano (1887 — 1920)

8 Zenao de Eleia filosofo pré-socratico, inconsisténcia de conceitos de movimento
° Bernard Bolzano matematico tcheco (1741-1848)

¢ Karl Weierstrass matematico alemao (1815-1897)
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tal que: L— e<L<a,<L+e(x). Considerando que supusemos {a,}

decrescente, temos Vn > j = a, < 4; e, portanto, a desigualdade () ficara:

L—e<a,<L+ceou]a,—Ll<em
O que nos diz que L é o limite da sequéncia, ou seja, concluimos que a sequéncia
é convergente. A demonstracdo para sequéncia monétona crescente é analoga.

Retomando a analise de Leonardo Euler. Ele utilizou a expresséo (5) acima na
sua analise. Observando o gréafico 1 da fungéof (x) = —?1;:

Y

1
f(x)=;

I N Y

Gréafico 1: Funcéo positiva da Hipérbole Equilatera

A area abaixo do gréaficol fungao no intervalo [1,x] é definida como logaritmo
natural In(x), portando:

1
[area do retangulo laranja] =1 < In(x) < (x — 1)[area laranja mais cinza]

Fazendo y = (x — 1) fica: ﬁ <ln(y+1) <y;

subsituindo y = %;
% < In (%) =4 %; multiplicando por (—1) fica;

1 il 1
— < —In (;) L portanto;
0(1 / (1+t)<1 1 .
t "\t tT1v ©®
Fazendot =1,2,3,4,...,(n—1),sendo (n > 1)
1
O<1—ln(2)<1——2— t=1
0<1 n(3)+1 (2)<1 ! =2
7~ ) +in2) <5 -3 -
0<1 In(4)+1 (3)<1 ! t=3
s 37 2 -
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1 1 1
O<——ln(n)+ln(n—1) <———
1 -1 n

Somando todas as desugualdades, temos:

Il

2
I

=

1 1
;<Hn_1+g—ln(n)<1=>O<Hn—ln(n)<1, n>1)

Seja a sequéncia{a,}, onde a, = H, — In(n). Entdo sabemos0 < a, < 1
Vamos mostrar agora que a; > a, > as > a, > -Gy > Apeq YN € N*,
1

n+1
an_an+1=Hn—ln(n)—Hn+1+ln(n+1)=ln( - )_n+1>0

Ou seja, a, > a,.4.

concluimos que a sequéncia {a, } € mondtona decrescente e limitada.°

Entao o Iimiterllirn [H, — In(n)] existe. Assim: y = lim[H,, — In(n)]; (7)
—C0 n—oo

Esta constante y € chamada de constante de Euler-Mascheroni. Até hoje nao
se sabe se é ou nao racional, seu valor aproximado é:

Y = 0,5772156649015328606065120900824024310421

Abaixo mostra a aproximacao do somatério da série harménica comparado com
a expressao de Euler:

=

]
I
1

H,
e

[
LSS0 S B

8, i0 Z0 30 40 S0

n
Grafico 2: Comparagao da série Harmdnica com a aproximagédo de Euler

Esta descoberta de Euler permite, entre outras coisas, estimar com boa
aproximacdo o valor da soma da série harménica sem calculos muito

trabalhosos. Em seus estudos sobre a série harménica, Euler definiu a funcao

10Critério de convergéncia de Cauchy (Augustin Louis Cauchy matematico francés)
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Zeta através somatdrio da série dos inversos das poténcias dos nimeros

naturais:
1 1 1. 1 1 1 1
{(x) = Ymee (—nx) =1ttt ztoto+ 5.0

parax > 1 converge e para 0 < x < 1 diverge.
Pesquisando a funcdo Zeta, Euler conseguiu relacionar campos

aparentemente isolados da Matemaética e provar que a divergéncia da série
harménica implica a existéncia de infinitos nlimeros primos.

1 1 1 1 1 1
(W =1t v bttt
1 1 1 1 1 1 , .
z—gC(x) S +4—x + o + = + 107 + E-k --- 05 denominadores miltiplos de 2
il 1 1 1 1
g(x)(l_z_x):1+3_x+5_x+ﬁ+9_x+m
1 1 1 1 1
5;((x)(1——)=—+—+

% 3= o T ex + 217 + -+ 05 denominadores miltiplos de 3
il ! ) (1 ! =14 ! 5% ! + ! + L +
(&) ( 2% 3x) BT R TR TTRETT:

Nessa reiterada operagao, relativamente similar ao crivo de
Erastéstenes'?, eliminaremos as poténcias com os niimeros primos. Admitindo

que p seja o Ultimo primo, finalmente fica:

40 (1-55) (1-52) (1-5) - (1-5) =1
T E-PE-3-

Mas para x =1
1

()= (1-9)(-3(-3)-(-3)

Porém como visto antes {(1) & divergente! contradiz a hipétese= p — oo

logo,

T

"Também conhecida como séries hipergeométricas
2Eratostenes de Cirene matemaético grego (276 aC — 194 aC)
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Yne1 ™t = [, —p™)71; (8), onde p sdo os nimeros primos

Tudo parecia transcorrer harmoniosamente bem resolvido, quando
Riemann', nao satisfeito, resolveu investigar a fungdo Zeta. Estendeu o dominio
dessa belissima fungdo para o conjunto dos nimeros complexos. Entdo
Riemann definiu a fungdo Zeta no plano Argand-Gauss, formado por dois eixos

perpendiculares, um real e outro comparte complexa (imaginaria), Figura 4.

A
o
)

Y

Figura 4: Representacao do Plano Argand-Gauss

Seja o complexoz = x + iy dafigura4;ondei = v—1.
lz|:=p=+/x2+ y? seumobdulo; cos(8) =g e sen(6) =%
Substituindo ficaz = p[cos(6) + isen(6)]; na forma polar.

tomando-se p = 1; um complexo com maodulo unitario.

Fica: z = cos(8) + isen(8) = z—g = —sen(6) + icos() = iz

“dz @ ; :
—= j’ ide =In(z) =i ~z=e" - e = cos(8) + isen(0)
1 2 0
Para @ = 1,4 teremos e™ = —1, ou ainda, e™ + 1 = 0; (9)

Esta Ultima expressao relaciona os cincos principais nimeros da matematica.'

T =T . (7 i T 5 b3 2y
Também i'= e z; pois i* = eln@: sabendo-se qgue i = cos (E) + isen (E) = ez

8Bernhard Riemann matematico alemao (1826 — 1866)
14 Expresséo atribuida a Leonhard Euler
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e iln( ez) . Ip2 =L a .
‘= g =1 = ez =e 2 Um resultado surpreendente, a poténcia de dois
nimeros complexos pode resultar num niimero real!

; L ;X . . ;
De outra forma Vi=ii= i~‘= ez, ou seja, a radiciacdo de dois complexos
também poder um nlimero reall

Continuando com estudos da fungéo Zeta, Riemann conseguiu uma fungdo
analitica para a funcao Zeta em C\{1}.

OHETR
1—s+ Z

Na primeira regido, com R(s) > 1, nao existem raizes;

Na terceira regido, com R(s) < 0, as raizes sdo com s = {—2,—4,—6, ... };

Pois o sen (’T?S) =0=2>s==-2n |n € N*; estas raizes sao ditas triviais.

RETA CRITICA

Iw

ZERQS NAO
TRIVIAIS

Funcdo Zeta {(s)

, ®
/~ ZEROS TRIVIAIS =

\ bd '7 ; L
\'f_4 -3 -%,‘ -1 , 1 2 3 Re
CONTINUIDADE COMPLEXA « » DOMINIO ORIGINAL

FAIXA CRITICA

O zeros NAO TRIVIAIS da fungio Zeta sio do tipoz + yi

Figura 5: Representacéo da Fungéo Zeta de Riemann

Finalmente enunciada a hipétese de Riemann:
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Os zeros nao triviais da fungéo Zeta, situados na segunda faixa (faixa critica),
sdo da forma % + yi, ou seja, todos os zeros néo triviais da fungio Zeta tém parte

real meio ('2), na faixa 0 < R(s) < 1. Esta questio esta entre os problemas
abertos divulgados por Hilbert™ no inicio do século 20 (Congresso Internacional
de Matematico em Paris 1900). Existe um prémio de um milhdo de délares para
quem o resolver. Também é importante destacar que o estudo da funcéo Zeta
aperfeicoou o Teorema do Nimeros Primos (TNP) de Gauss'®:
Seja n(x) a quantidade de nimeros de primos menores que x.

T(N)

lim ——= = 1 por Gauss;
N-—co ()
-y _ rx dt | ; 5 G g
Seja: Ll(x) = fz ;(5, conhecida como fungéo logaritmica-integral.

Temos r(x) =~ Li(x) por Tchebychef'” como melhor aproximagdo, conforme
apresenta grafico 3.

X

Li(x) &)

150 -
xflog(x)
100 -
50 A
T T T - T X
200 400 600 800 1000
Grafico 3: Fungéo m(x) — naimeros de primos até x
4. APLICACOES

15David Hilbert matematico alemao (1865 — 1943)
8Carl Friedrich Gauss matematico alemao (1777 — 1855)
17 Pafnuti Tchebychef matematico Russo (1821 — 1894)
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4.1 Tabela de Logaritmos naturais

1
(1_x)=1+x+x2+x3+x4+x5+x6...

A integracao desta expressao fornece identidades muito (teis.

(A+t+t2+3+t*+t5+1¢5..)dt
f(l—x) L )

¥ g g _
ln(l—x)——x——z -3 ——4+---(1)
42 g8 g4
I = A o e
n(l+x)=x 2+3 + - (i)
I 1 1 1
dox=1:In2)=1—-S+c——d=m-
fazendo x n(2) >+3 4+5

Série Harménica alternada converge!!!

2 In [gfg] = 2(x+§+x;+ - ) (D) - ()

Ainda,

1 (1+x) x3 5 2n+1

- = tanh™1(x) = —+— Z
Zn(l—x)] anh™(x) = x+3+ + - 1’ ; (10)

Com esta expresséao é construida facilmente uma tabela de logaritmos, pois
converge muito rapidamente. Facilmente implementado um algoritmo para
determinag@o de um logaritmo natural de um ndmero inteiro positivo. Esta
expresséao é ufilizada nas calculadoras cientificas.

Basta fazermos a mudanca de variavel:
1+x yv—1

y=1_x :>x=m; comy>0=>0<x<1
Por exemploy = 2 -:x=%; assim:
1\3 1\°
ln(2)=% %+%+%+--
N3 73y 13 /1\°
In(4) =21In(2) ~ In(4)=%§+£§—;—+—(g—3—~+ = %”P(%—}-g%—{---

4.2 Utilizando a desigualdade da Anélise de Euler

80btida primeiramente por James Gregory em 1668 [6]



25

Registaremos algumas aplicagbes da desigualdade vista na anélise da fungio
logaritmo natural.

Inx) <(x—1)=2>x<exl

Fazendo x = %;
Y
v_ ee
2. ale ) 52 ye ey
e e e

Assim, e™ > m®, uma prova simples e elegante. Na literatura normalmente se
utiliza a fungdo: f(x) = x* ", seu maximo em x = e (2,71828182846 ...). Assim
(e6™)" > (@)™,

o

1.44466

1 0 1 2 M 4 5
(2.718281828)

Grafico 4: Func¢do de auxiliar

Demonstragdo imaginada por Pélya'® para a desigualdade A>G, isto é, média
aritmética maior ou igual a média geométrica

q:
Seja o conjunto P = {a;} | a; € R} temos A = %E?ﬂ a;; G =TIl al.
e(%)_l > A, =1
A
az a
(7)_1 > —2 =
e 2=~ i

E claro que a igualdade vale se, e somente se, % —1 =0, ou seja,

%George Polya matematico hiingaro (1888-13585)
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a;=AVi=12,..,n.
Multiplicando todas as desigualdades, temos:

aytagt-tany_ aq.dy ... a
ol g, o Wl ity
> yo ;
Mas, a; + a, + ---+ a,, = n4 logo,

122—“OUAZG.

Também:
1 1 1 A4 1
(a1+a2+a_3+a_4+“'+g >TL 1 1 1 1
n —oJdag ey as e, ay
(1|1|1,1,m|1)
a1|a2|a3|a4l Ian 1 .
n — Najazazay..ay’
" n
V102030, ... 0y = 5 =G=>H

- 1 1 1 1
(ot t D)

aq a; as Qg an
A= al*“Z*“i“‘**'“*“”; Média Aritmética.

G = \/ay.a,.03. a4 ... ay; Média Geométrica.
H _ mn

S L U
a1 az az 4ag an

Assm:A=>=GC=Hmnm

A seguir outra questao que ilustra a utilidade da funcao de Euler como
aproximacao da série Harmonica.

); Média Harmonica.

4.3 Album de figurinhas

V-

®ESTADIO MORUMBI
| oo |
® ARENA PALMEIRAS

- CONMEBOL-

COPA AMERICA
BRAsIL 2019 L’
14 JUNHO A7 DE JULHO (_’_.) 3

©AALNA DO GREMIO

Figura 5: Cartaz publicitario
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Imagine que vocé decide colecionar figuras da Copa América 2019, séo 250
figuras em um album completo. Imaginemos que essas figuras sejam vendidas
em pacotes fechados individuais, uma figura por pacote, e que o suprimento de
pacotes seja praticamente infinito e totalmente embaralhados, de modo que haja
chances aleatérias iguais de qualquer figura estar em qualquer pacote
selecionado.

Pergunta: Qual € o nimero esperado de pacotes que vocé precisa comprar para
completar o album?2°

O esperado € que a primeira figura que tiramos tem que ser distinta, é a primeira
figura da nossa colecdo e ndo ha como duplicar. H4 uma boa chance de a
segunda figura que sortearmos também ser Unica, teriamos que ter o azar de
comprar uma segunda figura repetida, especialmente quando ha 249 figuras
distintas, similarmente, ao retirarmos uma terceira figura e uma quarta figura. No
entanto, a medida que nossa colecdo é preenchida, aumentamos nossas
chances de repetigdo e ha um ponto de inflexdo no qual é mais provavel que
uma nova figura seja uma repetida em vez de uma figura nova.

T i3 2 | A 370 (23R W =
Fl Fz FB Fn-l Fn Fn+1 FZSO

No diagrama acima, a primeira ocorréncia de cada figura distinta € mostrada em
preto. Também vamos definir uma distancia Fn, que é o nimero de figuras entre
a ocorréncia n e n-1.

A primeira figura que viramos tem de ser Unico, por isso s6 nos leva uma figura
F1=1;

Para chegar a segunda figura Gnica, quantas figuras, em média, isso nos levara?
Bem, existem 250 figuras na colecéo, e apenas uma gue nao gueremos, entao
qualquer uma das figuras (250-1) = 249 serve. O nimero esperado de figuras
sorteadas €, portanto, F2 = 250 / (250-1) = 250/249;

Para a distdncia média entre a segunda e a terceira figuras, o nimero esperado
de figuras é F3 = 250 / (250-2) = 250/248;

Genericamente, se houver N figuras no conjunto total, no nosso caso N = 250,
entdao Fk = N/ (N- [k-1]);

O numero total esperado de figuras a serem sorteadas para obter um conjunto

completo é a soma de todas as lacunas individuais que s@o necessarias entre
cada nova primeira ocorréncia distinta de uma figura, como visto acima.

N
Ex == Z Fk
k=1

A formula para o nimero esperado de figuras a serem sorteadas € o inverso da
proporcao de figuras nao vistas deixadas sobre o numero total de figuras.
Quando estamos tentando tirar a k-ésima figura no album, sabemos que ainda
existem N possiveis escolhas de figuras que podemos obter, mas somente (N-
[k-1]) serdo figuras que n&o vimos ainda. Assim:

20Neste problema nao consideramos a troca de figuras repetidas
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N N
= YW= BN

E —250(1+1+1+1+ + !
B 23" 4 2_56)

E, = 250x6,1007 = 1.525 figuras
Ey =~ 250 x[In(250) + 0,57722] = 250 x (5,5215 + 0,57722) = 1.525 figuras

Também é facil verificar como a série harménica cresce muito lentamente.
Imagine quantos termos seriam necessarios para gue a soma atinja o valor de
20. Utilizando a aproximagao de Euler H,, = In(n) + y:

n = e(0-057722) 9 794108, um nlmero astrondmico!

Outra aplicacéo da expressao de Euler é na resolugdo da integral:

o et ; - o
Ei(x) = fx %dt;conhec:lda como fungao exponencial-integral.

Em seu desenvolvimento se utiliza a expressao:?
[o0]
2 17 A t"

t_ T T TG T s
et=l+ttotot—+ an,(n)
n=0
Resultara em:
o xn
Ei = l Z 12 Y
=yl + ) 2 02)
n=

Esta funcao, semelhantemente a fungao erro de Gauss, € tabelada nos livros
técnicos.

4.3 Um Problema de Engenharia de Petrdleo

A funcao Ei(x) também é utilizada em engenharia de reservatério na inddstria
de petréleo para resolver um problema de fluxo transiente em meio
pPermoporoso:

P,

Figura 6: Representagcao de uma rocha

210btida através da série de Taylor
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Imagine a situacéo: o fluxo de um fluido através de uma rocha com as seguintes
caracteristicas:

Q, g —vazdo em m%/d;

(P2- P1) — diferenca de pressao em kPa (quilo Pascal);
k — permeabilidade em mD (mili Darcy);

® —porosidade em porcentagem do volume total (%);
p— viscosidade do fluido em cP (centi Poisse);

p — densidade do fluido em kg/m?;

L — comprimento do reservatério em m;

A — area exposta ao fluxo em m?;

Considere inicialmente o reservatério vazio, para simplificar admite-se a rocha e
o fluido praticamente incompressiveis. O fluxo sera regido por duas leis fisicas,
lei de Darcy? e lei da difusividade de Fick23.

Resultara na equacéo diferencial:

0 ap) op _ oD, _ Op.
XaX (aX + 2= XaX, fazendoY = X

Portanto: Xg—; + Y =-=XY (11);

=X

Finalmente:P — P, = Cmefx—dX = C[Ei(X)]; C é uma constante.

Outras identidades:
Li(x) = Ei(lnx) = In(Inx) + ¥ el

n.n!

1 00
j In(lnx™1) dx = f e *In(x)dx = —y
0 0

5. CONCLUSAO

Nessa dissertacdo, apesar de alguns assuntos terem sido tratados com
superficialidade, o problema em foco mostra um leque de implicagtes
importantes desenvolvidas como, por exemplo, citamos um equivoco do honrado
Leonardo Euler sem desmerecer suas habilidades geniais e mostrar o quanto ¢
sutil a nog&o de infinito. A no¢&o de infinito abordada no cinema, por exemplo,
em o Homem que viu o infinito retratada na vida do matematico indiano

Ramanujan®*, traz como efeito ndo muito légico este conceito, manifestado pelo

22Henry Philisbert Gaspard Darcy engenheiro francés (1803 — 1858)
23Adolf Eugen Fick médico alem&o (1829 — 1901)
24Srinivasa Ramanujan mateméatico indiano (1887 — 1920)
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protagonista por revelagoes divinas. Também sio apresentadas aplicacoes de
alguns resultados analisados para mostrar a ligagéo da matematica na resolugao
de problemas préticos ou especificos.

Finalmente enfocamos uma questéo aberta proposta por Riemann, fato
que revolucionou o estudo da distribuicdo dos niimeros primos, enriquecendo
mais ainda a Teoria dos NUmeros. Outra contribuicdo desse trabalho para o
Ensino Médio foi tornar acessivel um assunto complexo e repleto de nuances
conceituais. Em particular, destacamos o assunto da tabela de logaritmos como
ponto atrativo para ser desenvolvido em sala de aula e também o exemplo do
album de figurinha como aplicagdo mais atual e curiosa para ser abordado no

Ensino Fundamental.

6. APENDICES

6.1 Calculo de ¢(2)25

Resolvendo a integral: [Z In(2 cos x) dx;

elJC+ e*lx

Mas e™ = cos(x) + isen(x) = cos(x) = ; substituindo:

len(eix +e ™) dx = f;ln[eix(l + e )] dx = fz[ln e™ +In(1+ e™2™)]dx
0 0 0

H ; ix?|Z (3 ,
f [ix +in(1+e72%)]dx = —|2 +f In(1+ e2%)dx
0 0

210

% + [Fin(1+e 2% )dx;
% 3 4
Lembrandoln(1 +y) =y — y? £a y? - 3’? E -

= p—2(2ix)  p-3(2ix)  ,—4(2ix)

fz ln(l e 2V = fz (™2 — + — + - )dx
0 0

2 3 4
p(-21x)  p2(-2ix) . 03(=2ix) o —4(2ix) .\
(=20 2(-2.20) " 3(=320) 4(=4.20
2(—2ix) 3(-2ix) 4(—2ix)
LI: i _e ix e Lx e ix +:I

g
2
0
=
_— =z 2
=21 2z T3 42 0
—1 se n for par
1 se n for impar

1 i 1 1 1 1+1 1+___)]
—_—zi[(‘l‘z—z‘g—z“W"‘) ( 2t

#Problema da Basileia (Basel problem), aqui uma resolugéo alternativa.

Nota: e~ = {




_ 1 [2( " 1 1 1
-Lb(-3-3-3-)

_1(1 l+1+1 it 1 1
=(tgtmtat )= -l p ot )

z 2 1 1 1
Lln(Zcosx)dx—[?—(1+3z 52""73"' )]
: 1 1 1 1 .
Im In(2 dx|=0=214+—+—+— gy o EE-
U n(2 cos x) x] +32+52+ g Bk 3
Calculando {(2) =1 an -i— + + + + + +
1 1 1 1 1 1 1
2)=1 = = N LI
(D=ltgptgtut tatptatet
-1+1+1+1+ +1(1 l 1. x. 3
Sltntnta 72 +2?-+32+_+5_2 )
1 1 1
{(2)=1+3—2+¥+ + 4= 6(2)
(2)—1+1 1+1 2) = m’
2t 3v 7 g T 7R Ay

6.2 Comportamento da Funcgao Zeta

co

()_2(1)_1+1+1+1 1,11
$= 2, 2¥ T3x g TEx Tex T 7E

n=1

Prova que parax > 1 converge e para 0 < x < 1 diverge.

T ey =Ff 14 \—¥=f(x)
N N\
: N
N
@5 _
a, | a, | as|d, S Gy | @3 | Ay Qs _la;,,[“
of 1 2 3 4 5 - sx 0 1 2 3 4 5 - n x

Figura 7: Representacao de funcdo continua e monétona

Teorema da Integral:?’

26 | eonardo Euler deduziu utilizando polindmios, aplicou o teorema de Bolzano e as
relagdes de Girard.

27 Cauchy et alii: aplicavel em funcées continuas e monétonas
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n n
f fXdx<a;+a,++a, < aﬁ-f f(x)dx
2 1

= 1 001 —5+1 b
N .S —_—
Z(ns)—fl il &EEO[_ +1]1

Assim:

6.3 A Prova dos Infinitos Naumeros Primos

{(s) =Xn= 1( ) [I,(1 —p™)~"; onde p & primo

Aplicando Iogaritmo em ambos lados:

In[¢ ()] = Z In(1-p*

Nota: In(1 — x) = _%_%_%‘*+
% N/l 1 11
== ) In(1-p )_Z(5+2p2+3p3+4p4+5p5+m)

p=2 p=2
(P =P +
2 3 57 11 !
1/1 1 1 1
2@ratatEt ) =Rt
1,1 1 1 1

ln[{(8)1=<§(2_3+_+5_3+_+")=3P3+
1(1+l+i+i+ .):lp 4
4 3+ " 5 47t
1(l+i+i+i+ )—_P
|\ n\ge  3n Er @ S

In[¢ ()] = Z —B
n=1
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n>1= B, € convergente, pois {(s) converge paras > 1.
Py < ¢(s)

1,1,1,1, 1
s S O . S !
mas P; 2+3+5+7+11+ é divergente!

6.4 Uma pérola da férmula de Euler no célculo de In(1 + i)
Sejaocomplexoz=1+i;

p =T+ 17=\Zisen(6) =2 =0 =T = (1 +10) = V2e¥'
In(1+1) = In(VZer') = 2mn(2) +Zi

x> x3 x* x°
In(1 A R
n(l+x)=x 2+3 7 =

i2 i3 i* i5 i6 i7
ml4+id)=i——F+———F——— f+ — — ...
n(l+i)=i st

1 1 1 1 1 1 1 1

In(1+i =_(1__ — s ) (__ ety )
n(1+ i) 5 2+3 4+5+ +(1 3+5 7+ [
Portanto:
ln(Z)=1__1.+1_l_|_1_1+l_.1_+...

2 3 4 5 6 7 8
T 1 1 1

1 pi 1 1
—=1l—ct-——f——f———4...28
4 3 5 7 S 11 13 15

Numa sé expressao obtidos dois resultados inusitados.

7. ANEXOS

7.1 Breve revisao de logaritmos

Inicialmente seja a funcdo exponencial f(x) =a* [ x€ Rea € R, — {1}; é
uma func¢ao injetiva. Calculando agora sua derivada:
f,( ) 5 x+Ax a* % 3 an -1
x) = lim —— = a*. lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Se: Ali'%%:l = f(x)=f"(x) = a*
Ax

1
a= lim (1 +A_x) ~ 2,718281828459045235360287

Ax—0
O ndmero a foi denominado por e (niumero de Euler) em homenagem a Leonardo
Euler (e = 2,718281828459045235360287...) um namero irracional!

Suponha a funcgao logaritmo natural f(x) = In(x) = y a funcéo inversa de f(x)
sera f~1(x) = e*. Uma identidade imediata: se y = In(x) = x = e? ~ x = e"®,
f&x)=In(x),x € R,

28 Resultado atribuido ao matematico alemé&o Gottfried Wilhelm Leibniz
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arte) — Y = ef(x)]cr(x) =1 =f'(x) = 3
%

Também pode ser obtido calculando sua derivada, pela definiggo:

£ = lim In(x + Ax) — In(x) - Th —1—ln (x -i;CAx)

Ax—0 Ax Ax—-0 Ax

1 x4+ Ax Ax\i=
lr,m——ln( )=ln lin (1+—)
Ax—0 Ax % Ax—0 X

Ax
1\x| 1 1\ 1 1
n|Li (1+——) =— [ ( —_) =— = =
n| lim A ln[ltm 1+Ax xln(e)

Ax—0 X X Ax—0 X

Portanto do Teorema Fundamental do Calculo: f%’f =In(x)+C

i 5 5 . —~ 1 & 5
Logaritmo natural € area abaixo da funcéo £ (x) =~-com o eixo das abscissas

De forma genérica: f(x) = a* e f~1(x) = log, x;
logpbA=x=a*=4; log,B=y=a” =B;
log, AB = z = a? = AB = a*a” = a**Y
z=x+y - log,AB = log, A+ log,B;(])

A A
log, A = log, KE) B] = log, (§) + logs B

Assim log, (%) = log, A — log, B; (1)

n n
log, (A.A,A.A.A A) = log, A+ loga A+ -+ log, A;

=~ log,(A™) = nlog, 4; (I1])
lOgaA = =>4 =% s A= alogaA; (IV)

7.2 Convergéncia das séries hipergeométricas (super-harménicas)

Agora exibiremos um estudo pelos irmaos Bernoulli?°[6]. Basicamente utilizaram
a demonstracao de Nicola Oresme e fizeram um tratamento simples, porém mais
genérico e formal, também mais acessivel aos alunos de nivel médio.

SejaH, = c+p+ptotototo+t o neN
Teorema: A série diverge parap < 1 e converge sep > 1.
Prova:
1) Sep = 1 a série se torna a série harmoénica, portanto diverge.
2) Sep < 1teremosnP < ne, portanto, nl—p = %e sera maior que a divergente série
harménica. Por exemplo:

1 1 1 1 1 1
sep=>—- g+g+gtgt >l
1z 22 32 42

2% Irméaos Jean e Jagues Bernoulli matematicos suigcos
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1
sep=—-2- l_iz +; +§i—2+ o =14 22 +32 442 4 ... obviamente diverge

3) Sep >1 vamos escrever a série do seguinte modo,

1 1 1 1 1 1 1 1 A 1 1 1 1 1
1p+(zr+3_r')+(4_P+5_v+§+ﬁ)+(EE+9TJ+E+1TP+E+E5+§5+
g n—1

1 1 1 1 2 4 16 2
) Gttt ptptptgtogt T SGDp Uma PG
derazdog = zp%l , portanto um numero positivo menor que um, (0 < g < 1) a PG é

convergente. Desta forma a primeira é inferior e também sera convergente.

7.3 Demonstragéo da expresséo da fungéo Zeta de Riemann para primeira faixa.

Partiremos da fungao Gama®:
r'(x) = f t*"le~tdt, fazendo t = nu,n € N*, portanto dt = ndu
0

{ t=0=u=0
t2c0o=2UuU— o
substituindo os valores.

o0

o] co
I'(x) = f (nu)*~ e ™ndy = f n¥ ly*~le~Mindy = n"f u¥le~Mdy
0 0 0

F(X)% — fooux—le—nudu = i (F(X) %) =i (fomux—ie—nudu)
0 1 1
F(X)i (n—lx) = JOW it i::(e‘u)n du; mas j::(e‘“) é uma PG

3 o T 1 i( 1 ) = {(x), substituindo
Z(e )_1—9‘11_9”—1’ nx _qx; 2
1

1

< x—1

re0) = [ —dum
0

Por exemplo para x = 2;
0o 2-1 7.[2

M@ = [ S—du T2 = @- D=1 (@D ="

co u TL'Z ]
du = — ; confiram!
0o €¥—1 6

30 Func@o Gama é a extenséo da definicZo de fatorial em €
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