UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

GIDEAO TEIXEIRA QUEIROZ

ENSINO DA GEOMETRIA: UMA ABORDAGEM A PARTIR DO USO DO ORIGAMI.

MANAUS-AM
2019



GIDEAO TEIXEIRA QUEIROZ

ENSINO DA GEOMETRIA: UMA ABORDAGEM A PARTIR DO USO DO ORIGAMI.

Dissertagdo apresentada ao Programa de Mestrado Profissional em Ma-
tematica em Rede Nacional, coordenado pela Sociedade Brasileira de
Matematica e, ofertado pelo Instituto de Ciéncias Exatas da Universi-
dade Federal do Amazonas, como requisito parcial para obtencdo do
titulo de Mestre em Matemadtica.

Orientador: Prof. Dr. Carlos Wagner Marques do Nascimento.

MANAUS-AM
2019



Ficha Catalografica

Ficha catalogréfica elaborada automaticamente de acordo com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Queiroz, Gidedo Teixeira
Q3e Ensino da Geometria : uma abordagem a partir do uso do Origami
/ Gidedo Teixeira Queiroz. 2019
47 f.: il. color; 31 cm.

Orientador: Carlos Wagner Marques do Nascimento
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional) - Universidade Federal do Amazonas.

1. Matematica. 2. Geometria. 3. Origami. 4. Ensino. I.
Nascimento, Carlos Wagner Marques do Il. Universidade Federal
do Amazonas lll. Titulo




GIDEAO TEIXEIRA QUEIROZ

ENSINO DA GEOMETRIA: UMA ABORDAGEM A PARTIR DO USO DO ORIGAML.

Dissertacdo apresentada ao Programa de Mestrado Profissional em Ma-
temdtica em Rede Nacional, coordenado pela Sociedade Brasileira de
Matematica e, ofertado pelo Instituto de Ciéncias Exatas da Universi-
dade Federal do Amazonas, como requisito parcial para obtencao do
titulo de Mestre em Matematica.

Aprovado em 10 de maio de 2019.

BANCA EXAMINADORA

v/,

Prof. Dr. i W MMa ues do Nascimento
° gage

Federal do Amazonas - Presidente
/' (,. ‘ . /]
'r L,(_. /\ t Cc— ,L‘,s' v’ 4 L___

Prof. Dr. Roberto Antonio Cordeiro Prata
Universidade Federal do Amazonas - Membro

'

Prof. Dr. Alcide/ de Castro Amorim Neto

Universidade do Estado do Amazonas - Membro Fxterno



Poder Executivo
Universidade Federal do Amazonas
Instituto de Ciéncias Exatas

Programa de Mestrado Profissional em Rede Nacional em Matematica

Ata de Defesa Publica do Trabalho de
Conclusao do Curso do Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional PROFMAT
do aluno GIDEAO TEIXEIRA QUEIROZ,
realizada no dia 10 de maio de 2019.

As 16:00 horas do dia 10 de maio de 2019, no Auditdrio José Henrique Mesquita no Departamento
de Matematica, Setor Norte, do Instituto de Ciéncias Exatas da Universidade Federal do Amazonas,
foi realizada a Defesa Publica do Trabalho de Conclusdo do Curso do Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional - PROFMAT do aluno Gidedo Teixeira Queiroz, intitulada “ENSINO
DA GEOMETRIA: UMA ABORDAGEM A PARTIR DO USO DO ORIGAMI” como parte final de seu
trabalho para a obtengdo do grau de Mestre em Matematica. A Banca Examinadora instituida pela
Portaria N° 049/2019 — ICE, constituiu-se dos seguintes Professores Doutores: Carlos Wagner
Marques do Nascimento (DM/UFAM) — Orientador/Presidente; Dr. Roberto Antonio Cordeiro
Prata (UFAM) — Membro; Dr. Alcides de Castro Amorim Neto (UEA) — Membro Externo. Apds a
apresentagdo do trabalho pelo aluno, os examinadores fizeram as perguntas concernentes e
consideraram o aluno _ APROVADO . Nada mais havendo a tratar, a reunido foi encerrada,
€ a Banca Examinadora lavrou a presente ata que vai assinada por todos os membros.

/e

' WJM Marques do Nascimento
Federal do Amazonas - Presidente

Blbal e a0 fe

Prof. Dr. Roberto Antonio Cordeiro Prata

Universidade Federal do Amazonas - Membro

&

Prof. Dr. Alcideg/de Castro Amorim Neto

Universidade do Estado do Amazonas - Membro Externo

Av. Gen. Rodrigo Octavio, 6.200 — Coroado — Setor Norte do Campus Universitario Arthur Virgilio Filho.
69080-900 — Manaus-AM — Fone (92) 3305-1181 — Ramal 2405 — E-mail: pos-matematica@ufam.edu.br



AGRADECIMENTOS

A Deus que me presenteou com o dom da vida, maior de todos os presentes. Aos meus
pais J6simo de Oliveira Souza e Ester Moura de Souza que me criaram € em meio a tantas
dificuldades conseguiram me ensinar valores que pretendo repassar para os meus filhos além de
me incentivarem a sempre priorizar os estudos.

Aos meus irmaos que sempre me ajudaram em particular ao Josinaldo Moura de Souza
e Josiney Moura de Souza que juntamente com suas familias me acolheram em seus lares em
Manaus.

A minha esposa Soraia Batista Ribeiro e aos meus filhos, pelo amor, carinho e compre-
ensdo que me fortaleceram durante as inimeras vezes que tive que me ausentar e deixar minha
familia durante as viagens que fazia de Parintins até Manaus para acompanhar as aulas.

Aos meus colegas do PROFMAT, em especial ao Mike de Souza Moraes, Jair da Silva
Matos, Francinaldo da Silva Bezerra e Dario de Souza por toda ajuda e orientacdo durante o
mestrado.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Carlos Wagner Marques do Nascimento que acreditou na
proposta do meu trabalho e me norteou na pesquisa.



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8

2.1

2.2

2.3
24

2.5

2.6

3.1
32

33
34
3.5
3.6
3.7
3.8
39

4.1
4.2
4.3

4.4
4.5

Tsuru, ave sagrada, simbolo do Origami. . . . . . .. ... ... ........
Akira Yoshizawa, o mestre do Origami. . . . . . . .. .. .. ... ......
Simbolos universais criados por Yoshizawa. . . . . . .. ... ... ... ..
Tsuru, modelo de origami tradicional. . . . . . . ... ... ... .......
Origami do pdssarovoador. . . . . . . . . . . . ... . .
Origami modulares. . . . . . . . . . . . . . . ... e
Origami com dobradura molhada. . . . . . . ... ... ... .........
Tesselacdo. . . . . . . . L

Dobra de Miura aplicada em mapas e ao lado uma aplica¢io dessas dobras em
um prototipo de painel solar usadono espago. . . . . . .. ...
A esquerda, Robert J. Lang e a direita o arquétipo do funcionamento do projeto
do telescopio Eyeglass. . . . . . . . . . ...
Stent origami projetado para fins medicinais. . . . . . . ... ... ... ...
Processo de implantacdo de um airbag a partir de uma simulacdo com o uso de
designdeorigami. . . . . . . . ... Lo
Da esquerda para direita: Capela do Hospital de St-Loup, Pompales, Suica;
Centro Tecnoldgico de Energias Renovaveis, Ningbo, China; Pavilhdo de Even-
tos, Cuenca, Espanha. . . . . .. ... ... ... ... L o
A esquerda, esboco usando linhas para a forma que ser dobrar, ao meio, o di-
agrama de vincos necessarios para se chegar a base da peca obtido com o pro-
grama Tree Maker e a direita o modelo dobrado e finalizado. . . . . . . .. ..

Uma dobra em montanha (esquerda) e outra em vale (direita). . . . . . . .. ..
A esquerda, o origami do Tsuru e, a direita, seu mapa de dobras de vale e
montanha. . . . . . . . .. e e e

Ilustracao do Teorema de Kawasaki-Justin: 31° + 41° + 108° = 39° + 58° 4 83°.

Ilustracao do primeiro Teoremade Haga. . . . . . . . .. .. .. ... .....
[lustracao do primeiro Teorema de Haga e os tridngulos semelhantes formados.
Ilustracao do segundo Teoremade Haga. . . . . . . ... .. ... ... ....
[lustracao do terceiro Teoremade Haga. . . . . . . ... .. ... ... ....
Outra ilustracdo do terceiro Teoremade Haga. . . . . . . .. .. .. ... ...
Ilustracao da generalizacdo do Teoremade Haga. . . . . . ... ... ... ..

Problema n° 13 Olimpiada Matematica Sem Fronteira 2016 (OMS - 2016).

Problema extraido da Olimpiada Canguru Matemética sem fronteira - 2010. . .
Problema da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP-
2006) - 1* Fase: Nivel 3. . . . . . . . . . .
Esquema de solucdo do problema da OBMEP-2006 - 1* Fase: Nivel 3. . . . . .
Banco de Questdoes da OBMEP-2006 - Nivel 3. . . . . . .. .. ... .....

15

16
17

18

18

19
24

24
25
25
26
27
28
28
30

32
33



4.6

5.1
5.2
53
54
55
5.6
5.7
5.8
59

Triangulo obtido através de dobras sucessivas ao longo de suas diagonais. . . . 35
Trés pontos ndo colineares determinados na folha de papel A4. . . . . . . . .. 36
Tridngulo ABC' e a altura relativa ao maior segmento, BC. . . . . . . ... .. 37
Dobradura feita no tridngulo ABC. . . . . ... ... ... .. ... ... .. 37
Quadrado obtido por dobraduras de uma folha retangular. . . . . . .. ... .. 38
Divisdo do quadrado em quatro quadrados congruentes. . . . . . . . . .. ... 38
Dobradura. . . . . . ... 38
Quadrado construido a partir das 4 dobraduras. . . . . .. ... ... ... .. 39
Quadrado construido a partir da hipotenusa dos 4 tridngulos congruentes. . . . 39

Teorema de Pitdgoras. . . . . . . . . . . . ... 39



RESUMO

Nesse trabalho disserta-se sobre a técnica milenar do origami e suas possibilidades de uso na
abordagem de resolugdo de problemas de geometria. Inicialmente faz-se um itinerério histérico
mostrando a evolugdo do origami e sua expansao pelo mundo. Descrevem-se suas caracteristi-
cas, classificacdes e algumas de suas aplicacdes praticas decorrentes de estudos tedricos mais
complexos e recentes. Depois se inicia uma discussd@o da matematica decorrente dos principios
basicos da construcdo de modelos de origami como os Axiomas de Huzita-Justin ou Huzita-
Hatori, Teorema de Maekawa-Justin, Teorema de Kawasaki-Justin e Teorema de Haga. Nesse
ultimo dé-se mais énfase por envolver diversos conceitos geométricos importantes como seme-
lhanca de tridngulos, teorema de Pitdgoras e fragdes. Finaliza-se mostrando o uso do origami
na resolugao de alguns problemas geométricos interessantes de Olimpiadas de Matematica.

Palavras-chave: Matematica; Origami; Geometria.



ABSTRACT

In this work, the millenarian technique of origami and its possibilities of use in the problem-
solving approach to geometry are discussed. Initially a historical itinerary is made showing
the evolution of origami and its expansion around the world. Its characteristics, classifications
and some of its practical applications derived from more complex and recent theoretical studies
are described. Then begins a discussion of mathematics stemming from the basic principles
of building origami models such as Huzita-Justin or Huzita-Hatori Axioms, Maekawa-Justin
Theorem, Kawasaki-Justin Theorem, and Haga’s Theorem. In this last one more emphasis is
given to involve several important geometric concepts as similarity of triangles, the theorem of
Pythagoras and fractions. It ends by showing the use of origami in solving some interesting
geometric problems of Mathematical Olympiads.

Keywords: Mathematics; Origami; Geometry.
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Introducao

Em nosso pais, nao é novidade que a educacdo como um todo enfrenta diversas dificul-
dades. No que concerne especificamente ao contexto do ensino da Matematica, a situacao € mais
preocupante, visto que o pais apresenta indicadores extremamente baixos em avaliacdes exter-
nas como, por exemplo, o Programa Internacional de Avaliacdo dos Estudantes (PISA). O PISA
€ um programa organizado pela Organizacdo para Cooperagdo e Desenvolvimento Econdmico
(OCDE) que conta com a participacao de 34 paises membros, os quais constituem um programa
avaliativo realizado de 3 em 3 anos referente as area de Matematica, Leitura e Ciéncias, visando
coletar amostras de jovens estudantes na faixa etdria de 15 anos nos diversos paises membros.

O PISA avalia em Matematica as competéncias usadas pelos estudantes na resolucdo
de problemas que envolvem desde operacdes bdsicas até aqueles que envolvem raciocinio e
deducio de descobertas. De acordo com a pesquisa feita por Ortigdo, Santos e Lima ([12],
2018) que buscaram compreender desempenhos dos estudantes brasileiros no PISA a partir dos
relatérios da OCDE, “60% dos estudantes do Brasil t€ém fraco aproveitamento em Matematica".

Outro dado alarmente sobre o processo de ensino e aprendizagem da Matemadtica no
pais é evidenciado pelo Sistema de Avaliagdo do Ensino Basico (SAEB), o qual através da
Prova Brasil e do Indice de Desenvolvimento da Educacdo Bésica (IDEB) mede, a partir das
médias de proficiéncias em Portugués e Matematica, o nivel de aprendizagem ao fim de cada
etapa de ensino. E em 2017 os dados do SAEB indicam que no ensino médio, etapa onde ha os
piores indices do ensino basico, 71,67% dos alunos tem nivel insuficiente de aprendizado. ([7]
HONORATO, 2017)

Desse modo, com todos esses indicativos, torna-se urgente e relevante refletir sobre pra-
ticas de ensino e todas as varidveis que estdo inseridas nesse processo como a estrutura da
escola, formacao dos professores, sistema de avaliacdo, curriculo e outros. E, além disso, faz-se
oportuno incentivar trabalhos de pesquisa sobre o ensino e metodologias que possam ajudar o
trabalho do docente em sala de aula. Assim, acredita-se que este trabalho é uma boa possibi-
lidade de abordagem de ensino da Geometria no ensino médio, uma vez que se trata de uma
técnica milenar, o origami. Logo, o trabalho visa também mostrar diversas caracteristicas do
mundo das dobraduras em papel que podem colaborar para o entendimento de diversos con-
ceitos geométricos bem como, a partir deles, agucar mentes de jovens estudantes de segmentos
finais do ensino bésico no que diz respeito a resolucao de problemas de geometria.

Esse trabalho foi organizado em cinco capitulos. No capitulo 1, faz-se uma introducao
histdrica a respeito do origami, apresentando os elementos caracteristicos das dobras no origami
e suas classificagdes. Posteriormente, no capitulo 2, verifica-se as aplicagdes em diversas dreas
do conhecimento. Em seguida, no capitulo 3, entende-se o uso do origami como ferramenta
didética no ensino de diversos conceitos geométricos, bem como sua utilizagdo para a resolu-
cdo de problemas. Logo apds, no capitulo 4, resolve-se alguns problemas de matematica que
utilizam o origami cujo pretexto é fazer o aluno usar conceitos matematicos importantes como o
de fracao, semelhanca, angulos e o teorema de Pitdgoras. Por fim, no capitulo 5, apresentam-se
algumas atividades de dobraduras que podem ser executadas em sala de aula.



Capitulo 1

Introducao ao Mundo do Origami

1.1 As origens do Origami

A palavra Origami deriva dos termos “Ori” que quer dizer dobrar e “Kami” que significa
papel. Denomina uma antiga arte que, através de dobras em uma folha de papel, € capaz de obter
formas espaciais diversas sem que a folha de papel utilizada sofra colagens ou cortes. O nome
origami em si é uma palavra recente para designar essa técnica, visto que o dobramento de
papel no Japao no periodo Edo (1603-1868) foi inicialmente chamado de “Orisue”, que quer
dizer “dobrando” ou “Origata” que significa “forma dobrada”. Mais tarde de tornou “Orimono”
(coisa dobrada) até que se estabeleceu com o nome de Origami (papel dobrado) por volta do
fim do século XVIII e inicio das primeiras décadas do século XX.

Figura 1.1: Tsuru, ave sagrada, simbolo do Origami.

Fonte: http://marcosventura.wordpress.com.

As formas mais antigas do Origami buscavam imitar as formas de animais e objetos
presentes na vida do homem como ilustrado na figura 1.1. O livro “Como dobrar mil pédssa-
ros” tradug@o de Hidem Sebanzuru Orikata de autoria de Akisato Rito € um dos registros mais
antigos a respeito do Origami e data de 1797, apesar de a técnica ser conhecida a bem mais
tempo.

H4 um debate a respeito de onde surgiu o Origami. Sabe-se que as dobraduras sdo
parte da cultura chinesa pois pessoas eram enterradas com réplicas de itens dobrados em seus
tumulos. Além disso, acredita-se que o papel tenha sido inventado na China por um membro da
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corte chinesa em 105 d. C. A partir da criacdo do papel, por volta do século VI, o origami foi
introduzido no Japao através de monges budistas, periodo onde foram encontrados as primeiras
formas de origami dessa época. Entretanto, como o papel na época era artigo de luxo, ndo era
uma técnica de uso comum da populacao, visto que apenas as classes nobres e rituais religiosos
tinham tal prerrogativa. Sendo assim, a técnica do origami detinha um prestigio e s6 algumas
pessoas aprendiam e perpetuavam a cultura das dobraduras.

Entretanto, no continente europeu, de forma independente e por influencia dos povos
arabes, registros apontam para as primeiras formas de Origami apenas no século XV, periodo
em que o papel ja era mais acessivel a populacdo. Nesse periodo, na Espanha e Holanda preci-
samente, as dobraduras de papel tinham caracteristicas mais geométricas uma vez que as dobras
formavam angulos de 45 graus, enquanto que o papel dobrado no Japdo, em geral, formavam
angulos de 22,5 graus. Entdo, isso foi fator decisivo para que as dobraduras em papel fossem
ensinadas nos jardins de infancia na Alemanha tal que fora uma metodologia de iniciar as crian-
cas no estudo da Geometria. E foi dessa maneira que tal sistema metodoldgico de ensino havia
sido adotado pelo Japao no periodo Meiji (1868-1912), porém foram as dobraduras de origem
alema que predominaram no ensino das escolas naquela época.

Mais tarde, no periodo Tokugawa (1603-1867), surgiu a dobradura do Tsuru (cegonha),
ave sagrada segundo a tradicdo japonesa, origami mais conhecido no Japao e em outros paises
que se tornou simbolo desta arte. ([6] HATORI, 2011)

1.2 O origami Moderno

Até o século XX, meados das décadas de 50 e 60, o origami era uma tradi¢do, transmi-
tido de uma geragdo para outra. Mas, Akira Yoshizawa (1911-2005), considerado um mestre
do origami, mudou a maneira como as pessoas praticavam as dobraduras. Sabe-se, entdo, que
desde crianga ele aprendeu o origami como hobby, até que teve a oportunidade de ser promo-
vido na fabrica em que trabalhava e, apds essa promog¢do, Akira comegou a ensinar geometria
aos funciondrios juniores utilizando dobraduras tal que a figura 1.2 € uma prova do talento de
Yoshizawa.

Figura 1.2: Akira Yoshizawa, o mestre do Origami.

Fonte: http://japaoemfoco.com.

A partir dai, aos 26 anos, Yoshizawa decide trabalhar integralmente com o Origami, o
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qual lhe renderia vdrias publicacdes de livros. Um deles, em 1954, intitulado “Nova Arte do
Origami” foi um sucesso, pois estabeleceu o sistema de notagao que € a base da linguagem para
as dobras de origami cuja estrutura consiste num conjunto de simbolos universais formados por
linhas, setas e outros signos que permitem que qualquer pessoa consiga compreender os diagra-
mas (figuras ilustrativas com textos e simbolos que mostram o passo-a-passo das dobraduras) e,
mesmo que estas pessoas estejam em outro idioma, elas conseguirdo replicar os modelos devido
a linguagem de figuras ser universal como se pode observar na figura 1.3.

Figura 1.3: Simbolos universais criados por Yoshizawa.

v

________ P Linha do Vole Linha da Monfanha

E Lol
— ‘f:'—\ l N \J
N'R o am

Dobm do Valke Dobm daMontanha

. : :
i '.l \ AN\ \ ’%‘ 7 /
t \/ A ! ‘i ! ] /
— (]
Abrir a Dobra Fazer uma Dobra Fazer uma Prega

'[ _‘;T por cimadao Lﬂf.lj

Fonte: http://oficinadoorigami.blogspot.com.

Além de Yoshizawa, houve outro nome que ajudou a divulgar o origami no mundo oci-
dental, foi Robert Harbin (1908-1978). Em meados da década de 60, ele escreveu varios livros
sobre o tema, onde se tornou o primeiro presidente da Sociedade Britanica de Origami. Nesse
periodo, Harbin identificou as bases mais comuns nas dobraduras e deu nome aos movimentos
mais recorrentes das dobras.

Assim como Habin, destacou-se Samuel L Randlett, nascido em 11 de janeiro de 1930,
o qual foi também um artista do origami que juntamente com Robert Harbin a partir da dé-
cada de 60 aprimorou o sistema de simbolos criados por Akira Yoshizawa dando origem ao
padrdo aceito internacionalmente denominado Sistema Yoshizawa-Randlett. Ele padronizou os

simbolos bem como os nomes para as principais bases e dobras utilizadas no origami. ([13]
PASSARONI, 2015)

1.3 Tipos de Origami

Desde a sua criagdo até os dias atuais, o origami se desenvolveu bastante. Surgiram
muitos e diferenciados modelos obtidos a partir das mais diversas bases e estilos, onde novas



12

técnicas foram implementadas e, hoje, até o uso do computador tem auxiliado no estudo de
algoritmos que permitam encontrar as bases para se chegar numa determinada forma. Dinte
desse contexto, enumeramos abaixo algumas das variagdes existentes de origami.

1.3.1 Origami Tradicional

Os modelos mais tradicionais de origami, como o Tsuru da figura 1.4, sdo de origem
incerta porque nao se tem registros que indiquem onde foram dobrados pela primeira vez, logo
nao se pode responder quando, por quem e o porqué no que diz respeito ao modelo tradicional.
Todavia, o que se sabe € que o origami tradicional € aquele obtido a partir de dobraduras em um
pedaco de papel quadrado e plano. E durante esse processo, ndo é permitido rasgar, cortar ou
colar. De modo geral, tal modelo € estatico e representa alguma forma de objeto ou animal.

Segundo Haysaka e Nishida ([4], 2009), os modelos tradicionais de origami eram fre-
quentemente desenvolvidos a partir de padrdes semelhantes de dobragem do papel: base do
peixe, base da dgua, base da pipa, base do pdssaro e base do sapo. Essas bases sdo chamadas
de bases cldssicas, pois compartilham a mesma simetria e certas propriedades estruturais que
foram usadas pelos mestres origamistas até a década de 1960.

Figura 1.4: Tsuru, modelo de origami tradicional.

1

3

Fonte: http://www.coisasdepapel.com.br.

1.3.2 Origami de Acao

O origami ndo representa apenas figuras imdveis, mas também figuras que se movi-
mentam de maneira engenhosa. Um exemplo disso € o origami de agdo, visto que este inclui
modelos que voam, que precisam ser inflados para completa-los ou que usam o movimento
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das maos de uma pessoa para manipular determinada regiao do modelo e assim provocar o
movimento ou vibragdo de determinado membro da dobradura.

De acordo com Hayasaka e Nishida ([4], 2009), a maioria desses modelos surgiu como
forma de recreacdo infantil, como por exemplo: origamis com abas € que provocam sons como
de uma explosdo (estalinho), avides com parte moveis, passaros que vibram as asas quando
puxados e outras centenas de modelos como o da figura 1.5.

Figura 1.5: Origami do péssaro voador.

Dobra inversa
interna para fazer
acabega

Para bater as Comegar a pantir da
asas, puxar Base de Passaro do

j suavemente  — N modelo Senbazuru
, pela cauda no
el sentido da
seta

Dobrar as
asas para baixo

A7

Repetir
do outro
lado

Dobra
inversa
interna

Fonte: http://www.dobrarpapel.com.

1.3.3 Origami Modular

O origami modular, como se pode observar na figura 1.3, consiste em colocar uma quan-
tidade de pecas dobradas idénticas (médulos) para formar um modelo completo. As pecas em
geral s@o simples, mas a montagem final pode ser complicada. Como nenhum tipo de cola ou
adesivo é usado, os modelos, dependendo do tamanho e da quantidade de médulos utilizados,
podem ser instdveis. A montagem, em alguns casos, lembra um quebra-cabegca. Exemplifica
esse tipo de origami os kusudamas (bolas decorativas), os block folding (pecas com formas ob-
tidas a partir de centenas de médulos triangulares) e os poliedros regulares, como o dodecaedro,
exemplo. ([4] HAYASAKA e NISHIDA, 2009)

Figura 1.6: Origami modulares.

Fonte: http://oficinadoorigami.blogspot.com.

1.3.4 Origami com Dobradura Molhada
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A dobradura molhada é uma técnica do origami para produzir modelos com curvas mais
finas e arredondadas. Essa técnica foi criada pelo grande mestre japonés Akira Yoshizawa e
consiste em umedecer o papel em um origami pronto para que possa ser moldado mais facil-
mente adquirindo assim formas de aparéncia muito natural, principalmente quando usados para
representar animais (como na figura 1.7) ou formas humanas. ([4] HAYASAKA e NISHIDA,
2009)

Figura 1.7: Origami com dobradura molhada.

Antes Depois

Fonte: http://oficinadoorigami.blogspot.com.

1.3.5 Origami Tesselacao

O origami de tesselacao é uma regularidade ou padrao de figuras que cobre uma super-
ficie plana sem deixar lacunas ou sobrepondo figuras. A origem da palavra “tesselacdo” deriva
do latim “tessela” que significa “pequeno quadrado” que os romanos usavam antigamente para
fazer desenhos de azulejos e mosaicos.

Figura 1.8: Tesselacdo.

Fonte: http://oficinadoorigami.blogspot.com.

A partir de uma tnica folha como na figura 1.8, com intimeras dobraduras, um padrao
repetitivo complexo de formas € obtido, usando um encadeamento de linhas de grades, formados
por figuras geométricas planas como o hexiagono regular, quadrados e triangulos equiléteros.
([4] HAYASAKA e NISHIDA, 2009)
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Capitulo 2
As aplicacoes do Origami

A maioria das pessoas associa 0 origami apenas como entretenimento infantil tal como
dobraduras de animais, brinquedos e diversos objetos, alguns usados como propdsito decora-
tivo. Entretanto, a partir do século XX, ele se transformou em uma forma diferente de arte,
de escultura. A partir do trabalho do mestre japonés Akira Yoshizawa, o origami mudou e
esta mudanga tem conexdes diretas com a Matemdtica. Isto é, pessoas aplicaram principios
matematicos a arte das dobraduras, para assim descobrir as suas leis fundamentais.

Surpreendentemente, o origami e estruturas que foram desenvolvidas em origami, acaba-
ram tendo aplica¢gdes na medicina, nos eletrdnicos, no espago, no corpo, na arquitetura, design,
nas ciéncias e outros. Contudo, os primeiros cientistas interessados em origami eram matema-
ticos que analisavam padrdes de modelos dobrados e desenvolviam softwares que permitiam
obter novos objetos tridimensionais a partir de folhas planas. E, dessa forma, descobriram que
os modelos dobrados guardavam propriedades mecanicas interessantes e isso levou a criacao de
dispositivos dobrados a partir de folhas planas.

2.1 Dobraduras de Miura-Ori

O Miura-Ori € um rigido padrdo de origami que € formado a partir de um arranjo de uma
Unica geometria unitdria repetida. Este padrdo foi estudado por Koryo Miura, um engenheiro
japonés. Ele estudou esse padrao de dobras e percebeu que este poderia ser dobrado em um
pacote extremamente compacto que tem uma estrutura muito simples de abertura e fechamento.
Nessa técnica, basta segurar dois cantos opostos para dobrar e desdobrar. Tal simplicidade
permite que a dobra seja usada em muitas dessas aplicacdes inspiradas em origami.

Figura 2.1: Dobra de Miura aplicada em mapas e ao lado uma aplicac@o dessas dobras em um
protétipo de painel solar usado no espago.

Fonte: ([11] MIURA, 2009).
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E um exemplo dessas aplicacdes pode ser visto num projeto de uma matriz solar, o qual
foi usado em um satélite japonés lancado em 1995 como se observa na figura 2.1. Isso ocorreu
porque os satélites precisam de energia para funcionar e, no espago, essa energia € obtida a
partir de painéis solares. Entretanto, estes demandam um grande peso e volume para serem
enviados ao espaco.

A dobra de Miura foi aplicada em painéis solares e seu seu transporte e, para o satélite
japonés experimental N2, onde foram desdobrados na chegada. Sua grande vantagem € que o
dobramento e o desdobramento podem ser executados por robds, além de garantir que ocupem
uma grande drea sem no entanto ocupar muito volume. A dobra Miura também foi aplicada
em baterias de ifons de litio. E gracas ao dobramento, sua capacidade de armazenamento €
tipicamente maior que a das baterias tradicionais. ([11] MIURA, 2009)

2.2 Origami em Telescopio Espacial

Para desvendar os mistérios das galdxias e eventos astrondmicos que estdo muito distan-
tes, torna-se necessdrio o uso de um grande telescopio espacial. Contudo, telescopios de grande
porte ndo podem ser enviados tao facilmente ao espaco por restricdes de tamanhos dos foguetes
e Onibus espaciais.

Diante desse contexto, surge o artista profissional e também fisico Robert J. Lang que
¢ um dos expoentes na atualidade sobre a pesquisa tedrica de aplicabilidade do origami. Ele
ajudou os engenheiros do Laboratério Nacional Lawrence Livermore, Califérnia, ao projetar
um método, usando os principios do origami para fazer espelhos dobréaveis de um telescopio
espacial de modo que ele pudesse ser transportado num 6nibus espacial e implantado no espago.
Eles o chamaram de “The Eyeglass” cujo método pode ser visualizado na figura 2.2. O projeto
demanda 6rbita geossincrona, 40 000 km acima do solo e lentes de 100 metros de diametro.

Figura 2.2: A esquerda, Robert J. Lang e a direita o arquétipo do funcionamento do projeto do
telescopio Eyeglass.

Fonte: ([14] YAMADA, 2017).
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De acordo com Yamada ([14], 2017), em meados de 2002, uma lente telescépica com
mais de 3 metros de didmetro foi construida e, quando dobrada no estilo origami, reduziu seu
tamanho para 1,2 metros de didmetro numa forma cilindrica. O projeto inicial ainda ndo foi
concluido, mas as pesquisas continuam e a aplicabilidade das dobraduras tem se mostrado cada
vez mais proficuas nesse ramo da ciéncia.

2.3 Origami na Medicina

A figura 2.3 mostra um stent corondrio desenvolvido por uma equipe britanico-japonesa
na universidade de Oxford. Um stent é um tubo que pode ser colapsado em um tamanho menor.

Figura 2.3: Stent origami projetado para fins medicinais.

Fonte: ([15] YOU, 2009).

Esse tubo mantém uma artéria bloqueada aberta quando ele chega no final do destino.
Como esse instrumento precisa ser bem menor, pois viaja através das veias e vasos sanguineos,
ele é dobrado usando um padrao de origami baseado em um modelo chamado de base bomba
d’4gua e pode reduzir sua largura de 23 a 12 milimetros. ([15] YOU, 2009)

2.4 Origami em Airbags de carros

Em um acidente de alta velocidade, os ocupantes do carro devido a acelerac¢do do vei-
culo podem ser arremessados contra o lado, o painel ou para-brisa. Se o carro possui airbag,
no instante em que uma colisdo € detectada, a eletronica a bordo detona uma pequena carga ex-
plosiva que infla o airbag, proporcionando amortecimento suficiente para proteger o ocupante
do impacto. No entanto, o airbag deve inflar completamente em poucos milisegundos e ser
firme para suportar o amortecimento dos impactos, o que necessita de uma engenharia bastante
precisa e que envolve simulagdo de computador. E € diante desse contexto que entra o origami,
pois basicamente, em simulagdes computacionais, o airbag € tratado como um corpo rigido
(uma folha de papel) que precisa ser dobrado até caber em um pequeno pacote € depois possa
ser transformado em um objeto tridimensional.
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Figura 2.4: Processo de implantacdo de um airbag a partir de uma simulagdo com o uso de
design de origami.

Fonte: ([2] CROMVIK, 2009).

Baseado em Cromvik ([2], 2009), assim como na figura 2.4, Robert Lang tem auxiliado
uma empresa alema a projetar um algoritmo baseado em dobraduras que permitira fazer simula-
coes em computador do dobramento de um airbag. Com isso, a empresa conseguiu a eficiéncia
dos airbags sem ter que submeter a testes reais de colisdo, o que para empresa garante economia
de recursos e tempo.

2.5 Origami na Arquitetura

Gracas aos beneficios funcionais, hd enormes possibilidades e novos aspectos estéticos
que o origami possibilita, onde muitos arquitetos e designers modernos comeg¢am a aplicd-lo
com mais frequéncia em seus projetos recentes.

Figura 2.5: Da esquerda para direita: Capela do Hospital de St-Loup, Pompales, Sui¢a; Centro
Tecnoldgico de Energias Renovéveis, Ningbo, China; Pavilhao de Eventos, Cuenca, Espanha.

Fonte: http://www.arcoweb.com.br.

Na arquitetura, por exemplo, o origami geralmente € aplicado de trés maneiras: telhados
de placas dobradas ou fachadas; estruturas arquitetonicas implantdveis; e arquitetura cinética.
A capacidade de flexionar um teto de chapa tal que o mesmo dobre significa que ele pode cobrir
areas maiores e ser mais facilmente adaptado a superficies curvas. E, neste caso, os padrdes
de origami oferecem uma variedade de possibilidades para a criacdo de estruturas implantiveis
como fachadas, tendas e telhados. Como exemplo disso, tem-se a figura 2.5.

Dessa maneira, com base em Lima ([10], 2017), a arquitetura de origami oportuniza o
uso de materiais mais ecoldgicos, como painéis de madeira, papeldo reciclado e outros com-
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postos com bases vegetais. L.ogo, esses materiais, que sdo biodegraddveis, sdo mais adequados
devido a sua leveza e flexibilidade.

2.6 Origami e computacao

Ao longo da histdria do origami, a maioria dos primeiros modelos buscava em muitas
situacdes representar passaros, insetos, animais, plantas, seres humanos, objetos inanimados e
formas abstratas. Dessa forma, o modelo final era obtido a partir de uma combinagao de tentati-
vas, erros, intui¢ao e experiéncia por comparac¢ao com modelos anteriores. Porém, nos ultimos
50 anos, a complexidade dos modelos em origami aumentou consideravelmente, chegando a
modelos com detalhes cada vez mais precisos e sofisticados.

Diante desse contexto, o artista e fisico Robert Lang, que h4 anos tem ganhado no-
toriedade no estudo da matemadtica tedrica e engenharias aplicdveis as dobraduras, criou um
programa de computacdo chamado Tree Maker que usa um algoritmo capaz de determinar os
vincos necessarios para se criar a base do modelo de acordo com a quantidade, comprimento e
conectividade de abas que serdo necessdrias para se chegar a forma desejada com o origami a
partir de um método chamado gréfico de drvores, como se observa na figura 2.6. ([9] LANG,
2004)

Figura 2.6: A esquerda, esboco usando linhas para a forma que ser dobrar, ao meio, o diagrama
de vincos necessdrios para se chegar a base da peca obtido com o programa Tree Maker e a
direita o modelo dobrado e finalizado.

antlers

Fonte: ([3] HARDESTY, 2004).

Como consequéncia, Eric Demaine, agora um professor de engenharia elétrica e ciéncia
da computacio do MIT, provou em 1999 que qualquer poliedro pode ser dobrado a partir de uma
unica folha de papel, e se esse papel € preto no verso e branco na frente, entdo qualquer padrao
“preto/branco” pode ser feito na superficie desse poliedro. E, em 2017, ele e outro pesquisador,
Tomohiro Tachi, da Universidade de Toquio aperfeigoaram o resultado da pesquisa anterior e
fizeram um programa capaz de projetar padrdes de vincos para produzir qualquer poliedro, isto
¢, uma superficie tridimensional composta de faces planas. ([3] HARDESTY, 2004)

2.7 Origami e Educacao

Além do que foi citado anteriormente, o origami teve grande influéncia como elemento
educativo nas escolas da Espanha e no Japao. E o pedagogo alemao Friedrich Froebel (1782-
1852) foi o precursor da insercao do origami na educacdo, onde a escola de jardim da infancia



20

(kindergarten), em 1837, tornou-se a primeiras de muitas outras que usariam o origami como
ferramenta metodoldgica. Segundo Hayasaka ([4], 2009), ele dividia sua metodologia usando
as dobraduras em 3 estagios:

1. Dobras de verdade: nele a crianga deveria aprender os principios da Geometria Euclidiana
dobrando o papel;

2. Dobras da Vida: tinha o objetivo de fazer a crianca memorizar as dobraduras tradicionais
que representavam a natureza ao redor: animais, objetos, plantas;

3. Dobras da Beleza: por fim estimular o senso artistico e a criatividade enaltecendo a con-
templacao das dobraduras bem como sua exposi¢ao.

No Brasil, o origami chegou através dos colonizadores portugueses e, durante o império,
os europeus vinham orientar as criangas mais ricas. Entretanto, foi na época da imigracdo
japonesa, iniciada em 1908, que a cultura do origami se infiltrou de modo mais consistente em
nossa terra.

Um tempo depois, nos anos de 1970 e 1971, a professora Yachiyo Koda ministrou aulas
de origami na TV Cultura, além de ter realizado cursos e exposi¢des em vdrias cidades do pais
por meio da Alianca Cultural Brasil-Japao e com a ajuda do consulado do Japao em Sao Paulo.
([5] HAYASAKA e NISHIDA, 2009)

Todavia, de modo geral, as técnicas do origami sdo usadas ndo apenas para desenvolver
habilidades cognitivas e criativas das criancas, mas também para ensinar geometria na educa-
cdo basica e até mesmo na educagdo superior € além. Varios trabalhos de pesquisa tém sido
feitos na drea da educagdo e confirmam a eficiéncia do origami como ferramenta educacional,
principalmente no ensino da geometria em Matemaética.
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Capitulo 3

Origami e Geometria

Através da leitura do percurso histérico do origami ja tracado nos capitulos anterio-
res fica evidente que a utilidade do origami enquanto ferramenta educativa principalmente de
aspectos geométricos ndo é nenhuma novidade, pois foi uma pratica ja realizada em diversas
€pocas e paises, notadamente Espanha, Alemanha, Japao e mais recentemente no Brasil, princi-
palmente a partir da imigragdo japonesa. Entretanto, s6 a partir da década de 1970 que estudos
mais rigorosos comecaram a ser feitos no sentido de explicar que tipos € quantas construcdes
geométricas eram possiveis com as dobraduras.

3.1 Axiomas de Huzita-Hatori

Posteriormente, nos trabalhos da primeira Conferéncia de Ciéncia e Matematica do Ori-
gami, o matematico francés Jacques Justin publicou um artigo no qual ele enumerou 7 possiveis
combinacdes de alinhamentos em dobraduras em 1989. Em 1991, o matemaético japonés Hu-
miaki Huzita descobriu de forma independente as mesmas regras relacionadas aos fundamentos
matematicos da dobra de papel e os processos que podem ser feitos ao dobrar uma folha de
papel. Entdo, esses resultados ficaram conhecidos como Axiomas de Huzita. Mas, em 2002, a
matematica japonesa Koshiro Hatori encontrou um novo tipo de alinhamento, o qual ndo estava
compreendido dentre nenhum dos axiomas de Huzita. Assim, surgia naquele momento a divida
da existéncia de mais axiomas, porém, Robert Lang, em um estudo posterior, confirmara a com-
pletude, construindo dessa forma 7 axiomas conhecidos como Huzita-Hatori ou Huzita-Justin.
De acordo com tais resultados, os axiomas assumem que as operacdes sao concluidas em um
plano e que todas as dobras sdo lineares. Sendo assim, os axiomas de Huzita-Hatori, descritos
por Lang ([8], 2004), assim como as figuras de Passaroni ([13], 2015), sdo descritos a seguir:

Axioma 1: Dados dois pontos, P; e P>, hd uma tnica dobragem que passa pelos dois pontos.

P2
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E evidente que este axioma se refere ao primeiro postulado de Euclides cuja defini¢do

diz que através de quaisquer dois pontos distintos é possivel desenhar (exatamente) uma linha
reta.

Axioma 2: Dados dois pontos, P; e P, hd uma dobragem que os torna coincidentes.

Este axioma equivale a achar a mediatriz de um segmento com extremidades em P; e
Ps.

Axioma 3: Dadas duas retas r; e r, hd uma dobragem que as torna coincidentes.

Este axioma nos da a solu¢do geométrica de encontrar a reta bissetriz dos angulos for-
mados entre duas retas. Se as retas sdo paralelas, a bissetriz serd uma dobra (reta) paralelas
as outras duas. Se as retas sdo concorrentes com o ponto de intersec¢do de ambas no interior
da folha de papel entdo havera duas solugdes (dobras) possiveis: uma em relacdo ao maior e a
outra em relagdo ao dngulo menor formado entre as duas retas.

Axioma 4: Dados um ponto P e uma reta [ , hd uma dobragem perpendicular a [ que passa por
P.

O axioma 4 garante a unicidade e a existéncia da reta perpendicular que passa por um
ponto P em relacdo a uma reta r qualquer.
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Axioma 5: Dados dois pontos, P, e P, e uma reta , se o comprimento de P, P, for igual ou

superior a distancia de P, a r, hd uma dobragem que faz incidir P, em r e que passa por
P,.

Este axioma revela como encontrar a intersec¢ao da reta r; com a circunferéncia de
centro P passando por P;. E hd no méximo duas dobras possiveis dependendo das posi¢des
dos pontos e da reta ry.

Axioma 6: Dados dois pontos, P; e P, e duas retas r; e ry, se as retas ndo forem paralelas e se
a distancia entre as retas ndo for superior a distancia entre os pontos, hd uma dobragem
que faz incidir P, em r; e P, em 5.

2

O axioma 6 equivale a encontrar uma linha simultaneamente tangente a duas pardbolas
com focos em P, e P, e com retas diretrizes 1 e . E possivel notar ainda que a dobra obtida é
a mediana de TP{ e P,P., onde P| e Pj sao os pontos obtidos com a sobreposi¢do de P, e P,
em relacdo as retas r; e ro, respectivamente.

Axioma 7: Dados um ponto um P e duas retas r; € 5, se as retas ndo forem paralelas, hd uma
dobragem que faz incidir P em r; e € perpendicular a r5.

/
”‘?/‘\ - /‘/ea

O axioma 7 pode ser considerado um desdobramento do axioma 4.
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3.2 O teorema de Maekawa-Justin

Uma dobra em uma folha de papel pode ser feito de duas formas diferentes: convexas
ou montanhosas ou, em uma forma concava ou vale. Logo, o uso de notagcdo geral pode ser
observada na figura 3.1.

Figura 3.1: Uma dobra em montanha (esquerda) e outra em vale (direita).

— e — e — —  Para as dobras em Montanha

_______ Para as dobras em Vale

e || e

Fonte: http:// theconversation.com/origami-mathematics-in-creasing.

Ao desdobrar um origami, as marcas das dobras ficam evidentes no papel e os dois tipos
de dobras, montanha e vale, ficam expostas. Nesse contexto, o fisico japonés Jun Maekawa e o
matematico francés Jacques Justin, de forma independente na década de 1980, observaram que
a diferenca entre as quantidades de dobras de cada tipo, em cada vértice interno, é 2, conforme
pode ser visto na figura 3.2.

Figura 3.2: A esquerda, o origami do Tsuru e, a direita, seu mapa de dobras de vale e montanha.

Fonte: http:// theconversation.com/origami-mathematics-in-creasing.

Como conclusdo, segundo Cavacami e Furuya ([1], 2009), podemos dizer que um vértice
V' € um vértice interno plano se corresponde a um vértice do interior do mapa em que as dobras
convergem de tal forma que um disco centrado em V' e que ndo contém nenhum outro vértice do
mapa admitir uma dobra plana. Para isso, é necessario verificar uma série de condi¢des bdsicas
sem as quais o desdobramento ndo seria possivel.

Teorema 3.1 (Maekawa-Justin). Seja x o niimero de dobras em montanha e y o niimero de
dobras em vale que convergem em um vértice interno plano. Verifica-se entdo que v —y = +2.

Desse teorema resulta que o nimero total de dobras deve ser par.

3.3 O teorema de Kawasaki-Justin
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No caso do teorema de Kawasaki-Justin, a relagdo ocorre a partir da soma dos angulos
alternados que se formam ao redor de um vértice interno.

Teorema 3.2 (Kawasaki-Justin). A soma dos dngulos alternados em um vértice interno de um
origami desdobrado é de 180°.

O teorema de Kawasaki afirma que um dado padrdo de vinco pode ser dobrado em um
origami plano se todas as sequéncias de angulos oy, o, ag, auy, ..., oy, ao redor de cada vértice
(interior) preencherem a seguinte condi¢do:

Oél—f—Oég—'—"‘—f—OéQn,l:C(Q+Oé4+"'+042n:1800.

Condigao essa que pode ser compreendida através da visualizacao da figura 3.3.

Figura 3.3: Ilustracdo do Teorema de Kawasaki-Justin: 31° 4 41° 4+ 108° = 39° 4 58° 4 83°.

Fonte: OROURKE, J. How to fold it. Cambridge, New York. 2011.

3.4 O teorema de Haga

Para Passaroni ([13], 2015), este teorema foi originalmente enunciado pelo Dr. Koji
Fusimi em 1979 com o nome “Teorema de Haga”. Mais tarde, o préprio Kazuo Haga, professor
aposentado de biologia do Japao, acrescentou outras duas constru¢des geométricas relacionadas
com o primeiro teorema publicado, as quais ele denominou de segundo e terceiro teoremas.

Teorema 3.3. [ Primeiro Teorema de Haga] Seja um quadrado de vértices A, B, C, D e P o
ponto médio do segmento AB, se T é a interseccdo do lado CD com o lado AD, apds a dobra

— 1
que faz coincidir o vértice C com o ponto P, entdo a medida de D'T' = 3

Figura 3.4: Ilustragdo do primeiro Teorema de Haga.

g . A B P A

C

Fonte: http://www.origami.gr.jp.
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Demonstracdo. Sem perda de generalidade, admitamos que o lado do quadrado ABCD da fi-
gura abaixo seja de comprimento igual a 1 unidade de medida. Se P é ponto médio do lado AB,

entdo BP e PA sdo congruentes e o comprimento desses segmentos € igual a 3

Figura 3.5: Tlustra¢do do primeiro Teorema de Haga e os tridngulos semelhantes formados.

B P A
E

I

:

| i
I

I

. Q
1 F

]

e —— 0
c D

Ao analisar o triingulo PAT, pode-se afirmar que os 4ngulos TPAe AT P sdo comple-
mentares, pois PAT é reto. Como EPT também é reto, entdo o  angulo BPE ¢ complementar
de TPA e, EBP sendo um angulo reto novamente, o angulo PEBé complementar de BPE a
partir do tridngulo PBE. Sendo assim, ATPé congruo a BPEeTPAé cdngruo PEB. Além
disso, AT P é congruo FTQ (4ngulos opostos pelo vértice) e, como o tridngulo F7'Q) € reto em
Q, segue que o angulo QF'T é complementar de FTQ,isto é, QFT é congruo APT. Portanto,
os tridngulos PBE, PAT e F'T() sido semelhantes. Agora, seja a medida de BE = a, entdo
a medida de EP = 1 — a, pois med(BE) + med(EP) = 1. Como APBE é um triangulo
retangulo em B, entdo, com base no teorema de Pitdgoras, tem-se que:

[med(EP)]? = [med(BE)]* + [med(BP)]?
1\? 1 1 3
(1—a)* =a*+ (§> = 1—2a+a® = a2—|—1 = 1-20=7=2=1-7=2%= T
3
a=-
8
— 3 5
Segue disso que med(EP) = 1— i E, como os tridngulos PBE e PAT sao semelhantes,
logo: L L
med(AP)  med(AT)
med(BE)  med(PB)
1
5 b 3 1 2 _
3=71 5 1 — 12b =8 = b = 3 onde med(AT) = b. Consequentemente,
8 2

1
med(DT) = =, como queriamos demonstrar.

Vale ressaltar que podemos ir um pouco mais adiante na demonstra¢ao e encontrar outros
resultados. Dessa maneira, considerando o AP AT e a aplicacdo do teorema de Pitdgoras neste
triangulo, constroi-se o seguinte raciocinio:

[med(PT))? = [med(AP)]* + [med(AT))?
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[med(PT))? 1y’ (2 2 — [med(PT))? LN [med(PT)]? 5 __,
me = — — me = — — me = —
—= 25 5 5 1
PT) =4/ — TO)=1— 2 = =
med(PT) ”36 & onde segue que med(TQ) = s

Em outra situa¢@o, como AFTQ e APAT sao semelhantes, disso decorre que:

med(TF)  med(TQ)

med(PT)  med(AT

)

med(TF) 36
g

—_ 5 3 )
= med(TF) = % =% '3" 91 E usando mais uma vez o teorema de
3

seo | pojoy |

Pitdgoras no tridngulo F'T'(), tem-se:

[med(TF)]* = [med(TQ)* + [med(FQ)]*

5\ (1)’ — 25 1 S 25
(ﬂ) = <6> + [med(FQ)]? = =76 — 36 + [med(F Q)] = [med(FQ)|* = 5
L — med(FQ) = o3 e, consequentemente, med(F D) = 1
36 576 24 8 8

Portanto, conclui-se que med(BE) = g, med(EP) = g, med(AT) = ;, med(PT) =
g, med(TQ) = %, med(TF) = 254 O

Teorema 3.4 ( Segundo Teorema de Haga). Dado o quadrado unitdrio ABCD e P o ponto
médio de AB, se S é o ponto onde se encontra o vértice B, apds a dobra de CP, e T é o ponto
onde inicia a dobra que faz coincidir D com S, mantendo o vértice C fixo, entdo, a medida de
— 1
DT = —.

3

Figura 3.6: Ilustracdo do segundo Teorema de Haga.

C DC’ D

Fonte: http://www.origami.gr.jp.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, admitamos que o lado do quadrado ABC'D da fi-
gura 3.6 seja de comprimento igual a 1 unidade de medida. Como os pontos P, S e 7' sdo
colineares. Basta notar que os angulos PSC e STC sio retos, pois equivalem aos angulos in-
ternos do quadrado ABC'D que foram dobrados ao longo das linhas C'P e C'T'. Por construgio,
tem-se que o segmento P.S é congruo ao segmento PB e P é ponto médio de AB, entio segue

- - N 1 P
que med(PA) = med(PB) = med(PS) = 3 Além disso, ST = DT.
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Considere med(DT) = a, entdo med(AT) = 1 — a. Tem-se ainda que med(PT) =
— — 1
med(PS) + med(ST) = 5 tea
Usando o Teorema de Pitdgoras no APAT tem-se que [med(PT))?> = [med(PA)]* +
+

[med(AT)) = (%+a)2 = (%)2+(1—a)2 — i—{—a—}—cﬂ -

l—a= g O
Teorema 3.5 ( Terceiro Teorema de Haga). Dado o quadrado unitdirio ABC'D e P o ponto
médio do segmento AB, consideremos a dobra que leva o ponto P sobre o lado B C, ao mesmo
tempo que o vértice C' é levado sobre o lado AD. Se T’ é o ponto do lado AD onde o vértice C'

1 2
1 1—-2a+a° — 3a =

— 1
se encontra apos a dobra, entdo D'T' = 3

Figura 3.7: Ilustracdo do terceiro Teorema de Haga.

B I A 3 A

Fonte: http://www.origami.gr.jp.
Demonstracdo. Novamente, seja o lado do quadrado ABC'D da figura 3.7 seja de comprimento
igual a 1 unidade de medida e, para melhor compreensdo, considere como parametro a figura

abaixo.

Figura 3.8: Outra ilustracdo do terceiro Teorema de Haga.

E

Sendo P ponto médio do lado AB, temos que BP e P A sdo congruentes, logo med(PA) =
- 1 A A a
med(BP) = 3 Por outro lado, os dngulos TP A e AT P sao complementares, pois P AT é reto;
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como FT'E também é reto, entdo o angulo ETDé complementar de ATP;ese TDE ¢ angulo
reto, entdo o angulo DET é complementar de ETD. Logo, ATP = DET e TPA = ETD.
Além disso, TPA = FPG (angulos opostos pelo vértice) e como o tridngulo GF P é reto em
F' segue que o angulo PGF é complementar de F' PG, isto é, PGF = ATP. Portanto, os
tridngulos GF P, PAT e T DFE sdo semelhantes.

Agora, denominemos as medidas med(FP) = b, med(GP) = a e med(AT) = .

— — 1 — 1 =5
Como med(FG) + med(GP) = 5> segue que med(FG) = 5 — a e, como med(FP) +

med(PT) = 1, logo med(PT) =1 — b.
Do teorema de Pitdgoras aplicado ao tridngulo G F'P tem-se que:

[med(GP))* = [med(FG))? + [med(FP))?

1 ? 1
a’ = (§—a) +62:>a2:z—a+a2+b2

1
a:1+b2 (3.1

Da semelhanga dos tridngulos GF'P e PAT, obtém-se:

med(PT)  med(PA)

med(GP)  med(FP)

1-b 1

a 2b

—

1
1-b 3
a b

a = 2b — 2b? (3.2)

Utilizando o método de comparacdo entre as equagdes 3.1 e 3.2, tem-se:

1 1
Z+b2:2b—2b2:>3b2—2b+1:O:>12b2—8b+1:0
) ) . 1 1 3 — S 1 1
cujas raizes sdo b; = 5 eby = 5 Porém, como med(F'P) < med(GP) < Y logo b = 6 e,
5
consequentemente, ¢ = —.
18— 1 5 2 — 1 5
Dessa forma, med(F'G) = 3 189 med(PT) =1— i Aplicando o teorema

de Pitagoras no APAT, encontra-se:
[med(PT))? = [med(PA))* + [med(AT)]?

5\ /1\* , 25 1 16 4 2

—_ 1
Portanto, med(DT') = 3
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3.5 Dobrando qualquer fracao

Com base na figura 3.9, suponha que, em vez de dobrar o canto inferior esquerdo do
papel até algum ponto na metade da borda superior, se dobre o canto inferior esquerdo até um
ponto a uma distancia k ao longo da borda superior do quadrado unitirio ABC'D.

Figura 3.9: Ilustragdo da generalizagdo do Teorema de Haga.
- k . 1—k

Entdo, med(AB) = k, med(AC) = 1 — k, med(BE) = z, med(EA) = 1 -z e
med(CG) = y. Aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo EBA:

[med(AE))? = [med(EB))? + [med(BA)?

1— k2
Q-2 =2+ =1-2v+2* =2 +k = 1= B
E pela semelhanca entre os tridngulos EBA e ACG:
med(CG)  med(AC)
med(AB)  med(BE)
y 1—k Y 11—k Y 2-(1-k) 2k
ko w k-1-k  k (1+k-(1-K) YT 1+k
2

J4 se demonstrou no teorema 3.3 (primeiro Teorema de Haga) que se k = % entdo y = % e,
consequentemente, consegue-se dobrar a borda do quadrado em partes iguais.

Dessa forma, se girarmos o papel quadrado e dobrarmos o canto inferior esquerdo até
um ponto cujo comprimento em relacdo a extremidade do quadrado seja 3 do lado, entdo k = 3
o que significa que

1
2. - .
_ 3 S
1+ =
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: : ) < 1
Se continuarmos repetindo esse método, podemos dobrar qualquer fracdo tal que £ = — com
n

1 2
92.- z
. 2k n n 2 n 2 )
n € N. Entdo, y = Tk 1_,_1 0+ T T n nrd =y = n+1.Logo,repetmdoo
" 111 1
método de Haga, podemos construir cada fracao de unidade 5 3 1_1’ 5 . Pode-se também

usé-lo para criar qualquer multiplo dessas fragdes unitarias,
racional.

QD

ssim dobrar qualquer nimero



32

Capitulo 4

Problemas envolvendo Dobraduras

O origami além de proporcionar aplicacdes interessantes em diversas ciéncias € um
campo de estudo tedrico em matemdtica muito amplo que vai desde geometria até topologia
constitui também uma excelente ferramenta diddtica que pode ser usada no Ensino Basico no
estudo da Geometria Plana e Geometria Espacial.

Nesta secdo abordaremos alguns problemas interessantes que se utilizam da abordagem
do origami para explorar diversos conceitos bastante utilizados, sobretudo na Geometria Plana
como relacdo de semelhanca entre tridngulos, teorema de Pitdgoras e angulos.

4.1 Problemal

M. Kazuo Haga, o famoso mestre do Origami, encontrou um engenhoso método para
dividir os lados de um pedaco de papel quadrado em partes iguais. Os primeiros passos do seu

método para encontrar — de um lado estdo estabelecidos aqui (veja a ilustrag¢do da figura 4.1):

Figura 4.1: Problema n° 13 Olimpiada Matemadtica Sem Fronteira 2016 (OMS - 2016).

Fonte: http://matematicasemfronteiras.org.
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Passo 1: Dobre seu papel quadrado em 4 partes iguais; (Esta é a parte fécil!)

. 1 . .
Passo 2: Traga a ponta superior esquerda até 1 do comprimento do lado direito e dobre;

Passo 3: Pinte os dois tridangulos e depois desdobre.

ApOs os passos, corte os dois tridngulos coloridos, colocando-os um em cima do outro
para mostrar que sdo tridngulos semelhantes. Em seguida, cole-os em sua folha de respostas.
Depois, calcule o valores de x e y indicados na figura 4.1. Agora, responda:

Que dobra finalmente mostra R do lado do quadrado?

Solucio 4.1. Aplicando o teorema de Pitdgoras no pequeno tridngulo colorido, obtém-se:

(1—2)* =2+ ! 2:>1—29[;—1—91:2—31:2—1—i:>2:c—1—i:>x—E
B 4 B 16 16 32

Sabe-se que os dois triangulos coloridos sdo semelhantes, entdo decorre que:

1
Para se obter o R do lado da folha, apenas dobre o lado y ao meio.
4.2 Problema 2

Uma tira de papel € dobrada trés vezes, como mostrado na figura 4.2. Determine [ se
nos € dado que o = 70°.

Figura 4.2: Problema extraido da Olimpiada Canguru Matemdtica sem fronteira - 2010.

= == = &
p
Fonte: http://www.cangurudematematicabrasil.com.br.

a) 140° b) 130° ¢) 120° d) 110° e) 100°

Solucio 4.2. Uma vez que o dngulo de 70° é dobrado para baixo, o pequeno tridngulo no meio
da segunda tira da figura é isosceles com angulos de 70°, 70° e 40 °. Dobrando para a esquerda
e direita, portanto, produz angulos de 140° para a esquerda e para a direita, que tém um dngulo
de 40° em comum. O dngulo em questdo é, portanto, igual a 360° — (140° 4 140° —40°) = 120°.
Logo, a resposta correta é a alternativa c).
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4.3 Problema3

Uma tira de papel retangular é dobrada ao longo da linha tracejada, conforme indicado
na figura 4.3, formando a figura plana da direita. Qual o valor do angulo z ?

Figura 4.3: Problema da Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas (OBMEP-
2006) - 1* Fase: Nivel 3.

\
s
’

Ap0° ‘ Jd /
Fonte: http//www.obmep.org.br.

b) 50°

a) 30°

¢) 80° d) 100°

e) 130°
Solucao 4.3. Observando a figura da fita dobrada percebe-se que x+50° +50° = 180°. Entdo,
x = 80°, alternativa c).

Figura 4.4: Esquema de solugdo do problema da OBMEP-2006 - 1* Fase: Nivel 3.

B —

D—";' 'F
x 7\ X50°
A_.—A

- ——— -

Fonte: http//www.obmep.org.br.

4.4 Problema4

Uma folha quadrada foi dobrada duas vezes ao longo de suas diagonais, conforme a
ilustracdo da figura 4.5, obtendo-se um triangulo.

Figura 4.5: Banco de Questdes da OBMEP-2006 - Nivel 3

N SREA

Fonte: http//www.obmep.org.br.
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Foi feito um corte reto na folha dobrada, paralelo ao lado maior desse tridngulo pas-
sando pelos pontos médios dos outros lados, e desdobrou-se a folha. A drea do buraco na folha
corresponde a qual fra¢do da 4rea da folha original?

1 1 3 3 1

Solucio 4.4. A figura 4.6 mostra o tridngulo obtido apds dobrar o quadrado ao longo das duas
diagonais. Designa-se med(BC') = a, a medida do lado da folha quadrada inicial. Como o

— d(BC
corte € feito pela base média M N do tridngulo, tem-se que med(MN) = % = g.
Desdobrando-se a folha, vé-se que o buraco é um quadrado de lado M N. A drea do quadrado

2
Ly ) (o a’ o 1
original é a* e a drea do buraco é 5] =1 ou seja, a drea cortada corresponde a 1 da

drea do quadrado original.

Figura 4.6: Triangulo obtido através de dobras sucessivas ao longo de suas diagonais.

A

B &

Fonte: http//www.obmep.org.br.
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Capitulo 5
Sugestao de Atividades com Dobraduras

A fim de deixar uma contribuicdo efetiva aos professores de matematica, segue nesse

capitulo algumas propostas de atividades que podem ser desenvolvidas em sala de aula, especi-
almente com os alunos do ensino fundamental, a respeito de teorias geométricas que podem ser

abordadas a partir do manuseio das dobraduras.

5.1 Demonstrar a soma dos angulos internos de um triangulo

Pablico alvo: 7°/8° ano do ensino fundamental II;
Objetivo: demonstrar que soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°;

Pré-requisitos: definicdo de angulos e tridngulos;

Material: folhas de papel A4 e esquadros;
Tempo previsto: aproximadamente 1 aula de 50 minutos;

Procedimentos:
1. Primeiramente, na folha A4, peca para os alunos marcarem 3 pontos nao colineares. Em
seguida, com o uso de dobraduras, deve ser formado um triangulo como na figura 5.1.

A
N
\ 1

Figura 5.1: Trés pontos ndo colineares determinados na folha de papel A4.

N
& 1
A
#\
r

1
\

s
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2. Depois peca para os alunos recortarem o triangulo ABC' formado.

3. Logo apds, com o auxilio de um esquadro, oriente aos alunos quanto a determinar e tragar
a altura do triangulo em relagdo ao maior de seus angulos, assim como marcar o ponto P,
pé da altura sobre a base referente a altura construida. E tal acdo pode ser observada na
figura 5.2.

Figura 5.2: Tridngulo ABC e a altura relativa ao maior segmento, BC'.
A

4. Dando continuidade, diga para dobrarem as pontas do tridngulo, de modo que os vértices
A, B e C coincidam com o ponto P, assim como na figura 5.3.

Figura 5.3: Dobradura feita no tridngulo ABC'.

L

5. Para finalizar, entende-se que os alunos irdo concluir que os angulos dos vértices A, B
e C formam um angulo raso e que, portanto a soma dos angulos internos do tridngulo
equivale a 180°.

Essa atividade estd dentro dos pardmetros supracitados. Além do objetivo principal,
outras questdes podem ser abordadas durante a execucao da atividade junto aos alunos, como:
Qual é o tipo de tridngulo obtido quanto a medida dos lados (escaleno, is6sceles ou equilatero)?
Qual € o tipo de tridngulo obtido quanto a medida dos angulos internos (acutangulo, obtusangulo
ou retangulo)? Qual € a drea do tridngulo obtido com as dobraduras e qual sua relagdo com a
area do retangulo obtido com as dobraduras dos trés vértices sobre o ponto P?

5.2 Teorema de Pitagoras
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Pablico alvo: 7°/8° ano do ensino fundamental II;
Objetivo: verificar a validade do Teorema de Pitagoras;
Pré-requisitos: definicio de triangulos;

Material: folhas de papel A4 e esquadros;

Tempo previsto: aproximadamente 1 aula de 50 minutos;
Procedimentos:

1. Primeiramente, na folha A4, peca para os alunos obterem um quadrado como na figura

54.
Figura 5.4: Quadrado obtido por dobraduras de uma folha retangular.
A
% ~ <
Y z
N ~
N " %
. |
B
PAPELA4 DOBRE DO PONTO A ATE O AGORA RECORTE O RETANGULO
INTEIRO PONTO B FORMANDO UM QUE SOBROU. PRONTO! VOCE TEM
TRIANGULO. UM PAPEL 21X21 PRONTO PARA

FAZER ORIGAMI.

Fonte: http://marcosventura.files.wordpress.com.

2. Depois oriente os alunos a dividirem o papel quadrado em quatro quadrados congruen-
tes. Mais tarde, instrua os mesmos a dividirem ao meio o lado de um desses quadrados
congruentes, assim como na figura 5.5.

Figura 5.5: Divisao do quadrado em quatro quadrados congruentes.

Fonte: http://www.origami.gr.jp.

3. Logo ap0s, peca para dobrarem um dos vértices do quadrado até a linha central que divide
o quadrados maior como na figura 5.6.

Figura 5.6: Dobradura.

........... \7—

Fonte: http://www.origami.gr.jp.
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4. Dando continuidade, repete-se mais 3 vezes a dobradura do passo anterior e desdobre-

as. Dessa forma, obtém-se com as dobras dos vértices do quadrado outro quadrado e 4
triangulos retangulos congruentes como na figura 5.7.

Figura 5.7: Quadrado construido a partir das 4 dobraduras.

Fonte: http://www.origami.gr.jp.

5. Agora, usando os vincos deixados pelos passos anteriores, dobram-se dois vértices per-
tencentes a uma das diagonais do quadrado original conforme a ilustra¢io da figura 5.8.

Figura 5.8: Quadrado construido a partir da hipotenusa dos 4 tridngulos congruentes.

D

Sot®
........

EEEmIEIEEEEREE ’ll.lllllll.lll.;ﬁl.
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I
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-?
£
-
EEIlIEEEEIEEER

-

Fonte: http://www.origami.gr.jp.

6. Para finalizar, peca para os alunos desdobrarem e verificarem através da ilustracdao da
figura 5.9 o Teorema de Pitagoras.

Figura 5.9: Teorema de Pitagoras.

B A E B
ams L
sut® - Lt .
H et . H ot H
L » - L a—— (pa—
a 'r_ P!'- »
. : :
% . b e
i JF Y
= -i“.' : =
Y et . "
Db a c > D b Rc C

Fonte: http://www.origami.gr.jp.
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Apoés toda essa construcdo, os alunos podem observar e constatar que: os triangulos
FAH, HF%FC eEB sdo congruentes aos AHEP, ACPR e APCS; determinando as
medidas de DG = b, GC = ce GF = a, tem-se pelo primeiro quadrado da figura 5.9 que a

b-
area do quadrado ABC' D pode assumir o valor de 4 - Tc +a? ou (b+ ¢)?, logo conclui-se

que a®> = b? + ¢?, isto é, a drea do quadrado construido sobre a hipotenusa de um tridngulo
retangulo tem drea equivalente a soma das dreas dos quadrados construidos sobre os catetos
desse triangulo.

Com essas dobraduras podem ser trabalhados vérias conteidos e questdes como: angu-
los complementares, congruéncia de tridngulos, equivaléncia de areas.
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Consideracoes Finais

O origami constitui uma técnica milenar que evoluiu ao longo dos séculos passando
de por varias conotacdes, desde o valor simbdlico usado em rituais religiosos até a uma arte
extremamente sofisticada que ganhou o mundo como forma de entretenimento e arte.

Mais recentemente, foi redescoberto seu valor como ferramenta educacional bem como
surgiram estudos mais tedricos que conseguiram vislumbrar aplicagdes antes inimagindveis as
dobraduras, do design arquitetdonico até a engenharia complexa de painéis solares e telescopios.

A pratica do origami desenvolve ndo apenas a habilidade manual, mas também a imagi-
nacao, anélise, especulacio, enfim agilidade mental, que desenvolve as faculdades intelectuais
para lidar com outros problemas da l6gica e da matematica. Desta forma, olhar para as po-
tencialidades do Origami como ferramenta didética para se abordar problemas de Matematica,
especificamente os de Geometria, vem ao encontro de uma necessidade urgente de explorar
novas metodologias e novas formas de pensar o ensino da Matemética. Ainda mais no atual
contexto do ensino no Brasil que acumula indicadores extremamente baixos no que tange a
Matemadtica em avaliagdes importantes como o PISA e o SAEB.

Assim, este trabalho espera contribuir, ainda que de forma humilde, oferecendo uma
possibilidade de abordagem de problemas geométricos a luz das dobraduras do origami de
forma a dinamizar o processo do trabalho didatico dos professores e despertar cada vez mais
nos estudantes o interesse pela resolucdo de problemas matemadticos e o estudo em geral da
Matematica.
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