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RESUMO

Este trabalho objetiva apresentar aplicacdes das teorias matemadticas (defini¢des, teoremas e
propriedades) como ferramenta para enriquecer o ensino-aprendizagem no ambiente escolar.
Como sugestio temos aqui a apresentacdo e desenvolvimento da teoria sobre funcdes convexas
e seus principais resultados (otimizagdo convexa). Procuramos enfatizar topicos como o corpo
dos complexos, onde apresentamos a forma polar através da férmula de Euler, tépicos de dlgebra
linear e andlise real, conjuntos convexos € um breve histdrico de seu estudo, fun¢des convexas
com enfase a ideia de subdiferencial, como principal pré-requisito para o estudo de otimizagdo.
Resolvemos como aplicacdo desta teoria o prolema de Steiner para trés pontos do plano, que

tem uso principalmente em tecnologias de comunica¢do dentre outros.

Palavras-chave: Ensino-aprendizagem, Conjunto Convexo, Func¢do Convexa, Subdiferen-

cial, Otimizacao.



ABSTRACT

This paper aims to present applications of mathematical theories (definitions, theorems and
properties) as a tool to enrich teaching-learning in the school environment. As a suggestion
we have here the presentation and development of the theory about convex functions and their
main results (convex optimization). We seek to emphasize topics such as the body of comple-
xes, where we present the polar form through Euler’s formula; topics of linear algeba and real
analysis; convex sets and a brief history of their study; convex functions with emphasis on the
sub-differential idea, as the main requirement for the optimization study. As an application of
this theory, we solved Steiner’s problem for three points of the plane, which is mainly used in

communication technologies among others.

Keywords: Teaching-learning, Convex Set, Convex Function, Subdifferential, Opti-

mization
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Conjunto dos nimeros naturais.
Conjunto dos nimeros inteiros.
Conjunto dos niimeros inteiros nao negativos.
Conjunto dos nimeros inteiros ndo nulos € ndo negativos.
Conjunto dos nimeros racionais.
Conjunto dos nimeros irracionais.
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Conjunto dos nimeros Complexos.
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Para qualquer que seja.
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Triangulo.
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Introducao

A otimizacdo € um tema de grande importancia no mundo de hoje, principalmente para
resolver problemas de ciéncias e engenharia. Levar esta problematica para escola é fazer o aluno
estar inteirado de sua importancia e para motiva-lo para aprender e a pensar a matematica.

Apresentamos neste trabalho um problema de Otimizagao que Jacob Steiner (1796 - 1863)

propds no inicio do século XIX, conforme vemos em [|1]], que consiste no seguinte:

"Trés vilarejos A, B e C deverao ser ligados por um sistema viario de comprimento total

minimo."

Matemadticamente queremos um ponto P do plano cuja soma das distancias a trés pontos
dados A, B e C seja minima. Esse problema ja foi resolvido geometricamente.
Neste trabalhos propomos a utilizagao da teoria de otimiza¢do convexa para resolvé-lo.
Abordamos a teoria de nimeros complexos, definindo e mostrando que € uma estrutura algé-
brica chamada corpo. Apresentamos suas principais propriedades operatdrias e para a parte que

trata da forma polar introduzimos a versio obtida pela Férmula de Euler:

e’ = cosf + isen b,

onde # € R e 7 é a unidade imagindria.

Apresentamos também resultados de dlgebra linear e de andlise real que serdo utilizados no
desenvolvimento do trabalho, com destaque para a defini¢do das normas euclidiana, norma da
soma e norma do maximo, pois para resolver o problema de Steiner utilizamos a fun¢do norma
euclidiana.

No altimo capitulo tratamos do desenvolvimento da teoria de otimizagdo convexa, onde ex-
pomos os principais resultados de conjuntos convexos, funcdes convexas diferencidveis e nao
diferencidveis. Introduzimos a ideia de subdiferencial que € um ponto importante na teoria de
minimizacao convexa. Como exemplo de aplicacdes dos principais tépicos que convergiram
para existéncia de uma soluc@o do problema de Steiner, utilizamos a funcdo norma euclidi-
ana, que se mostrou adequada para existéncia de uma solucdo global para o problema e para
determinar em que condi¢des existe a solucao, utilizamos a forma polar dos complexos.

Objetivo principal do trabalho € mostrar uma aplicacdo da teoria de otimizagdo convexa,
ndo nos preocupamos em provar os principais resultados utilizados visto que todas as provas

dos resultados encontram-se em [2]].



Capitulo 1

Preliminares

Abordaremos neste capitulo os temas preliminares necessarios para o estudo das fungdes
convexas, bem como para a solu¢do do Problema de Steiner. Apresentaremos algumas nocdes
importantes de dlgebra linear e topologia no R". Incluimos também o conjunto dos nimeros
complexos e suas principais propriedades. Veremos também a Férmula de Euler que associa a

exponencial complexa as fungdes trigonométricas.

1.1 Tépicos Algebra Linear e Topologia

1.1.1 Corpo

Definicio 1.1. Seja K um conjunto ndo vazio, munido das operacéoes de adi¢do (+) e produto

(+). A terna descrita e simbolizada por (K, +,-) é denominada corpo se dados x, y e z € K

tivermos:

(A)z+y ek (P)z-yeK;

(A) (x+y)+z=2+(y+2) (P) (x-y)-z=2-(y-2);
(A)z+y=y+ua; (P)x-y=y-xs

(A3) 30 € K tal que x + 0 = x; (P;) Ju € K tal que x - p = x;

(A )V, 3—z €Ktalquex + (—x) = 0. (Py) Vo #0, 7 €K tal que v - z7' = p.

D)zx-(y+z2)=x-y+az-z

Em dlgebra linear é comum citar os elementos do corpo por escalar. O escalares 6 é chamado
de neutro da adi¢do, —x de simétrico de x, i de neutro do produto e ! de inverso multipli-

cativo de x. Este ultimo recebe esta nomenclatura porque ¢ comum chamarmos o produto de

2



multiplicagdo. Observe que a defini¢do de corpo nos permite concluir que 6, —x, p e 27! sdo

unicos, com efeito:

(i) Suponha que exista outro elemento neutro da adi¢cdo em K, digamos ¢,. Assim x + 6, = =z,
Vx € K. Temos entdo que
91 = 91 + 6 = 9

(i1) Suponha que dado = € K exista y € K, que também € simétrico de z, ou seja z + y = 6.
Temos entdo que

y=y+b=y+@+(-2)=@W+z)+(-2)=0+(-2)=—z

(iii) Procedendo como no item (i), mas para o neutro do produto, existe 1 € (K) tal que
x-p =z, Ve € K. Assim

M1 = M- o= [
(iv) Suponha que dado = € K, x # 0, exista y € K, que também ¢ inverso multiplicativo de z,
ou seja x - y = e. Temos entdo que

y:y.’u/:y.(x.aj_l):(y.x).x_lzlu.l‘_lzx_l‘

Sabemos que o conjunto dos nimeros racionais (Q e o dos nimeros reais R com suas ope-
racdes usuais de adi¢do e produto sdo corpos. Ja o conjunto dos naturais N e o dos nimeros
inteiros Z nao sdo corpos. Definiremos e mostraremos na préxima secao que o conjunto dos

nimeros complexos C é um corpo.

1.2 Os Complexos

Definicao 1.2. Definimos o conjuntos dos niimeros complexos como sendo o conjunto de todos

os pares ordenados z = (a,b), com a,b € R, e representaremos por C:

C={(a,b);a,b € R}

Definir os complexos desta forma nos permite associar a cada complexo um ponto em um
plano como o cartesiano que aqui chamaremos de Argand-Gauss, conforme vemos na figura
[[.1] O eixo horizontal é chamado de real e o eixo vertical ¢ chamado de eixo imagindrio e a
intersecdo entre os eixos de origem O do plano.

Sabemos ainda que dois pares ordenados z = (a,b) e z; = (ay,b;) sd0 iguais se suas
respectivas coordenadas também o sdo, ou seja, a = a; € b = b;.

Vamos definir as operacdes e verificar propriedades que tornam o conjunto dos nimeros
complexos um corpo.



Im(2)

a Re(2)

Figura 1.1: Representacgdo de z = (a, b) no plano de Argand-Gauss.

Definicio 1.3. Dados z = (a,b) € C e z; = (a1, by) € C utilizaremos + e - para simbolizar as
operagdes de adigcdo e produto, respectivamente, entre os complexos z = (a,b) e z; = (a1, b;)

definidas como segue:

(i) z+ 2 = (a+a;, b+ by)
(ii) z - 2 = (aay — bby, aby + bay)
Veja que as operacodes definidas destas forma nos levam a concluir que tanto a adicdo como
o produto sdo operagdes fechadas em C, pois estamos adicionando e fazendo o produto entre

numeros reais (as coordenadas de cada complexo) que € um corpo. A proposi¢ao a seguir nos

garante que C também € um corpo.

Proposicao 1.1. As operagoes de adicdo e produto entre complexos é fechada. Para z, 2y,
29 € C, quaisquer,sdo vdlidas as seguintes propriedades:

Na adigdo:

(Al) Associatividade: z + (z1 + 29) = (2 + 21) + 205

(A2) Comutativa: z + z1 = 21 + 2z,

(A3) Elemento neutro: 30 € C tal que z + 0 = 0 + z = z;

(A4) Inverso aditivo (simétrico): Vz € C, 3 — z € Ctal que z + (—z) = —z + 2z = 0.
No Produto:

(P1) Associatividade: z - (z1 - z3) = (2 - 21) * 23,

4



(P2) Comutativa: z - z1 = z1 - 2,
(P3) Elemento neutro: 3u € Ctal que z - p = ji - 2 = z;
(P4) Inverso:Vz € C, 2z # 0,3z € Ctalque z - 2L = 271 - 2 = ;

(D) Distributiva: z - (z1 + 29) = 2 - 21 + 2 - 2o.

Demonstracdo. Para quaisquer z, 21, z; € C existem a, ay, as, b, by, by € R tais que z = (a, b),
21 = (a1,b1) e z5 = (ag, by). Assim temos que z + z; = (a + a1,b + by) € C, pois a + a,
b+0b € Rez- 2z = (aay — bby,ab; + aib) € C, pois aa; — bby, aby + a1b € R, ou seja, as
operagdes de adicdo e produto em C sao fechadas.

Vamos mostrar as propriedades da adi¢do e do produto entre complexos.

(Al) Associativa: z + (21 + 22) = (2 + 21) + 22

24 (z14+2) = (a,b)+ [(a1,b1) + (az, b2)]
(a,0) + (a1 + az, by + bs)
(a+ (ay + az),b+ (by + b2))

= ((a+a1)+az, (b+b1)+by)
(a+ap,b+by) + (ag, by)
[(a,b) + (a1,b1)] + (az, b2)
(2

+ 21) + 2o.

(A2) Comutativa: z + 21 = 21 + 2.

(a,b) + (a1,b1)
= (a+a1,b—|—b1)
( )
( b)

z2+z1 =

ay +(1 bl +b
a17b1) (

= z1+ z.

(A3) Elemento neutro: 30 € Ctalque 2z +60 =0+ 2z = 2.

Como 6 € Cexistem z, y € R tal que = (z,y). Assim
z4+60=2z2=(a,b) + (z,y) = (a,b) = (a + z,b+ y) = (a,b).

Pela igualdade de pares ordenados temos a +x = aeb+y = b,logox = 0ey = 0.

Portanto
6 = (0,0).
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(A4) Inverso aditivo (simétrico): Vz € C,d—z € Ctalque 2 + (—2) = —z + z = 0.

Como —z € Cexistem z, y € R tal que —z = (x,y). Assim

2+ (—=2)=0= (a,b) + (z,y) = (0,0) = (a + z,b+y) = (0,0).

Novamente pela igualdade de pares ordenados temos a+z = 0e b+y = 0,logo x = —a

e y = —b. Portanto

—z = (—a,—-b).
(PI) Associatividade: z - (21 - 22) = (2 - 21) - 29.

a,b) - [(a1,b1) - (az, by)]
a,b) - (a1az — biba, arby + byay)
a(a1a2 — blbg) — b(a1b2 + bl(lg) (a1b2 + bl(lg) + b(a1a2 — blbg))

Z‘(21~Zz) =

(aay; — bby)ag — (aby + bay)bs, (aa; — bby )by + (aby + bay)az)
aa; — bbl, (lbl + bal) (ag, bg)
(CL, b) (a’17 bl)] : (CLQ, b2)

(
(
(
= (aayag — abiby — baiby — bbyas, aaiby + abyas + bajay — bbiby)
(
(
[
(z-21) -2

(P2) Comutativa: z - 21 = 21 - 2.

a,b) - (ay,by)
aay — bby, aby + bay)
aja — bib,a1b + bra)
ay,by) - (a,b)

= Z1°-%.

(
(
(
(

(P3) Elemento neutro: € Ctalque z - pp = pu - 2 = 2.
Como p € C existem z, y € R tal que u = (z,v).

Note que para z = 6 a propriedade ja é valida, com efeito,

Vejamos agora o caso em que z # 6, ou seja, a # 0 ou b # 0:

z-pu=z=(a,b)-(z,y) = (a,b) = (ax — by, ay + bzx) = (a,b)



pela igualdade de pares ordenados temos o sistema de duas equacdes e duas varidveis:

ar —by =a

ay +bxr=>b

Note que como a e b ndo sdo a0 mesmo tempo nulos, o sistema possui solugcdo unica.

Assim temos que x = 1 e y = (. Portanto

p=(1,0).

(P4) Inverso: Vz € C,z #0,3z' e Ctalque 2z - 271 =271 - 2 = pu.

Como 27! € Cexistem z, y € R tal que 2~ = (z,y). Assim

z- 27V =p=(a,b) - (x,y) = (1,0) = (az — by, ay + bx) = (1,0)

novamente pela igualdade de pares ordenados temos

a
ar —by =1 T e
ay +bx =0 - i 7
i VT et p
pois z # 6, ou seja, a # 0 ou b # 0.
Portanto
a —b

2= ).

a? + b2’ a2 + b?

(D) Distributiva: z - (21 + 29) = 2+ 21 + 2 - 22.

z-(z1+22) = (a,0)[(a1,01) + (a2, by)]

(a,b) - (a1 + ag, by + o)

= (a(ay + az) — b(by + by),a(by + by) + b(ay + az))
((aay — bby) 4 (aas — bby), (aby + a1b) + (aby + asb))
(aay — bby, aby + a1b) + (aay — bby, aby + asb)
(a,b) - (a1,b1) + (a,b) - (a2, bs)

= Zz-z1+ 2" 29.

]

O conjunto dos nimeros complexos, C, é um corpo. E antes de definirmos o que € um espaco

vetorial vamos ver algumas propriedades e resultados que tornam o corpo dos complexos tao



importante.
Os itens A4 e P4 da proposigdo[I.1| nos permite definir a subtragdo e a divisdo do complexo
z = (a,b) pelo complexo z; = (aq, by).

Para a subtracdo temos que:
z—z=z+(—z1)=(a—ay,b—1b),

para quaisquer z, z; € C.

E para a divisdao temos que:

z 1 (aa1 +bby a1b— abl>

A
1 2 2 0 2 2

para quaisquer z, z; € C, com z; # (0,0).

1.2.1 Forma algébrica dos niimeros complexos

Mostraremos agora uma forma de identificar o subconjunto A = {(z,0);z € R} dos com-
plexos com o conjunto dos niimeros reais. Desta forma o complexo (z, 0) serd identificado pelo

real x através de uma fun¢do que definiremos a seguir.

Proposicao 1.2 (Fun¢do de identificagdo dos reais como subconjunto dos complexos). Seja
¢:R — A onde A= {(z,0);2 € R} e p(x) = (x,0). Entdo € bijetiva e Va,b € R, temos:

(i) p(a+b) = p(a) + p(b);

(ii) p(ab) = ¢(a) - p(b).

Demonstragdo. Tomemos u € A, qualquer. Pela definicdo de A, existe a € R tal que u =
(a,0). Assim temos que ¢(a) = (a,0) = u, logo ¢ é sobrejetiva.

Tomemos agora a, b € R, quaisquer, tal que ¢(a) = ¢(b), ou seja, (a,0) = (b,0) e pela
igualdade entre pares ordenados temos a = b, logo ¢ € injetiva. Portanto ¢ € bijetiva.

Vamos mostrar agora que ¢ preserva a adi¢cdo e o produto.

Sejam a, b € R, quaisquer. Temos que:

o(a+b)=(a+0,0) = (a,0)+ (b,0) = p(a) + ¢(b)

o(a) - (b) = (a,0) - (b,0) = (ab — 0.0,a.0 + b.0) = (ab,0) = @(ab).



Vimos na proposi¢do [I.2] que além de podermos identificar cada elemento do conjunto A C
C com R, ou seja, podemos considerar R C C, a func¢do ¢ ainda preserva as operacdes de
adicdo e produto.

Vamos denotar o complexo (0, 1) por 7, que chamaremos de unidade imagindria. E utilizando

as propriedades que tornam os complexos um corpo temos:

2 =i-i=(0,1)-(0,1) = (0—1,0) = (=1,0) = —(1,0) = —1,

ou seja,
P2 =—1. (1.1)
Facamos agorai® =i-i ' =1,i' =iei” =j-i---i, Vn € N. Portanto:
—
n-vezes
=1 t=1 =1
it =1 i° =i i =i
i2=—-1 ¥%=—-1 i9=-1
B=—i =i =i

Podemos supor que os resultados possiveis para as poténcias de 7, com expoente em N, estdo
no conjunto {1,7, —1, —i}, mais precisamente para todo n € N, existem ¢, r € N tais que

n = 4q + r (algoritmo da divisdo), com r € {0, 1,2, 3}. Com efeito temos que
=t = (=10 =1 =

Portanto

onde 7 € o resto da divis@o de n por 4, que confirma nossa suposi¢ao.
Temos entdo as condi¢cdes necessdrias para escrever o complexo z = (a, b) na forma que é

denominada algébrica:
2= (a,b) = (@,0) + (0,b) = (a,0) + (5,0) - (0,1) = a + bi.

portanto z = a + bi € a forma algébrica do complexo z = (a, b). O niimero real a é chamado
de parte real e o nimero real b é chamado de parte imagindria do nimero complexo z, que
indicamos por

Re(z)=a e Im(z)=0.

Quando b = 0, z é chamado de niimero real (z € R) e quando a = 0, z é chamado de
imagindrio puro.

Podemos reescrever a defini¢ao de C utilizando a forma algébrica:
C={a+bia,beRei®=—1}.
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Para os complexos z = a + bi e 23 = a; + b; as operagdes de adicdo e o produto podem ser

reescritas como segue:
(D)z+2z=(a+ay)+ (b+by)i
(ii) z - z1 = (aa; — bby) + (aby + bay )i

Deste modo vemos que a adi¢@o e o produto sdo operagdes fechadas em C e as outra propri-
edades sdo também verificadas. Temos:

()6 =(0,0)=0+0i=0¢cR;

(i)—z=—a—bi,Vz=a+ W € C,

a b .
— 7
a?+b  a?+bh?

(iii) 21 =

Definicao 1.4 (Conjugado). Seja z = a + bv € C. Dizemos que o conjugado de z é o complexo

Z = a — bi.

Esta defini¢do nos permite observar algumas propriedades importantes dos conjugados dos

nimeros complexos que veremos a segulir.
Proposicao 1.3. Sejam z1, 25 € C, quaisquer. Entdo
(i) 21+ 20 =71 + Z2;
(ii) Z1 - 22 = 21 - Z2;
(iii) Z1 = 215
(iv) Re(Z1 - 23) = Re(z1 - Z3) e Im(Z1 - 29) = —Im(z; - 23).
Demonstragcdo. Sejam zq, zo € C, quaisquer. Entdo existem aj, as, by, b € R com os quais
podemos escrever z; = aj + byi € 29 = as + bot. Sendo z7 = ay — byt € Z5 = as — bot, temos:

() 21+ 20 =71 + 22

ay + bi) + (ag + bai)
ar + az) + (b + ba)i
a1 + az) — (by + by)i
a; — byi) + (ag — boi)

Z1+t 2z =

(
(
(
(

= Z1+ Zg;
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(i) 712 =71 - 22

21 Ry = (a1 + bll) . (a2 —+ ng)
= (a1a2 — blbz) + (a1b2 + agbl)i
= (a1a2 — blbg) — (a1b2 + agbl)i

= ajag + byibei — ayboi — aghy )i
= ay(ag — bei) — byi(as — boi)
= a1z — b1z

= (a1 — b))z

= 71 Z2;

(iil) 21 = 21

21 :a1+b1i:a1—bli:al—i—bli:zl;
(iv) Re(z1 - 22) = Re(z1 - Z3) e Im(Z1 - 20) = —Im(21 - Z2):

Vamos calcular inicialmente Z7 - 25 € 21 - 23:

Zi-2y = ap+byi-(ay + byi) = (a1 — b13) - (ag + bai)
= (ajas + bibe) + (a1by — azby)i

21-% = (ap +b1i) - ag + byi = (ay + bii) - (ag — byi)
= (ajag + biby) — (a1by — asby)i.

Logo temos:
Re(Z1 - z9) = ajas + biby = Re(z - Z3),
[m(z_1 . 22) = a1b2 — a261 = —[—(a1b2 — (Igbl)] = —Im(21 . Z_Q)

]

A figura[I.2] mostra a representacdo de z = a + bi e seu conjugado Z = a — bi no plano de

Argand-Gaus. Vemos que z e z sdo simétricos em relacio ao eixo real.

Proposicao 1.4. Seja » € C, qualquer. Entdo

(i) Re(z) = Z+E;
2

. 2=z

(ii) Im(z) = 5

(iii) z =Z < 2z € R;

11



a Re(z)

Figura 1.2: Representacdo de z = a + bi e Z = a — bi no plano de Argand-Gauss.
(iv) z - Z = a® + b2

Demonstracdo. Seja z € C, qualquer, entdo existem a, b € R tal que z = a + bi. Sendo

Z = a — bi, temos:

(i) Re(z) = z—;—?z

e <a+bz>—;(a—b@> _%CL—CL—R@(Z)’
(ii) Im( ):Z;f:

eoz_la4b)—(a—b) _2bi_, .o

2 2 2
(i z=Z< z€R:
z=Za+bi=a-biesb=-050=0&2€eR;
(iv) z-Z = a® + b*:
z-Z=(a+bi)-(a—0bi)=a®>— (=) + (—ab+ ab)i = a® + b*.

]

Anteriormente definimos a divisdo do complexo z = (a,b) pelo complexo z; = (aq, by),
com a; # 0 ou by # 0:

z 1 (aa1 +bb; a1b— ab1>

— =Zz-Z
1 2 2 7 2 2
2 aj + by  ay+ b5

12



Usando a forma algébrica para z e z; temos:

z 1

— =z-2] :(a+bi)-(

21

aj b1 > _ aay + bby (a1b — aby) .

— i i,
a?+ v a?+b? aj + b2 aj + b?

para quaisquer 2, z; € C, com 2; # 0.

Podemos ainda ter:

z
_ -1
J— — Z.zl

. ay b1 .
— bi) - _
W+2)<ﬁ+% ﬁ+ﬁ0

1
- . bi) - — byi
g b0) - (01 = i)
1 _
N 21-2’_1.<Z.Zl)
_ zA
T
Portanto _
A (1.2)
21 21 21
1.2.2 Moédulo de um nimero complexo
Definicao 1.5. Seja z € C, existem a, b € R, tais que z = a + bi. O modulo de z, |z|, é o

nimero real

2] = Va2 1 b

Geometricamente o mdédulo do complexo z € a distancia euclideana da origem do plano de
Argand-Gauss ao ponto representado por z, conforme vemos na figura[l.3]
Como z -z = a® + b? e pela deﬁnigﬁo temos:

P=2-% (1.3)
Proposicao 1.5 (Propriedades do médulo de z). Seja z € C. Entdo:

(i)|z] >0el|z| =0 2=0;

(i) [2] = [z[;

(iii) Re(z) < |Re(z)| < |z| e Im(z) < [Im(z)] < |z|.

Demonstragdo. Seja z € C, existem a, b € R tais que z = a + bi e Z = a — bi. Assim temos:
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Im(z)

0] a Re(z)

Figura 1.3: Médulo do complexo z.

Ha>>0e?>0=a2+02>0=2>>0= 2| >0.|z|=0 a®+0*=0cd® =
V=0a=b=0&2=0

(i) [7] = \/a? + (=0)2 = Va? + 2 = 2.

(iti) Como a € Re b € R, temos:

Re() = a < |a| = |Re(2)| = Va¥ < V@& T = |2]

Im(z) =b < |b| = [Im(z)] = VB? < Va2 + 12 = |z].

Teorema 1.1. Sejam z,, 25 € C, quaisquer. Entdo:

(i) |21 - 22| = |21] - |22,
iy |2 = 2l o,
Z9 ’22

(iii) |z1 + 22| < |21]| + |22|  (desigualdade triangular);

(iv) |21 — 22| > |[|21] — |22]] -

Demonstragdo. Sejam z1, zo € C, quaisquer. Temos que:

(i) Por[I.3]temos que
|21 - Z2|2 = (21 22) (21 22)
= (21 2) (71 - 22)
= (z1-7) (22 22)
= |21|2 |22



Portanto

(ii) Para z, # 0 e por|l.2

Assim,

Agora temos que

21

Portanto

(iii)

|21 - 29| = |21] - |22]
1 1-%z9 Zs
22_1:1-Z2_1:—: zi:%
Zy %2 |z
T - R R
|22|2 |Z2|2 |22
_ _ 1 z
|22 |22
al_ lal
22 |22|'

21+ 2F = (214 22) - (21 + 20)

Portanto

= (n+=) FZ+72)

= n-atxsn-Ztrn-ntin2
= |ul’+2 T +7 2+ | %)

= |z)* +2Re(z - %) + ||

< |l 420z - 2l + |2

= |al* + 2]z - 7] + |2/

= |zl* +20z1] - [22] + | 22f

= (lal + 2]

|21 + 22| < |21 + |22]-
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(iv)

21—222 = (21—22)'(21—22)

= (21— 22) (71— 22)

2121 — 2122 — %21+t 2222

|Zl|2 — 21" 22— 2221+ |22|2

|21|2 — 2Re(z1 - 73) + |,22|2

> |a|* = 2|z 7| + |2
= |z =2z - 72| + |2/
= |zl =20z ol + | 2f
(1] = |22])?
= [lal — |2/’
Portanto
21— 2| > |[21] — |22

]

Vimos até aqui como realizar operagdes com nimeros complexos. O plano complexo torna-
se mais util e nos d4 uma compreensdo ainda melhor melhor das operacdes aritméticas com
nimeros complexos, bem como do médulo de um nimero complexo. A figura [I.4]ilustra a
interpretacdo geométrica da adi¢do do complexo z com o complexo z; e o simétrico (inverso

aditivo) do complexo z.

Im(z) Im(z)

8]

zZ+2,

‘g . 0 Re(2)

z -z

0 Re(z2)
Figura 1.4: A adicdo 2z + z; e o simétrico —z do complexo z.

A figura[T.5| mostra a desigualdade triangular e a distancia do nimero complexo z (ponto z )

ao complexo z; (ponto z).
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Im(z) Im(z)

-- |z -2z

“1 |21|

0 Re(2) o Re(2)
Figura 1.5: Desigualdade triangular e a distancia do ponto z ao ponto 2.

A préxima secdo nos d4 uma outra maneira de determinamos no plano de Argand-Gauss o

complexo z = a + bi.

1.2.3 Forma polar de um niimero complexo

Apresentaremos agora a forma polar do nimero complexo. A forma polar nos permite, além
de facilitar os cdlculos de produtos com muitos fatores complexos, nos permite calcular raizes

de numeros complexo. Apresentaremos ainda a forma polar através da exponencial complexa.

Definicao 1.6. Seja z = a + bi € C, qualquer. A forma polar do complexo z é dada por

z = r(cosf + isenf),

b
onde r =+/a? + b% e 0 = argz = arctan — (argumento de z)
a

Geometricamente r € a distancia da origem ao complexo z (ponto z), r = |z| e # é chamado
de argumento de z, e é o dngulo medido do semi-eixo real positivo ao segmento Oz, onde O é
a origem do plano de Argand-Gauss, conforme vemos na figura[I.6]

Relacao de Euler

Vamos agora definir a exponencial com expoente imagindrio puro, e’’, § € R. Vamos usar
para atingir tal objetivo a série de Taylor. As séries de Taylor para as fungdes seno, cosseno e
exponencial sio:

t3 t5 t7 t9 t2n+1

t
ot g e e e T 1.4
sent =g -gitsatat OV Gt 14
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Im(z)

0 a Re(z)

Figura 1.6: Forma trigonométrica do complexo z.

t2 t4 t6 t8 nth
costzl—ﬂ—l—z—a%—g—f----%—(—l) (2n)!+'“ (1.5)
it S O S S L LA A t" L6
e = +ﬁ+54‘g‘f‘zﬁ‘a‘i‘a‘i‘ﬁ‘i‘g‘f‘a‘f‘"'ﬁ‘mﬁ"“ (1.6)

Estas séries estdo definidas para qualquer t € R como vemos em [6]. Fazendo ¢t = 6i, para
qualquer 6 € R, e substituindo em[I.6] temos:

| i (00 (6 (00 (6 (6)° ()7 (6  (6i)°
01
ettty e Tt e T

b 00 0 0 i 07 03 0%
T T T T M B TR T R

Reorganizando e colocando 7 em evidéncia, temos:

o ({0 00 0 ¢ (6 ¢ e 0
TR TR T A G TR TR T T

Por[I.4]e[1.5] temos a Relagéio de Euler:
e’ = cos @ + isen . (1.7)

E para —0:

e = cos(—0) + isen (—0) = cos § — isen

pois como sabemos o cosseno é funcdo par e o seno € fungdo impar, e também periddicas,
veja [|6].
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Pelo fato de serem periddicas, o seno e o cosseno, observamos que:
(6—2m)i _ ; _ ~ _ 6
e = cos(f — 2m) +isen (0 — 27) = cos @ + isenf = e

pl0+2m)i _ cos(0 + 2m) + isen (6 + 27) = cos + isen § = e

04 — cos(6 + 47) + isen (0 + 4w) = cos @ + isen f = e

e — cos(f + nm) + dsen (6 + nw) = cos @ + isen § = e,

com n € Z. Portanto a fungdo exponencial com expoente imaginério € periddica de periodo 27.

Logo a exponencial com expoente imagindrio herda as propriedades da periodicidade do

seno e do cosseno, o periodo p de el@i coma, § € R, a > 0 é dado por
27
p=—-.
a

Pela defini¢ao o complexo z = a + bi é dado por z = |z|(cos + isen @), com 6 € R,
argumento de z. Pela relacdo de Euler podemos reescrever a forma trigonométrica da seguinte

forma:
z = |z]e”, com § € R. (1.8)

Vamos agora definir o produto entre dois complexos na forma trigonométrica.

Sejam z = a + bi, z; = a1 + byi € C. Entdo existem 6, 6; € R tais que

z = |z]e” e 21 = |z,
O produto entre z e z; € dado por
2oz = (|2]e")(|z1[e") = |2]|z]e” e = |2]|z0] eV,
Portanto
221 = |2||z e (1.9)
Vamos calcular ", paran € N:
27 = (2]e)" = |2l ()" = [
Portanto
2" = |2|"e™O), (1.10)

A equagdo ¢ chamada de 1* Formula de Moivre. Vamos determinar a 2* férmula de

Moivre que trata do célculo das raizes de nimeros complexos.
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Vamos calcular agora {/z, com z € C qualquer e n € N, n > 2. Sejaw € C, tal que
w = {/z. Assim temos

w= Yz "=z

Como w, z € C, existem « € € R tais que w = |w|e* e z = |z|e?. Assim temos ainda que

W =z & |w|"e = |z]ef.

Entao
W™ = 2] = |w| = V2]
© 0 + 2%
na:0+2k7rz>a:u,
n
comk € Z.
Portanto,

0+2km -
w=/|zle = "
Como para cada k € 7Z teremos uma raiz de z, vamos escrever w da seguinte forma
O+2km
Ve=wp = V|zle » “ (1.11)
Pela periodicidade da exponencial com expoente imagindrio, temos que

ke{0,1,2,...,n—1}

A expressio ¢é chamada de de 2? Formula de Moivre.

- . . 7T
Exemplo 1.1. Para calcular a \/i, sabemos que li| = 1 e o seu argumento é 0 = 5 Logo
temos que:
. ﬂ £+kﬂ‘
wp = lile” 2 =ei™ comk € {0,1}.

Assim temos:

V2 V2 = V2 V2
7—1—

1— e wp=et =—— —1—.

2 2 2

Observamos que no exemplo acima as raizes quadradas de ¢ sdo extremidades de um didme-

s
w0:e4:

tro da circunferéncia de raio 1, como mostra a figura[I.7]
Observamos que para raizes cubicas, quidricas ou mais geralmente para raizes onde n > 3,

de z # 0, as raizes obtidas sdo vértices de um poligono regular inscrito em uma circunferéncia
de raio {/|z|. A ﬁgurailustra o resultado para /z e /2. Vejamos:
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1 Re(z)

Figura 1.7: As raizes wy = V24 V2 w1 —‘/75 — z\/g no plano de Argand-Gauss.

- Como vimos em |1.11] para /2 temos:

wp = +/]zles
. 0 2n
w = elelstE)
0 4n
w = YT
) . . . 0 66 2m 0 Ar
Os argumentos das raizes cubicas de z, wy, wi € wo, A0 respectivamente 3373 e 3 + 3

27 21 2
Note que o angulo entre Owy e Ow; é 5 entre Ow; € Owsq € 5 e entre Owy € Owy € —

portanto as raizes cubicas sdo vértices de um tridngulo equildtero, como vemos na figura[[.§]
- Novamente como vimos em|1.11} para /2 temos:

wp = |z]eg

wy = |z|e

wy = |z|e

(
wy = |z]e<
(
(

wy = |z|e

Vemos na figura [I.8] que os poligonos formados pelos vértices das raizes ciibicas e quinta de
um complexo qualquer ndo nulo sdo vértices de triangulo equildtero e de um pentdgono regular,
respectivamente.
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Im(z) Im(z)

Re(z)

} 0 t
\ 1 z
N | Re(z)
\ 4
hi ~

Figura 1.8: Representagdo das raizes /z e v/z no plano de Argand-Gauss.

1.3 Espaco Vetorial

Defini¢ao 1.7. Sejam V um conjunto ndo vazio, K um corpo, uma operacdo de adig¢do (+)
entre os elementos de V e uma operagdo de multiplicagdo (-) entre os elementos de K e os
elementos de V. O conjunto V é chamado de espago vetorial sobre o corpo K, e simbolizamos

por V(K), quando parau, v, w € Ve o, 8 € K temos:

(AE)u+veV; (M) a-u €K

(AE)) (u+v)+w=u+(v+w); (My) (- B) - u= - (B -u);
(AE;)u+v=v+u; (M) (a+B) - u=a-u+p-u;
(AE3) 30 € Vtal que u + 0 = u; (M3)oo-(w+v)=o-u+a-v

(AEy)Yu, 3 —u € Vial queu + (—u) = 0. (My) 3p € K, tal que j1 - u = u.

Os elementos de um espago vetorial sdo chamados de vetores, ndo importando sua natureza.
Também é comum na multiplicacdo ou produto omitirmos o seu simbolo, o - u = aou.

Como exemplo de espago vetorial temos o conjuntos dos polindmios (sobre R), o conjunto
das matrizes (sobre R) com suas operac¢des de adi¢do usuais e seus produtos por um escalar
real.

O conjunto dos numeros reais sobre si mesmo € um espaco vetorial, o plano cartesiano
(chamado de R? = R x R) sobre R é um espago vetorial. Mais geralmente o conjunto

R"=RxRx--- xR,

n-vezes

onde para u, v € R", existem reais uy, Ug,...,lUp, V1, Va,...,Up tais que u = (ug, ug, ..., Uy ),
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v = (v1, Vg, ..., v,) € & € R com a adicdo:
u+v=(uy + v, uy+ v, ..., Uy, + Uy)
e a multiplicagdo:
a-u= (- Uy, Uy, ..., @ Up)

¢ um espaco vetorial, R"(R), mas em geral representamos apenas por R". Para cada n €
N temos um espaco vetorial diferente. Os espacos assim obtidos sdo chamados de espagos
vetoriais reais.

Da modo andlogo, ao que fizemos para os reais podemos fazer para os complexos, obtendo
assim uma familia denominada espagos vetoriais complexos. Mesmo para os polindmios e
matrizes, se os definirmos em C e como corpo também tomarmos os complexos, ainda teremos
espacos vetoriais.

Trabalharemos a soluc¢@o do problema de Steiner utilizando o espaco vetorial C(R) = C que
COmo Vimos na se¢ao se confunde com o R2.

1.4 Produto interno

Definicao 1.8. Sejam V um espago vetorial, u, v, w € V e o € R. Definimos o produto interno
entre u e v, e simbolizamos por (u,v), como sendo uma operagdo tal que (u,v) € R e além

disso:

i) (wu) >0e(uu)=0<u=0;

i) (u,v) = (v,u);

i) (u+v,w)= (u,w)+ (v,w);

iv) (wv+w)=(uv)+ (u,w),

v) (om,v) = (u,av) = alu,v);

Exemplo 1.2 (Produto interno candnico). Sejam x, y, z € R" vetores quaisquer e « € R um

escalar qualquer. Assimx = (x1,%2,....,%,), ¥ = (Y1, Y2, -, Yn) €2 = (21, 22, ..., 2), COM T},

yj, zj € Rej € {1,2,...,n}. Vamos definir uma operagdo de produto entre x e y como segue:
X-y=y=x1y1 + 222+ + 2y, € R.

Veja que para esta operagdo temos:

Dx-y=(@)?+ @)+ +@)>0 e xx=0& (1) +(1)*+ -+ (2,)2 =0 &

T1=T9=-=2,=0x=0;
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i) x-y=x1y1 +Toya + - + Tl = Y1T1 + YoTo + - + Yply =y - X;

iii)
(x+y) = (1 4+ y1, T2+ Y2,y oo, T+ Yn) - (21, 22, oy 2n)
= ((xl +y1)217($2 +y2)z2,...,(xn+yn)zn)
= (121 + Y121, T222 + Y222, -, TnZn + YnZn)
= (121,222, .., TnZn) + (Y121, Y222, s YnZn)
= X-Z2+Yy-z
iv)
(y +Z) = ($1,$2,.. )'(Zl+y1722+y2;'--72n+yn)
- ($ <y1+21) $2<92+Z2)7---,$n(yn+2n))
= (@Y1 + T121, Tolo + TaZo, oy Tl + Tn2y)
= (T1Y1, T2Y2,s ooy TnYn) + (T121, ToZo, ..o, Tnzy)
= X'yt+tx-z;
V)
(ax) -y = (axy,ary,...,qx,) - (V1,02 ..., Uy)

= ((ax)ys, (ax2)ya, s (OT0)Yn))
= (@1(ay1), za(aya), .., Tu(ayn))
L1, X2, ey Tp) + (UL, QY2 ..oy Y,

= x-(ay)

afx-y) = a(Tiyr +Tay2 + - + TnYn)
(a(z1y1) + al@2ys) + - + a(znyn))
= ((ax)yr + (ax2)yz + - - + (an)yn)
(xy, axa, ..y axy) - (Y1, Y2y -y Yn)
(

ax) -y
Assim temos a(x - y) = (ax) -y = x - (ay).

Assim temos que x -y, com Vx, y € R", define um produto interno no espaco vetorial R" e é

chamado de produto interno canénico (ou usual).
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1.5 Norma

Defini¢ao 1.9. Sejam V um espaco vetorial real. A fungéo || || : V — R que associal a cada

, denominado norma do vetor u, e para quaisqueru, v € 'V e

vetoru € V o niimero real ||u

A € R satisfaz as seguintes condicoes :
i) ||u]| >0e|u||=0<u=0;

i) [[A-ull = [A] - [|u

i) [ju+v] < [l + []v].

Vale salientar que a norma do vetor u nos da o seu comprimento. E através dela podemos in-

troduzir algumas nocdes topoldgias importantes nos espagos reais, como veremos mais adiante.

Exemplo 1.3. O produto interno nos dd naturalmente uma norma. Sejam V um espago vetorial,

u,v € Vea cR Definimos ||u|| = \/(u,u). Vejamos:
i) Pelo item (i) da defini¢do[I.4| temos:

o (wu)>0=/(u,u)>0=|ul| >0

eu=0s wu) =0/ (wu)=0< |u|
ii) Pelo item (v) da defini¢do[I.4] temos:

low|| = v/{ou, o) = /o> (u,u) = |aly/{u,u) = |of||u]

iii) Para mostrarmos que essa norma satisfaz o item (iii) da defini¢do [I.3] vamos demonstrar

que dados os vetores u, v € 'V temos que |(u,v)| < ||ul||[v]. Veja que parau = 0 a
u7

<u, u> Temos

desigualdade ¢ claramente satisfeita. Assim para u # 0, facamos o =

entdo paraw =v — QuU:

(wou) = (v —au,u) = (v,u) — a(u,u) = (v,u) — <<Z:2>> (w,u) =0 (1.12)

Parav = w + au, e por[l.12|temos:
(9,9) = (w -+ o, w + ) = (w,w) + 20w, ) + 0, u) = (w, w) + 0 (u,u),

ou seja,
vv) > o’ u) = [v|* = o®||u]*.

Por outro lado,

2 2 2
2 (w,v) s (u,v) s (u,v)
ollul® = =5 lu|® = L llu|® = 5.
(w,u) [[ue]| 2e]]
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Assim temos que
(u,v)”

2
e

2
(1= = [(u,v)| < [lullllv]]-

lw+v|* = @+v,u+v)
= (u,u)+2(u,v) + (v,v)
< (u,u)+2|(u,v)| + (v,v)
< el + 2ffee| 0]+ [Pl
= ([lall + [[vI)*.

Portanto ||u +v|| < ||ul|| + ||v]

O produto interno definido no exemplo[I.2\nos dd a chamada norma euclidiana:

kel = Vxx)
— Vxox

= V(@1)?+ (22)? + - + ()7,

Vx € R"™.

Exemplo 1.4 (Norma do maximo e da soma). Seja x € R" um vetor qualquer, ou seja, x =

(1, T2y vy Tp)-

Definimos a norma do mdximo por

“x”M = maX{|x1|, |:L‘2|, g) |l‘n|}

E a norma da soma por
I¥l[g = [z2] + |22| + . + [l

Que claramente satisfazem a defini¢ao[I.3)]

1.6 Bolas

No estudo de otimizag¢do convexa é de fundamental importancia a no¢ao de bolas abertas e
fechadas.

Definicao 1.10. Seja xo € R"™ um ponto qualquer e r € R, um escalar qualquer. A bola aberta
de centro xq e raio r é o conjunto B(xq,r) formado pelos pontos do R"™ cuja distdncia ao ponto
Ty € menor que 1:

B(xzg,r) = {z € R"; ||x — 0| < r}.
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Definicao 1.11. Seja xo € R™ um ponto qualquer e r € R, um escalar qualquer. A bola
fechada de centro x e raio r é o conjunto B[z, 1] dos pontos do R" cuja distdncia ao ponto
xo € menor ou igual a r:

Blzg, 7] = {z € R"; ||z — xo| < r}.

Note que a diferenca da bola abeta para a bola fechada, é que na dltima estio incluidos os

pontos da fronteira (ver [4]]) da primeira.

Exemplo 1.5. Em R" para n = 1 temos que a bola aberta de centro x e raio r é o intervalo
aperto (xog — 1, o + 1) e a bola fechada de mesmos centro e raio é o intervalo fechado [ry —

T, To + ).

Exemplo 1.6. Em R" para n = 2 temos que a bola aberta ou fechada de centro x e raio r
depende da norma que tomarmos para defini-las. A figura ilustra a bola fecha na norma

euclideana, na norma do mdximo e na norma da soma.

a) b) c)

Xo

Figura 1.9: Representa¢do de a) norma euclideana, b) norma do maximo e ¢) norma da soma.
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Capitulo 2
Conjuntos Convexos

Neste capitulo trataremos dos principais resultados sobre fungdes convexas que usaremos na

solu¢cdo do problema de Steiner. Toda a teoria foi desenvolvida baseada em [2]].

2.1 Historia

O estudo da convexidade nao é recente. J4 em "Os Elementos"de Euclides [3]] (300 a.C.)
temos varias contribui¢des ao assunto, onde encontramos as principais propriedades de conve-
xidade dos poligonos e poliedros. Arquimedes (287-212 a.C.), em seu livro "Sobre a Esfera
e o Cilindro", foi o primeiro a definir o que se entendia por uma curva ou superficie convexa.
Entre as propriedades obtidas por Arquimedes sobre convexidade, destacamos os postulados e
resultados referentes ao centro de gravidade de conjuntos planos e a descri¢do dos 13 poliedros
semirregulares, conhecidos como sélidos arquimedianos. Um poliedro convexos se diz semir-
regular se suas faces sdo poligonos regulares de pelo menos dois tipos € o grupo de isometrias
¢ transitivo sobre os vértices. O alemao Johannes Kepler (1571 - 1630) em seu livro "Harmo-
nices Mundi"(1619) demonstrou que s6 existem 13 tipos diferentes de s6lidos arquimedianos.
Resultados referentes ao famoso problema isoperimétrico, cuja origem data de cerca de 810
a.C., e devido a Zenodorus(200 a. C.) parece ser o mais importante: mostra que entre todos os
n-agonos convexos de mesmo perimetro, o regular € o que possui maior drea. No final do século
XIX apareceram diversos resultados importantes em convexidade, gracas a matematicos como
Brunn e Minkowski. A geometria convexa € relativamente recente, pois um primeiro estudo
sistematico foi encontrado em 1934, no livro de Bonnesen e Fenchel "Theorie der Konvexen
Korper". Nos anos 40 e 50 se descobriram varias aplicagdes importantes para conjuntos con-
vexos, principalmente no campo da Otimizacdo Geométrica, onde o interesse por esta teoria

Cresceu.
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2.2 Conjuntos Convexos

Definicao 2.1. Sejam D C R"™ um conjunto. O conjunto D é chamado de convexo se para z,
y pontos em D e a € [0;1] temos ax + (1 — a)y € D. O ponto ax + (1 — a)y é chamado

combinagcdo convexa de parametro .

Esta afirmacao nos diz que um conjunto € convexo quando quaisquer dois pontos de um dado
conjunto podem ser conectados por uma trajetdria retilinea contida inteiramente no conjunto, ou
seja, os pontos que formam a trajetéria sdo pontos do conjunto. Como consequéncia imediata
da definicao o conjunto vazio, o conjunto com um tnico ponto e o espago R" sdo convexos e

qualquer conjunto que ndo satisfaca a definicdo é chamado de ndo convexo.

D1 D2 D3

Figura 2.1: Os conjuntos D, e D, sdo convexos e 0 D3 € ndo convexo

Exemplo 2.1. Toda reta no plano é um conjunto convexo, com efeito, para quaisquer dois

pontos de uma reta o segmento de reta que os une estd contido na mesma reta.

Exemplo 2.2. Todo subespaco S do R™ é convexo. Para mostrarmos basta tomarmos u, v € S
quaisquer e sabemos que cu + Pv € S, para todo « e B reais. Fazendo o € [0,1] e f =1— «

temos que S é convexo.

Exemplo 2.3. Seja S, = {x € R"; (a,z) < ¢}, coma € R" e ¢ € R fixos, um semi-espagco em
R". Veja que dados x, y € S, temos que

(a,ax + (1 — a)y) = (a,az) + (a,(1 — a)y) < ac+ (1 —a)c=c.

Portanto S, é convexo.

Exemplo 2.4. Seja H = {x € R™; (a,z) = ¢} coma € R" e ¢ € R fixos, um hiperplano em

R"™, é convexo. Com efeito dados x, y € H temos que
(a,ax + (1 — a)y) = (a,az) + (a,(1 —a)y) < ac+ (1 —a)c=c.

Portanto H é convexo.
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Exemplo 2.5. Uma bola B[0,c| € R, ou seja, B[0,c] = {z € R",||z| < ¢}, comc € R,

fixo, é convexo. Com efeito dados x, y € B|0, c| temos que
o + (1 = a)yl| < ez + (1 = d)[lyl| < ac+ (1 -a)e=c.

Portanto B0, c| é convexo.

O conjunto B(0,¢) = {z € R",||z|| < ¢} é chamado de bola aberta e é evidentemente
convexo.

Exemplo 2.6. O conjunto S. € R" tal que S, = {x € R",||z|| = ¢}, com ¢ > 0 fixo, é convexo

se, e somente se, c = 0. Com efeito, se tivermos S. = {0} temos que S.. é convexo. Assim
Se={0} e r=0&|z[|=0<c=0.

Em particular qualquer esfera ndo trivial ndo é um conjunto convexo.

Exemplo 2.7. Seja Q € R(n,n) uma matriz simétrica semidefinida positiva. O conjunto A =
{r € R";(Qx,x) < ¢}, comc € Ry, é convexo. Com efeito dados x, y € A e a € [0, 1] temos

(Qlar + (1 —a)yl,ar + (1 - a)y) =

= o*(Qu,2) + a(l - a)(Qz,y) + a(l — a)(Qy,x) + (1 — a)*(Qy, y)
= aX(Qu,z) +a(l - a){Qu+ Qy,y + ) + (1 - a)*(Qy.y)

= a*(Qz, ) +a(l = a)(Qx +y),x +y) + (1 - )*(Qy,y)

< d’cta(l—a)e+ (1—a)ec=(1—a+a’)e,

como a € |0, 1] temos entdo
0<a<l=0<o’<a=-a<-a+a’<0=>1-a<l-a+a’<1

Portanto (Qax + (1 — a)y|,az + (1 — a)y) < c.

Proposicao 2.1. Sejam D; C R", i € J, conjuntos convexos, onde J é um conjunto qualquer.

D=(D

1€J

Entdo a intersegdo

é um conjunto convexo.

Demonstragdo. Tomemos x, y € D. Pela definicdo de interse¢do x, y € D;, paratodo i € J
Com cada D; é convexo, temos que ax + (1 — a)y € D;, paratodo a € [0,1] e todo i € 7.
Novamente pela defini¢do de interse¢do ax + (1 — a)y € D, ou seja, D é convexo.

]
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Apesar dos cones nem sempre serem convexos, apresentaremos algumas propriedades uteis

dos cones para a convexidade.

Definicao 2.2. Um conjunto K C R" é chamado de cone quando para d € K temos que
td € K, para qualquert € R,.

Veja que a definig¢do de cone nos dd que se K # () entdo 0 € K. Essa defini¢do também nos

mostra que um cone € também um conjunto de direcdes.

Figura 2.2: Cone convexo e ndo convexo respectivamente.

O espaco R" e qualquer um de seus subespacgos sdo exemplos de cones. O octante nao
negativo R’} também € um cone.
Observe na figura [2.2] que um cone nem sempre é um conjunto convexo. Entretanto a duali-

za¢do de um cone (cone dual ou cone polar) é um conjunto convexo, como definimos a seguir:

Definicao 2.3. O cone dual de um cone K C R™ é o conjunto definido por
K*={yeR" (y,d) <0,Vd € K}.
A proposi¢do a seguir mostra que a dualizacdo de um cone qualquer (mesmo ndo convexo)
produz um cone convexo como vemos na figura[2.4]

Proposicao 2.2. Dado ) # K C R", o cone dual K* é convexo e fechado.

Demonstragdo. Sejam z,y € K*, ou seja, (x,d) < 0e (y,d) < 0,Vd € K. Tomemos o €
[0,1] e d € K, assim temos

(o + (1 — a)y,d) = ale,d) + (1 - a){y, d) <0,

ouseja ax + (1 — o)y € K*. Logo, K* é convexo.
Seja {y,} C K* uma sequéncia com y,, — y (n — 00). Sejad € K, fixo (qualquer). Temos
entao

<y7 d> = <y + Yn — ymd> = _<yn - y7d> + <yn7d> < _<yn - y7d>
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K*

Figura 2.3: O cone Dual K* € convexo para qualquer cone K.

fazendo n — oo temos (y,, —y, d) = 0, ou seja (y,d) < 0. Como d é qualquer e y € K*, temos
que K* é fechado.
]

Definicao 2.4. Seja D C R™ um conjunto. O fecho cénico de D, denotado por cone D, é
o0 menor cone convexo em R"™ que contém D, ou equivalentemente, sendo £ um conjunto e

K; C R", i € £ afamilia de cones que contém D entdo

coneD = ﬂ K;

i€l

cone D

cone D

Figura 2.4: Exemplos de fecho conico de um conjunto.

Teorema 2.1 (Fecho conico de um conjunto convexo). Seja D C R" um conjunto convexo.
Entdo
coneD ={d e R";d=ax,xr € Dea € R, }.
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Vamos agora definir distancia de um ponto x € R" a um conjunto D C R" como
dist(z, D) = inf ||x — y||.
(2. D) = inf [lz =y

Definicao 2.5. Sejam D C R"™ um conjunto e ¥ € D. Dizemos que d € R"™ é uma direcdo
tangente a D no ponto T quando

o(t) = dist(z + td, D),t € Ry.

E o conjunto de todas as direcdes tangentes a D em T é denotado por Tp(T).
A figura[2.3]ilustra a definigdo [2.5]

Figura 2.5: Tlustragdo da defini¢do [2.5] onde d é uma diregdo tangente a D em Z. No desenho,
consideramos ||d|| = 1, portanto a distancia entre os pontos T ¢ T + td é t. Quando ¢ — 0,
dist(T + td, D) é de ordem menor que ¢, o comprimento do passo na dire¢@o d a partir de .

Proposicao 2.3 (Cone tangente de um conjunto convexo). Sejam D C R™ um conjunto convexo
e T € D. Entdo o cone Tp(T) é convexo e fechado.

Veremos agora que um cone K e seu fecho cl K tem o mesmo cone dual.

Proposicao 2.4. Seja K C R"™ um cone qualquer. Entdo cl K é um cone e
K* = (cl K)*.
Em particular, se D C R"™ é um conjunto convexo e © € D, temos
(To(7))" = (cone(D — {T}))".

Definicao 2.6. Sejam D C R"™ um conjunto convexo e * € D. O cone normal (cone das

direcoes normais) no ponto T em relacdo a D é dado por

Np(@)={d e R";{d,x —T < 0,Vx € D)}.
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A defini¢do[2.6|de cone normal nos dd que ele € o dual do cone tangente conforme o préximo

teorema.

Teorema 2.2 (Cone normal € dual ao cone tangente). Sejam D C R™ um conjunto convexo e
T € D. Entdo
(To(x))" = (cone (D —{7}))" = Np(T).

Teorema 2.3 (Condicao necessdria de primeira ordem). Sejam D C R"™ um conjunto convexo
e f : R" — R uma funcdo diferencidvel no ponto xq € D. Se xy é um minimizador local de f
em D, entdo

(f'(w0),# = m0) >0,

ou equivalentemente,

— (%) € Np(xo).

Mais adiante veremos que a condi¢do do teorema [2.3] também & suficiente para fungdes

convexas.

Definicao 2.7. Sejam D C R™ um conjunto convexo, f : D — R uma funcdo. A funcdo [ é

dita convexa quando dados x, y € D e a € |0, 1] tem-se

flaz+ (1 —a)y) <af(x)+(1—a)f(y).
Caso se tenha
flaz + (1 —a)y) <af(z)+(1-a)f(y)

parax # ye a € (0,1) dizemos que f é estritamente convexa.
A funcdo f € dita fortemente convexa com modulo 5 > 0, quando para quaisquer z, y € D
e a € [0, 1], tem-se

flaz+ (1 —a)y) <af(x)+ (1—a)f(y) — Bal —a)llz —y|?

Note que uma func¢do fortemente convexa € estritamente convexa e uma funcao estritamente

convexa é convexa.

Exemplo 2.8. Seja f : R — R, a fungdo definida por f(xr) = x°. Tomemos z, y € R e
a € 10, 1]. Vamos calcular f(ax + (1 — a)y) :
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aflx) + (1 - o) fy)
Sox + (1 -a)y)

flaz + (1= a)y)

)

Jx)

Figura 2.6: Grafico de uma Funcdo convexa

(az + (1 — a)y)?

(az)® + ((1 = @)y)? + 2a(1 — a)zy

?7? + (1 —a)(1 — a)y* + 2a(1 — a)zy + az? — axr?

ar? + (1 —a)y® — a(l —a)y®* +2a(l — a)zy — a(l — a)z?
af(z) +(1—a)f(y) —a(l —a)(z —y)*

af(z) + (1 —a)f(y) — a(l —a)lz —y|*

Assim tem-se que a funcdo f(x) = x? é fortemente convexa, com 3 = 1.

Exemplo 2.9. Seja f : R" — R afun¢do norma definida por f(x1, za, ..., x,) = ||(x1, 22, ..., xy)]|.

Tomemos (x1, T3, ...,

(1 —a) (Y1, Y25, Yn)) -

Tn)s (Y1, Y2, s Yn) € R" e € [0, 1]. Vamos calcular f(a(x1, xa, ..., )+

f(a($l>$27---7$n)+(1_a)(yby?a“'?yn)) = HO((.CEl,.TQ,...,SEn) (1—04>(y17?/2,~ >yn)H
< ||Oé([E £, .. 7[En)|| + ||(1 - a)(y17y27' 7yn)||
= afl(z1, 22, ..z + (1 — ) [[(y1, y2, .-, yn) |
= Oéf<$'1,$2,...,xn) (1—@) (yl>y27"'7yn)-
Portanto,

f(Oé(.Tl,QZ'Q, 7xn) + (1 - 04)@1,92, ayn)) S Oéf(ﬂl'l,l'g, 7xn) + (1 - a)f(yby% "'7yn>7

ou seja, a funcdo f (1, xa, ...

&) = (@1, 22, ..., x,)|| € convexa. Note que para (xy, s, ..., x,) #

35



(Y1, Y2, -y Yn),  # 0 e  # 1 a igualdade ndo se verifica, ou seja, a norma é estritamente con-

vexa.

A definicdo e o teorema a seguir ddo uma forma de relacionar fun¢des convexas e conjuntos

CcOonvexos.

Definicao 2.8. Seja f : D — R uma fungdo. O conjunto
Ef={(z,c)e DxR: f(z) <c}

é denominado epigrafo da fungdo f.

Teorema 2.4. Seja D C R"™ um conjunto convexo. Uma funcdo f : D — R é convexa em D se,

e somente se, o epigrafo de | é um conjunto convexo em R™ x R.

Demonstragdo. Inicialmente vamos supor que F; € um conjunto convexo. Sejam z, y € D
arbitrdrios. Pela defini¢do de epigrafo (z, f(z)), (v, f(y)) € Ef. Como supomos E convexo,

para qualquer «v € [0, 1] temos que

(ax + (1 —a)y,af(z)+ (1 - a)f(y) = alz, f(x) + (1 - )y, f(y)) € E.

Novamente pela definicao de epigrafo

flax + (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y),

ou seja, f € convexa.
Agora vamos supor f convexa. Sejam (x,a), (y,b) € Ey, ou seja, f(z) < ae f(y) <
b.Assim pela convexidade de f e para qualquer o € [0, 1] tem-se

IN

af(z)+ (1 -a)f(y)
aa+ (1 — a)b,

flax + (1= a)y)

A\

que nos da
a(z,a) + (1 —a)(y.b) = (ax + (1~ a)y,aa + (1 — a)b) € Ey,

ou seja I/ € convexo.
O

O teorema [2.4] nos permite classificar as fungdes convexas como fungdes cujo epigrafo é

convexo.

36



f néo é convexa f € convexa

I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
T
I
1
1

v

D ' ' D

Figura 2.7: A fun¢do f é convexa < O epigrafo de f € convexo.

A teoria de func¢des convexas € utilizada principalmente na solugdo de problemas de otimi-

zacdo, como o problema que apresentamos a seguir.
minf(x) sujeitoax € D. (2.1)

€ chamado de problema minimizac¢do e se D C R™ é um conjunto convexoe f : D — R é uma
funcdo convexa em D de problema minimizagdo convexa.

Apresentaremos agora algumas defini¢des, proposi¢cdes e teoremas necessdrios para a solu-
¢do do problema[2.T|em sua forma convexa.

Teorema 2.5 (Teorema de Weierstrass). Seja D C R"™ um conjunto compacto ndo vazio e

f D — R uma funcdo continua. Entdo, o problema

minf(z) sujeito a x € D

max f(x) sujeito a x € D

tem solucoes globais.

Demonstragdo. Por [2.1] e pela defini¢do [2.10] basta mostrar a existéncia de um minimizador
ou maximizador. Assim vamos mostrar a existéncia de um minimizador. Como D é compacto,
temos que f (D) também o é. Logo f (D) possui infimo. Sejay o infimo de f(D). Pela defini¢do

de infimo podemos obter z;, € D, com k € N, tal que

1
Donde temos que
lim f(zx) =7. (2.2)
k—o00



Como a sequéncia x;, € D e D é compacto, entdo a sequéncia () possui uma subsequéncia
(xy,) convergente a um ponto de D, ou seja

lim Ty, =T € D.
1—00

Temos assim que

lim f(zy,) = f(7),

71— 00
pois f € continua.
Por[2.2] temos que f(Z) = 7, ou seja, f assume o seu valor minimo em T € D. Portanto 7 é

um minimizador global de f.
O

A compacidade de D pode ser eliminada pelas defini¢des e resultados que ja vimos e alguns

que ainda apresentaremos.

Definicao 2.9. Sejam D um conjunto convexo, f : D — R uma funcdo convexa e ¢ € R, fixo.

Definimos o conjunto de nivel da funcdo f relativo a c por

Lyp(c) ={z € D; f(z) < c}.

Figura 2.8: Conjunto de nivel L;g(c) = [z1,22] U [x3, T4).

Corolario 2.1. Sejam D C R" e f : D — R uma funcdo continua em D. Se existe ¢ € R tal
que Ly p(c) # 0 e compacto, entdo o problema 2. 1|possui uma solugdo global.

Demonstragdo. Por hipétese Ly p(c) é compacto, logo pelo teorema de Weierstrass (teorema

[2.3) o problema
min f(z)sujeito ax € Ly p(c)

38



tem solucdo global, digamos . Vejaque se € D — L p(c), entdo f(x) > ¢ > f(T), ou seja,
7 é minimizador global de L p(c) e também de D.
]

O teorema a seguir ja demonstra a importancia da convexidade para problemas de otimiza-

¢do.

Teorema 2.6 (Teorema da minimizacao convexa). Sejam D C R™ um conjunto convexo e
[+ D — R uma fungdo convexa em D. Entdo todo minimizador local do problema [2.1] é
global. Além disso o conjunto de minimizadores é convexo, e se f é estritamente convexa o

minimizador é tnico.

Demonstracdo. Mostraremos inicialmente que todo minimizador local € global:
Suponha que T € D seja um minimizador local de f. Assim existe y € D tal que f(y) <
f(Z). Fagamos z(a) = ay + (1 — a)z. Como D é convexo z(a) € D, Ya € [0,1], pela

convexidade de f e para « € (0, 1] temos que

fa(@) = flay+ (1 -a)7) <af(y)+ (1 -a)f(7)
= af@y) + /(@) —af(T)
= f@ +alfly) - f(@) < f(2).

Veja que para « suficientemente pequeno x(«) estd arbitrariamente préximo de Z. Como
f(z(a)) < f(T) e x(a) € D temos uma contradi¢do pois Z ¢ minimizador local do problema
[2.1] Logo qualquer solugdo local é uma solugdo global.

Mostraremos que o conjunto dos minimizadores é convexo:

Sejam S C D o conjunto das solu¢des (minimizadores) do problema[2.Tje v € R seu valor
6timo, ou seja, f(x) = 7, Vo € S. Tomemos agora z, T € S e « € [0,1]). Como f é convexa
temos

flar+(1—a)7) <af(x)+(1—a)f(Z) =av+ (1 — a)v =7,

veja que como ax + (1 — )T € D (convexidade de D), temos entdo

flax + (1 —a)z) = f(z) = f(T) = 7.

Assim f(az + (1 — «)T) =7, logo ax + (1 — )T € S. Portanto S é convexo.
Para mostrar que o minimizador € Unico, suponha f estritamente convexa, que existam x,
TeS,x#7,eac(0,1). Sabemos que ax + (1 — )T € D, pela convexidade de D. Assim

temos

flax + (1= a)z) = f(z) = f(T) = 7.
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Mas f estritamente convexa, ou seja,
fla+t(1—-a)7) <af(z)+(1—a)f(T)=av+ (1 —a)v =71,

que nos d4 uma contradi¢do. Portanto o minimizador € Unico.
O

A necessidade de resolver problemas de otimizacdo ndo passa sO por encontrar minimizado-
res, passa também por encontrar maximizadores. Vamos dar uma defini¢do a seguir que torna
o teorema [2.6] védlido também neste outro caso, bastando substituir os temos minimizag¢do por

maximizacio e convexa por concava.

Definicao 2.10. A funcdo f : D — R, com D conjunto convexo, é chamada de fun¢do concava

se (—f) for convexa em D.

2.3 Operador Projecao

Definicao 2.11. Sejam D C R™ um conjunto e y € R™ um ponto. A projecdo (ortogonal) de y

sobre D é uma solucdo global do problema

min||x — y||, sujeitoa x € D. (2.3)

Esta definicao nos diz que a projecdo de y sobre D é um dos pontos de D mais préximos
de y. Veremos a seguir um resultado que garante a existéncia da proje¢cdo em um conjunto nao

vazio e fechado.

Corolario 2.2. Seja D C R" um conjunto fechado e ndo vazio. Entdo a projecdo de y sobre D

existe para todo y € R"

Demonstracdo. Sejam y € R™, fixo e arbitrdrio, f : R" — R, a funcdo f(z) = ||z — y||-
Sabemos que f é continuae Ly p(C') = D N By, c|,onde Bly,c] = {z € R*; ||z —y|| < ¢} =
{z e R f(z) < c}.
O conjunto de nivel Ly (C') € a intersec¢do do fechado D com o compacto Bly, c/, ou seja,
L p(C') é compacto e é ndo vazio para ¢ > 0 suficientemente grande. Assim pelo corolério
o problema [2.3|tem solugo.
0

Teorema 2.7 (Teorema da projecdo). Seja D C R"™ um conjunto convexo e fechado. Entdo para
todo x € R", a projecdo de x sobre D, denotada por Pp(x), existe e € tinica.

Além disso, T = Pp(x) se, e somente se,

TeD, (x—7,y—7) <0 VyeD. (2.4)
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Demonstragdo. Como D é fechado pelo corolério [2.2]existe T € D que é solugdo do problema
Seja y € D qualquer. Definimos z(a) = (1 — )T + ay, com « € [0, 1), pela convexidade
de D temos que z(a) € D, . Assim temos que ||z — Z|| < ||z — z(«)]|, portanto

0 > [lz =7~ lz — 2(a)|I”
— 2 —7,(a) - 7) — |2(a) - 7|
= 2a(z-7,y-7) —a?ly—7|*
Dividindo a desigualdade acima por 2a¢ > 0 e fazendo o« — 0 obtemos

<I_E7y_f>§07

sendo que y € D € arbitrario.

Vamos supor que existe T que satisfaca[2.4] Entdo para todo y € D,
(x—T,y—7T) <0.

Por outro lado temos que

1 —112 2 1 —112 2 —112
U =2l" =l =9l) = 5llz =" = llz = ylI" + lly = =)

= LTy -7)

= (z—7,y—7) <0.

Temos entdo que ||z — 7| < ||z — z(«a)
D.

Mostraremos agora que T € tinico. Suponhamos que Z também seja solugdo do problema
Aplicando T em 2.4 com y = 7 e também aplicando Z com y = T, obtemos

, para todo y € D, ou seja, T € a projecao de = sobre

=
|

&l

)

T <0 e (r-7,7-7) <0

0 > (z—Z,2—-7T)+(x—2,T—72)
= (2,7 —-7)— (2,7 —2)+ (v, —T) — (T,T —T)
= (2, —T)— (T,T —T)
= (T—-7T,7—T)
= |z -=|*
Portanto 7 = 7. H
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Verificamos agora que pela definicdo [2.6)de cone normal, temos que [2.4]é equivalente a
TeD, z-—7€NpT). (2.5)

NA demonstracdo do teorema da proje¢do, supomos que na defini¢io[2.3] a norma usada é a
euclidiana. Se usarmos uma norma ndo euclideana a projecao sobre um conjunto convexo ainda

existe, mas pode ndo ser tinica como vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.10. Seja D = {(z,y) € R3;x +y = 1}. Veja que a projecdo do ponto (0,0) sobre
D nado ¢ unica se utilizarmos a norma da soma

I, 9)lls = lz] + lyl.

Observe que se (x,y) € D, temos que ||(x,y)|s = |z| + |y| = 1, ou seja, a projegio de (0, 0)

sobre D, é qualquer de seus pontos conforme vemos na figura 2.9

Figura 2.9: A projecdo de (0, 0) sobre D ndo € tnica, pois ||(z,y)||s = 1, é qualquer ponto de
D.

A condi¢do necessdria de otimalidade dada no teorema [2.3] pode ser reescrita numa forma
mais util para o desenvolvimento de métodos computacionais utilizando-se o operador projecao,

conforme é dado no teorema[2.8] a seguir.

Teorema 2.8 (Condicdo necessdria de primeira ordem). Sejam D C R"™ um conjunto convexo e
fechado, e f : R™ — R uma funcdo diferencidvel no pontoT € D.

Se T é um minimizador local de [ no conjunto D, entdo

Pp(T —af'(z)) =7, VYaeR;. (2.6)

Demonstragdo. Seja o € R, fixo, arbitrdrio. Por hipétese € um minimizador local de f em

42



D. Assim pelo teorema da projecao (teorema , comzx =7 —«af (T)ey =7 € D, temos

0 > F—af (@ —Po@—af (@),7 - Pp(@—af (7))
— (= Po(@— af (7),7 — Po(T — af (7)) + (~af (@),7 — Po(T — of (@)
= |z Po@ - af @) - a{f' (@), — Po(@ - of (@)).

|17 — Pp( — af' @) < a{f'(®), 7 — Pp(T — af'(7)). (2.7)
Como Pp(T — af'(T)) € D e pelo teorema2.3|temos

(f'(®), Pp(T — af'(z) —T) 2 0,

ou seja,
(f'(®), T — Pp(T — af'(z)) < 0.
Por[2.7]e como a > 0, segue que
|7 — Po(@—af' (@) <0
e portanto T = Pp (T — af'(T)).
O

Observamos ainda que por [2.5] a relagdo [2.6] é equivalente a dizer que, para todo o € Ry,

temos que
T —af () —T = —af'(T) € Np(T).
Ou seja, — f'(T) € Np(T), pois Np(Z) € um cone, que € a condi¢do dada no teorema2.3]

Para o0 caso em que a fungdo f é convexa, a condi¢do necessdria de otimalidade de [2.6] se

torna suficiente, como veremos mais adiante.

2.4 Funcoes Convexas

2.4.1 Propriedades fundamentais das funcoes convexas

Mostraremos inicialmente que uma combinacao linear de fungdes convexas cujos coeficien-

tes sdo positivos é uma fungdo convexa.

Proposicao 2.5 (Convexidade da soma de fung¢des convexas). Sejam D C R"™ um conjunto
convexoe f; - D — R, i =1,2,...,p, funcdes convexas em D. Entdo para quaisquer ji; € R,

1 =1,2,...,p, afungcdo

43



p
fiD=R, f(x) =) mfix)
i=1
é convexa em D

Demonstracdo. Sejam z,y € D e « € [0, 1] quaisquer, temos que

flaz + (1 —a)y) = Z/Mfi(ax +(1—a)y)

Sabemos que f; é convexae p; > Oparai = 1,2,...,p, assim

Z,uifi(cm: +(1—-a)y) < Zﬂi(@fi(95) + (1 —a)f(y))

- aszi(x) +(1—a) Z#if(y))

= af(x)+(1-a)f(y).

Portanto f(ax + (1 — a)y) = af(z) + (1 — a) f(y)).
0

Vamos mostrar que o supremo de fun¢des convexas € uma func¢io convexa. A demonstracao
baseia-se no fato de que o epigrafo do supremo € a interse¢do dos epigrafos das fungdes que

definem o supremo, como vemos na figura[2.10]

S

Figura 2.10: Tlustrag@o do epigrafo da fungdo f(x) = maz{ fi(x), fo(z)} que é convexo. Assim
o supremo de funcdes convexas € uma funciao convexa.

Proposicao 2.6 (Convexidade do supremo de fungdes convexas). Sejam D C R™ um conjunto

convexo e f; : D — R, i € J, funcoes convexas em D, com I um conjunto qualquer. Se existe
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B € Rtal que f;(x) <  paratodo x € D ei € J. Entdo

f:D—=R, [f(z)=supfi(z)

i€J
é convexa em D.

Proposicao 2.7. Sejam g : R" — R uma fungcdo convexa e h : R — R uma fungdo convexa e

ndo decrescente. Entdo a fungdo

fiR" =R, f(z)=h(g(z))
é convexa.

Demonstracdo. Sejam z,y € R" e a € [0, 1], quaisquer. Vamos mostrar que

flax+ (1= a)y) < af(z)+(1—a)f(y)

para tanto, sabemos que

glax + (1 —a)y) < ag(z) + (1 — a)g(y),

pois g é convexa, e

hglax + (1 = a)y)) < hlag(z) + (1 — a)g(y)) < ah(g(x)) + (1 — a)h(g(y))

pois h € ndo decrescente e convexa. Sabemos também que

flaz+(1=a)y) = h(glaz+(1-a)y)) e af(z)+(1-a)f(y) = ah(g(r))+(1-a)h(g(y)),

ou seja,
flaz + (1= a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

]

Exemplo 2.11. Sejam g : [ﬁ ﬁ] —Reh:R— R, as fungoes g(x) = 2> — 1 e h(z) = e~

2072
Observamos na figura|2.11|que g é convexa e h é convexa decrescente. A fungdo f : [\/75, ‘/75] —

R, tal que f(z) = h(g(z)) = e~ *1 ndo é convexa. Isto mostra que a afirmagdo da proposicéo

2.7\pode ser falsa, caso fungdo h ndo seja ndo decrescente.

2.4.2 Funcgoes convexas diferenciaveis

As funcdes diferencidveis nos permitem muitas formas tteis de caracterizar sua convexidade.
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s :

Figura 2.11: Gréficos das funcdes g convexa, h convexa ndo decrescente e pela proposicao
f é ndo convexa.

Teorema 2.9 (Caracterizacdo de fungdes convexas diferencidveis). Sejam D C R™ um conjunto
convexo e aberto, e f : D — R uma funcdo diferencidvel em D. Entdo a seguintes propriedades

sdo equivalentes:
(a) A funcdo f é convexa em D.
(b) Paratodox € Detodoy € D, f(y) > f(x)+ (f'(z),y — ).

(c¢) Paratodox € Detodoy € D, (f'(y) — f'(x),y —z) > 0.

Quando [ é duas vezes diferencidvel em D, as propriedades acima também sdo equiva-

lentes a

(d) A matriz Hessiana de f é semidefinida positiva em todo ponto de D:

(f"(z)d,d) >0 VzeD, VYdeR"

Demonstra¢do. Mostraremos inicialmente que (a) = (b).
Por hipétese f é convexa. Assim para z, y € D, a € |0, 1], quaisquer e fazendo d = y — z,

temos:
fla+ad) = flz+aly—2) =f((1-a)z+ay)
< (I-a)f(x) +af(y)
= [f(z) —alf(z) = f(y)
Donde

flz+ad) = f(z) < o(f(z) = fy))
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Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por o > 0, temos

f(@ + ad) — f(2)

«

< f(y) — f(z)

fazendo @ — 0, temos

f) - fl@) > tim LEF0DZI@)

a—04 (0%

O segundo membro da desigualdade acima € a derivada de f em x na dire¢do de d. Assim

Portanto,

f) = flz) +(f'(2),y — ). (2.8)

Mostraremos agora (b) = (c).
Vamos inverter as posigdes de x e y em[2.8]e obtemos

f(@) > fy) + (' (y), v —y).

Somando a desigualdade acima com [2.8] temos

0 > (f'(z),y—z)+{
Yy

Portanto

Mostraremos (c) = (b).
Vamos tomar z, y € D e pelo teorema do valor médio como vemos em [4]] existe o € (0, 1)
tal que

fly) = fl@) = (f'(z+aly—2),y — ). (2.9)

Pela hipétese (c) com os pontos = + a(y — x) e x, temos

0 < (flz+aly—=) = f(x),aly —x))
= (flz+aly —2)),aly —2)) = (f(2),aly — 2))
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(f'(z+aly—2)),aly—=) = (f(z),aly—))
alf'(z+aly—=),(y—=x) = of(z),y—2).

Dividindo ambos os membros da desigualdade por « e usando[2.9] temos entdo

fy) > f@) +(f'(x),y — ).

Mostraremos (b) = (a).
Pela hipétese (b), para os pontos z ¢ x + ad, y e x + «d, respectivamente e com « € [0, 1].

Temos entiao
f(x) > f(z + ad) — a(f'(z + ad), d)

fy) =z f(z+ ad) + (1 = ) (f'(z + ad),d)

Vamos multiplicar a primeira desigualdade por 1 — alpha > 0 e a segunda por alpha > 0 e

soma-las, obtendo

1—a)f(x)+af(y) > (1—a)f(z+ad)+af(x+ ad)
= f(z + ad)
= flz+aly—x))
= f((1—-a)x+ ay).

Portanto f é convexa.

Para mostrar a ultima equivaléncia vamos supor que f é duas vezes diferencidvel em D e
provaremos que (b) < (d).

Tomemos x € D e d € R", fixos e arbitrdrios. Como D € aberto, entdo existe o > 0 tal que
x + ad € D. Assim pela hipétese (b) temos

fle+ad) > f(z)+ (f'(2),ad)
0 < flz+ad) — flz)—alf(z),d)
< olf'(z+ad),d) — a(f'(z),d)
(

(
(f'(z + ad) — f(),d))

2

= S (@), d) +6(a?).

I
Q

Agora dividindo por a? e fazendo oo — 0., obtemos

(f"(x)d,d) >0
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Sejam x, y € D, quaisquer. Pelo teorema do valor médio, existe « € (0, 1) tal que

f) = flx) = (f'(@),y—2) = (f(e+aly—2),y—2)—(f(2),y—2)
(f'(x+aly—2))— f(x),y — )
S+ aly = )y = 1),y — o).

Sabemos que pela hipétese de (d) temos

(f"(x+aly —2)(y —z),y —x) >0,

logo obtemos (b).
]

Exemplo 2.12. A funcdo f : D — R, com D = {(z,y) € R*;y > 0} e f(x,y) = f’ é convexa.
Y

Para provar que é convexa, vamos mostrar que f satisfaz o item (d) do teorema pois D
sendo o semiplano onde vy é positivo é convexo e aberto.

Obviamente f f é diferencidvel ao menos duas vezes em D. O gradiente de f é o vetor

Vi = (2.-5). @wen
e o sua matriz Hessiana em (x,y) € D é dada por
2 &
Hopen = | %o o
Py

Para d = (dy,dy) € R", qualquer, o Hessiano de f em d é dado por

2(dry — do)?
(Hyf(ay)d; d) = ————"
)
Como y > 0, temos que (Jy (z)d, d) > 0.

Portanto f é convexa.

Exemplo 2.13. Sejam o € R, fixo, qualquere f : R?> — Rafuncdo f(z,y) = (a+6)z+2azxy+
y>. Vamos determinar a para os quais f é convexa. OV f(x,y) = (2(a + 6)x + 2ay, 2ax + 2y)),
(z,y) € R2. Assim seu Hessiano em (z,y) € D é dada por

2(a+6) 2a ]
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Para d = (dy,dy) € R", qualquer, o Hessiano de f em d é dado por
(Hy @y d, d) = (4a + 6)d} + (2a + 2)d5.

Neste caso (Hvy f(z4)d, d) > 0 quando a > —1.

Observe que nos exemplos[2.12]e 2.13] os dominios de ambas as fun¢des sdo convexos. Pelos
métodos do cdlculo diferencial podemos determinar minimizadores locais das fung¢des desses
exemplos e o teorema 2.6 garante que esses minimizadores serdo globais.

O préximo teorema garante que as condi¢des necessdrias para otimalidade, no caso convexo,

também sdo suficientes.

Teorema 2.10 (Condi¢do necessdria e suficiente para um problema de minimizagdo convexa).
Sejam D C R"™ um conjunto convexo e f : C' — R uma fungdo convexa e diferencidvel no

aberto C' que contém D. Entdo T é um minimizador de f em D se, e somente se,
(f'(x),x —x) >0, VreD, (2.10)

ou, equivalentemente,

—f'(z) € Np().

Ainda a condigdo é equivalente a
(f(x),z—7) >0, VweDl. (2.11)
Se D é fechado, e[2.11|também sdo equivalentes a seguinte condi¢do:
T = Pp(T—af'(x)) paraalgum o > 0.

O teorema a seguir garante a invariancia do gradiente da fun¢@o objetivo no conjunto das

solu¢cdes de um problema de minimizag¢do convexa.

Teorema 2.11. Sejam f : R" — R uma funcdo convexa duas vezes diferencidvel e D C R™ um
conjunto convexo fechado. Seja © qualquer minimizador de f em D.

Entdo ¥ € D é minimizador de f em D se, e somente se,

2.4.3 Funcoes convexas nao diferenciaveis

Apresentaremos agora resultados para fun¢des convexas nao diferencidveis. Estas funcdes
tem grande importancia, tendo em vista que em grade parte dos casos de otimizacdo a fungao

objetivo ou ndo € diferencidvel, ou per a diferenciabilidade em alguns pontos do seu dominio.
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Nosso objetivo é mostrar que tais fun¢des quando convexas possuem derivadas direcionais e

ainda uma derivada generalizada, que é chamada de subdiferencial.

Teorema 2.12 (Derivada direcional de uma fun¢do convexa). Seja f : R" — R wuma funcdo

convexa. Entdo para todo x € R", f é diferencidvel em cada direcdo d € R". Além disso,
flx+ad) > f(x)+af (z;d) Vo eR,.

Observamos ainda que para f convexa temos:

flz+ ad) — f(x) _ it flz+ad) — f(x)

a—04 [0 a>0 [0

(2.12)

Definicao 2.12. Seja f : R" — R uma funcdo convexa. Dizemos que y € R™ é um subgradiente
de f no ponto x € R" se

f(z) > flz)+ (y,z — x) Vz e R™

O conjunto Jf dos subgradientes de f em x se chama subdiferencial de f em .

f(x) +{y1,z —x)

fx) +(yzz — x)

Figura 2.12: y; e y, sdo subgradientes de f em z, ou seja, f(2) > f(z) + (y;, 2 — ), i = 1,2.

Assim o subgradiente nos d4 uma aproximacao linear da fungdo f cujo grafico estd abaixo
de f e seu valor coincide com f no ponto x, veja figura . Note que esta propriedade ja
foi vista no teorema [2.9] Vale ressaltar que no caso em que f ¢é diferencidvel o subgradiente
¢ unico: 0f = {f'(x)}. Isto ndo ocorre no caso de fun¢des ndo diferencidveis como mostra a

figura[2.12]e veremos no teorema [2.13]
Vamos considerar na defini¢do|2.12| 2 = x 4+ ad, onde d € R" e > (. Assim temos

ot ad) - @)

(07

y € 0f(x)

> (y,d) Vd e R"Va>0. (2.13)
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E facil ver que ¢é equivalente a

Flond)— 1 L 0D = ()

a—04 o

> (y,d) VdeR", (2.14)
ou seja,

of(x) = {yeR" f(z2) > f(x)+(y,z—x), VzeR"}
= {y eR"; f'(z;d) > (y,d), VdeR"}.

Veremos agora que para uma funcio convexa definida em todo o espacgo seu subdiferencial,
em cada ponto, é um conjunto convexo, compacto € ndo vazio € em seguida um teorema que

associa o subdiferencial a diferenciabilidade das fun¢des convexas.

Teorema 2.13 (O subdiferencial da fungdo convexa). Seja f : R" — R uma fungdo convexa.
Entdo para cada x € R", o conjunto 0f(x) é convexo, compacto e ndo vazio. além disso para
qualquer d € R", tem-se

"(z;d) = max (y,d
(o) = max (y,d)

Teorema 2.14 (O subdiferencial da fungdo diferencidvel). Seja f : R® — R uma funcgdo con-
vexa. A funcdo f é diferencidvel no ponto x € R"™ se, e somente se, o conjunto Of(x) contém
um so elemento. Neste caso, Of (x) = {f'(x)}.

O préximo resultado mostra a importancia do subdiferencial na teoria de otimizacao.

Teorema 2.15 (Condicdo de otimalidade para minimizacdo de uma fun¢do convexa num con-
junto convexo). Sejam f : R™ — R uma funcdo convexa e D C R™ um conjunto convexo.

Entdo x € R" é um minimizador de f em D se, e somente se,
Jy € 0f(T) tal que (y,x —T) >0, Vze D,

ou, equivalentemente,

0 € 9f(T) + Np(T).

Em particular, x é um minimizador de f em R" se, e somente se,

0 € 0f(z).

Teorema 2.16 (O subdiferencial da soma de fungdes convexas). Sejam f; : R* — R, i =
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1, ..., p, fungdes convexas. Entdo
(S 5) - (Ssos0)
i=1 i=1

Exemplo 2.14. Seja [ : R?* — R a fungdo f(z,y) = ||(z,y)|,, = max{|z|,|y|}. Vamos
calcular o subdiferencial de f em (0,0).
Sejam (dy,dy) € R* e a« > 0. Para (x,y) € 9f(0,0) e usando temos

£U0,0): (drd)) = tim 2100+ aldi ) = J(0.0)

Z <(£If, y)’ <d17 d2)>

Ot—>0+ (6]
: dq|, |d
_ i @maxld] dafd > xd; + yds
a—04 (0]

= max{|d1|, ’dgl} > Q?dl + de

F1((0,0); (dv, d2)) = max{|dy|, |da} = wdy + ydy (2.15)
Analisando esta ultima desigualdade, temos:
(i) dy=dy=1 = z+4+y<lI;
(ii) dy = —dy =1 = x—y<1;
(iii) —dy =dy =1 = —zx+y<lye
(iv) —dy=—dy =1 = —zx—y<L

Desta forma concluimos que (x,y) € B|0, 1], ou seja, 9f(0,0) C B[0,1]s.
Vamos mostrar que B[0,1]s C 0f(0,0).
Tomemos (z,y) € B[0,1]s e (d1,d3) € R?, assim temos

<(.l’,y)7 (d17d2)> = xdl + de S |ZL‘d1 + yd2|

((z,y), (di,d2)) < |z] - [di] + [y| - |da]

Como max{|dy|, |da|} é maior ou igual a d; e dy, temos
((z,y), (dr, dz)) < (|| + | + [y]) - max{|du], |2}
Como max{|z|,|y|} < 1, temos
((z,y), (dr, dz)) < max{[dy], |da]}

Por2.15|temos {(x,y), (d1,d2)) < f'((0,0); (d1,ds)). Assim (z,y) € 0f(0,0), logo B[0,1]g C
af(0,0).
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Portanto 0f(0,0) = B[0, 1]s.

Exemplo 2.15. Seja f : R?* — R a fungdo f(x,y) = ||(z,y)|lg = |z| + |y|. Vamos calcular o
subdiferencial de f em (0,0).
Sejam (dy,dy) € R? e v > 0. Para (z,y) € 9f(0,0) e usando2.14, temos

f((07 O) + Oé(dl, d2>> — f(ov O)

f1((0,0); (dr,dp)) = lim > ((,9), (d1, d3))

a—04 «
044)04,_ (8%

= |z|+ |y| > zdi + yds.

F((0,0); (dy, da)) = || + |y| > xdy + yds (2.16)

Analisando esta ultima desigualdade, temos:

di>0=1>
(i) Parady £0edy—0 =13 20 5 1@ =Y L <<t
| di<0=>-1<z
do>0=1>
(i) Parady, = 0edy £0 =13 22 5 ] ® =Y L <y<
|| dy<0=>-1<y

Desta forma concluimos que (x,y) € B|0, 1]y, ou seja, 0f(0,0) C B[0, 1] .
Vamos mostrar que B0, 1]y C 9f(0,0). Tomemos (z,y) € B[0, 1]y e (dy,ds) € R?, assim
temos
((z,y), (d1,d2)) = xdy + ydy < |xd; + yds|

((z,y), (di,d2)) < |z|-[di] + [y| - |da]

Como max{|x|, |y|}, € maior ou igual a |z| e |y|, e é menor que 1 pois (x,y) € B0, 1],
temos

((z,9), (d1,d2)) < |di] + |do]

Portemos ((x,y), (dy,d2)) < f((0,0); (dy,ds)). Assim (x,y) € 0f(0,0), logo B[0, 1]y C
af(0,0).
Portanto 0f(0,0) = B[O, 1] .

Exemplo 2.16. Seja f : R? — R a funcéo f(x,y) = ||(z,y)|| = /22 + y2. Vamos calcular o
subdiferencial de f em (0,0).
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Sejam (dy,dy) € R* e a > 0. Para (x,y) € 9f(0,0) e usando temos

£U0,0): (drd)) = tim 2100+ aldi b)) = J(0.0)

OA—)O+ (6]

AR+
o VAt ay > xdy + yds

044)04,_ «

= /&3 + d} > xd; + yda.

f1((0,0); (dy,da)) = \/ &+ d3 = ||(di,ds)|| > xdy + ydy (2.17)

Fazendo d, = x e dy = y na ultima desigualdade, temos

Vai+yr > 2t 4y

x2—|—y2

> ((z,y), (d1, d))

1 > —=
Va2 +y?

1 > Va2 +y?

1 > 2?4+~

Desta forma concluimos que (x,y) € B|0, 1], ou seja, 0f(0,0) C B0, 1].
Vamos mostrar que B[0,1] C 8f(0,0). Tomemos (z,y) € B[0,1] e (d1,ds) € R?, assim
temos

((z,9), (dv, d2)) = [((2,9), (dr, d2))| < [[(z, y)| - [|(dy, o),

Como ||(z,y)|| < 1 pois (z,y) € B|0, 1], temos
(2, y), (di, dy)) < |[(d, da)|

Por2.17temos {(z,y), (d1,d2)) < f'((0,0); (d1, ds)). Assim (z,y) € 0f(0,0), logo B[0,1] C
a1(0,0).
Portanto 0f(0,0) = B0, 1].

2.5 O Problema de Steiner

Vejamos agora a solug@o do problema de Steiner que consiste em determinar um ponto do
plano cuja soma das distancias a trés pontos dados, também bem do plano, é a menor possivel.

Dividimos a solu¢do em dois casos, no primeiro vamos supor que a solu¢do é um dos pontos
dados, e no segundo caso um ponto qualquer que nao seja um dos pontos dados.

Entio vejamos:

Sejam z1, 25, 23 € C, fixados, e f : C — R definida por f(2) = |z — 21| + |z — 22| + |z — 23],

onde | | € a norma euclidiana.
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2.5.1 A solucio é um dos pontos dados

Vamos supor que um dos vértices € a solucao do Problema de Steiner, digamos z;.

Vimos anteriormente que a funcéo |

€ convexa e pela proposi¢ao a soma de funcdes
convexas € convexa € como
lim |f(2)] = o0

|z]—o0
a fungdo f tem um tinico minimo global.
Sabemos também, como vimos no exemplo que o subdiferencial de |z — z;| em 21 é
B0, 1] (a bola euclidiana unitdria). Assim pelas condi¢des de otimalidade z; é minimo se, e
somente se,

0€df(z1)

Pelo teorema[2.16] temos que

21 — 29 Z1 — 23

df(z) = BJ0,1] +

‘21 - 2’2’ ’2’1 — 23 '

5]

Figura 2.13: Triangulo formado pelos pontos 21, 25 € z3, destacando o angulo interno 5 de z;.

Desta forma existe w € Cer € R, com 0 < r < 1 tais que

21— %2 21 — 23

rw —+ =0,

|21—2’2| ’2'1—23‘ B

Z1 — 23 Z1 — 29

por rotacdo podemos supor = Pl e w = e, onde 3 é o Angulo interno

) \21—23’ 21—22\
do vértice z; conforme vemos na figura
Assim temos
ret + e 4+1=0

Pela formula de Euler temos entao
r(cos pu + isen ) + (cos 5 +isen f) + 1 = 0,

donde obtemos o sistema
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rcosp+cosfS+1=0
rsenp +sen 3 =0

rcospu =—1—cospf
rsen j = —sen f3

Elevando cada membro das equacdes ao quadrado e somando as equagdes resultantes:

r? = 2(1 + cos 8) = 4 cos? g

Como r < 1, temos:

B

400525 <1—]cos

< bl
2 2

ou seja,
120° < B < 240°,

mas como 3 € angulo interno de um tridngulo fica restrito a
120° < 5 < 180°.

Concluimos assim que para termos como solu¢do em um dos pontos dados € necessdrio e
suficiente que um dos angulos internos do triangulo formado por estes pontos seja maior que

120° e seu vértice € a solucao.

2.5.2 A solucio é um ponto diferente dos pontos dados

Vejamos agora o caso em que nenhum vértice € solucao:

Pelo que vimos no caso anterior o tridngulo formado pelos pontos dados z;, 2z, € z3 t€m
angulos internos menores que 120°.

Sabemos que f é diferencidvel para qualquer z em C, exceto para z1, 2 € 23. A solugdo do
problema de otimizagdo € um ponto 2z, onde f € diferencidvel. Um candidato natural é um z,

que seja ponto critico de f, ou seja, V f(z) =0

20 — 21 20 — 22 20 — 23

=0.
|20 = 21| |20 — 22| |20 — 2
O primeiro membro da equagdo acima € a soma de vetores unitdrios que podem ser repre-
sentados por nimeros complexos e zy € o vértice dos angulos formados por estes vetores. Por
uma rotagcdo podemos supor
20 — %3

- 1
|20 — 23]
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23

)

Figura 2.14: Tridngulo formado pelos pontos z;, z; e z3, destacando os angulo « e $ formados
pelos pontos 21, 22, 23 € 2.

e existem «, 5 € R, conforme mostrado na figura[2.14] tais que

20 — %1 o

|Zo —Zl| B

20 — 22 i
—:eﬂl
20—22|

Assim temos
e 441 =0.
Novamente pela férmula de Euler temos
cos v+ isen ) + (cos B +isen B) +1 =0,
donde obtemos o sistema

cosa+cosf+1=0

sena +sen § =0

cosa = —1—cosf

sena = —sen [

Procedendo novamente como no caso anterior, obtemos
cosa = cos § = —3

que nos dd o = 120° e B = 240°, ou seja, os angulos no vértice z, sao todos iguais a 120°
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Consideracoes Finais

Um dos principais ramos da pesquisa em matemadtica aplicada € a otimizacdo. A
teoria da Andlise Convexa torna-se um item de fundamental importancia para resolver questdes
relacionadas a este assunto. Vemos neste trabalho que ap6s o estudo das principais defini¢cdes e
teoremas temos um ambiente bastante favordvel ao desenvolvimentos e solugdes das questdes
relacionadas a otimizacao.

Apresentamos o problema de Steiner como um exemplo de aplicagdo da teoria da
andlise convexa. Fizemos, para uso da teoria de Andlise Convexa, a modelagem do problema
através da funcdo norma que mostramos ser uma fun¢do convexa e nao diferencidvel em todo
seu dominio, onde se fez necessario utilizar a definicdo de subdiferencial para chegarmos a
solucdo do problema.

O estudo dos temas apresentamos sdo proposto ndo s6 para a solu¢cdo do problema
apresentado mas também como referéncia para trabalhos posteriores que envolvam otimizacao
e suas aplicacdes. Vemos aqui que a modelagem através de funcdes convexas abrem muitas
possibilidades de aplica¢des sejam elas em matemadtica ou geometria, como o problema de

Steiner, o em outras ciéncias ou no desenvolvimento de novas tecnologias.

59



Referéncias Bibliograficas

[1] Richard Courant and Herbert Robbins. O que é Matemdtica? Editora Ciéncia Moderna
Ltda., 2000.

[2] Alexey Izmailov, Alexey Izmailov, Mikhail Solodov, and Mikhail Solodov. Otimizagdo.
IMPA, 2005.

[3] E.L. Lima and Instituto de Matematica Pura e Aplicada (Brasil). Algebra linear. Cole¢ao
matematica universitaria. IMPA, 2008.

[4] Elon L. Lima and Instituto de Matematica Pura e Aplicada (Brasil). Andlise Real, Vol. 2.
Projeto Euclides. IMPA, 1981.

[5] L. Robbiano. Algebra Linear: Para todos. SpringerLink : Biicher. Springer, 2011.

[6] Earl William Swokowski. Cdlculo com Geometria Anaitica, Vol. II. Makron Books, 1994.

60



	Introdução
	Preliminares
	Tópicos Álgebra Linear e Topologia
	Corpo

	Os Complexos
	Forma algébrica dos números complexos
	Módulo de um número complexo
	Forma polar de um número complexo

	Espaço Vetorial
	Produto interno
	Norma
	Bolas

	Conjuntos Convexos
	História
	Conjuntos Convexos
	Operador Projeção
	Funções Convexas
	Propriedades fundamentais das funções convexas
	Funções convexas diferenciáveis
	Funções convexas não diferenciáveis

	O Problema de Steiner
	A solução é um dos pontos dados
	A solução é um ponto diferente dos pontos dados


	Considerações Finais

