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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo mostrar maneiras de se utilizar o GeoGebra no ensino das
Transformagdes Lineares.

O GeoGebra é um programa de Geometria dinadmica livre criado por Markus Hohenwarterem,
2001, na University of Salzburg, sendo atualizado na Florida Atlantic University. Ele vem sendo
utilizado em ambiente de sala de aula e em pesquisas como estudo de sistemas dinamicos entre

outros.

Palavras-chave: Algebra Linear, Transformacdes Lineares, Visualizacio e experimentagao,
Geogebra.



ABSTRACT

This research aims to show ways to use Geogebra in the teaching of Linear Transformations.
Geogebra is a free dynamic geometry program, created by Markus Hohenwarter, 2001, in Uni-
versity of Salzburg being updated in Florida Atlantic University.It has been used in classrom

environments and in research as a study of dynamical systems among others.

Keywords: Linear Algebra, Linear Transformations, Visualization and experimentation,
Geobebra.
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Introducao

A Matematica rigorosa em suas demonstracdes desenvolvida no século XIX por alguns
matematicos, tais como Bolzano, Karl Weiterstrass e Cauchy contribuiram para elitizar, de certa
forma, a aprendizagem da disciplina. Nos dias atuais os professores tém procurado maneiras
de dar significado aos conteudos, encurtando assim a distancia existente entre teoria e aplicagao
pratica, popularizando alguns antes dificeis de serem compreendidos pela maioria dos alunos.

Esse encurtamento passa hoje pelo uso da tecnologia em sala de aula. Os alunos ja che-
gam nas escolas com conhecimento tecnolégico muitas vezes maior do que o do professor, por
isso, este profissional precisa estar aprendendo e inovando no uso das ferramentas tecnoldgicas
existentes para o ensino da Matemdtica. O dinamismo do software gratuito GeoGebra [1] tem
contribuido muito devido a possibilidade de visualizagao e manipulacio das construgcdes geo-
métricas. Importante ressaltar também, que € possivel usd-lo mesmo na auséncia de laboratorio,
pois € possivel baixa-lo em smartphones.

Este trabalho falard sobre Transformagdes Lineares. Assunto que faz parte do curriculum da
matematica superior, mais precisamente da disciplina Algebra Linear II. Isso, porém, nio o dis-
tancia do ensino fundamental e médio. Os autores de livros do ensino fundamental, obedecendo
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), ja tratam desse assunto com o nome Transfor-
macdes Geométricas, dando €nfase as defini¢Oes através de imagens: translagdo, reflexdo ou
simetria axial, rotacdo e a composi¢do destes, como € orientado pelo objetivo de aprendizagem
EFO7MAZ21 [2]:

Reconhecer e construir figuras obtidas por composicoes de transformagoes geomé-
tricas (translacado, reflexdo ou simetria axial, rotacdo), com o uso de instrumento

de desenho ou de softwares de geometria dindmica.

Nessa fase de ensino o aluno ja terd alguns conhecimentos que o ajudardo a entender as
construgcdes no GeoGebra, por exemplo: sistema bidimensional cartesiano, ponto, reta, plano,
poligonos, dentre outros. No ensino médio, especificamente no terceiro ano, a disciplina de
Geometria Analitica reforca esses conteidos.

Dentro das Transformagdes Lineares temos os Operadores Lineares em R? e R3 e suas pro-
priedades geométricas com aplicacdes na computacdo grafica e utilizacdo em alguns algoritmos
numéricos. Em computacgao as transformagdes ajudam na animagao de imagens bidimensionais



e tridimensionais na tela do computador. A linguagem de programacdo PostScript utiliza as
transformacdes para manipular fontes, leiaute e imagens gréficas.

O capitulo 1 fard uma revisao dos assuntos: Sistemas de Coordenadas Cartesianas, Funcao,
Relacdes trigonométricas no triangulo retdngulo, Matrizes, Determinantes e Vetores. Vetores €
estudado na disciplina de Fisica no ensino fundamental e médio, de maneira superficial, com
aplicacdes determinadas. Em Matematica é estudado em Algebra Linear, no ensino superior,
com definicdo e aplicacdo genéricas. Matrizes e Determinantes sdo, sem duvida, os assuntos
mais importantes quando se trata de Transformagdes Lineares, tanto que, eles sdo estudados
no ensino médio, segundo ano, € na maioria dos livros de Algebra Linear eles sdo revisados e
aprofundados.

O capitulo 2 falard dos conjuntos onde as transformagdes acontecerdo. Eles sdo chamados de
Espaco Vetorial, e seus elementos de vetores. O espaco vetorial estudado nesse trabalho € o R".
Esse espaco vetorial possui dois subespacos vetoriais importantissimos, R? e R?, representados
no sistema bidimensional e tridimensional respectivamente.

O capitulo 3 mostrard no GeoGebra os efeitos sofridos pela imagem, letra “ F ”, quando
nela € aplicada as Transformacdes Lineares. Esta letra foi escolhida por ser assimétrica. Para
finalizar, serd explicado como foi construida a imagem da letra “ F ” no sistema bidimensional
e tridimensional.

Espero que este trabalho ajude no processo ensino-aprendizagem incentivando os professo-
res e alunos a buscarem informacgdes sobre o GeoGebra e a utilizd-lo constantemente em suas

atividades .



Capitulo 1

Conceitos basicos

Se o leitor ja tiver conhecimento dos conceitos aqui apresentados pode comecar a leitura

deste trabalho a partir do capitulo seguinte.

1.1 Sistemas Ortogonais de Coordenadas Cartesianas

O sistema de coordenadas cartesianas, ou plano cartesiano, foi criado por René Descar-
tes (1596-1650) com o objetivo de localizar pontos em um plano.

Um sistema de coordenadas 2D (duas dimensdes) € definido tragcando-se no plano duas retas
concorrentes e perpendiculares chamadas de eixos. O eixo horizontal ¢ chamado de abscissa
e o vertical de ordenada. O ponto de intersecdo entre os dois eixos € chamado de origem do
sistema. Os eixos s@o orientados e uma unidade de medida € associado a eles. Da origem para
a direita no eixo horizontal e para cima no eixo vertical localizam-se os nimeros positivos e da
origem para a esquerda no eixo horizontal e para baixo no eixo vertical localizam-se os nimeros
negativos.

O plano fica assim dividido em quatro partes chamadas de quadrantes, ordenados no sentido
anti-horario, vide Figura 1.1. Observe que os eixos horizontal e vertical foram representados
pelas letras = e y respectivamente.

Localiza-se um ponto no sistema bidimensional trangcando uma reta (r) paralela ao eixo dos
y tocando no eixo dos = no ponto denominado z,, € outra reta (r) paralela ao eixo dos x tocando
no eixo dos y no ponto denominado y,, com isso, observa-se que as retas r e 7* se interceptardo
em um ponto P de coordenadas (x,,,). Dessa forma pode-se dizer que um ponto qualquer
do plano cartesiano passa a ser localizado através de suas coordenadas (z,y) chamado de par
ordenado, e que (z,,y,) # (yp, ¥,), @a menos que x, seja igual a y,,.

A origem (0, 0) e ponto P = (x,, y,), ficam assim representados. Veja Figura 1.2

No GeoGebra a costru¢do do ponto P de abscissa 2 e ordenada 3, por exemplo, segue 0s

passos abaixo:

1) digite P = (2,3) no campo | Entrada;
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Figura 1.1: Quadrantes no sistema de coordenadas 2D

Y
Yp P = (zp,yp)

O = (0,0) T,

Figura 1.2: Localizando um ponto P no sistema de Coordenadas 2D

2) tecle .

Observa-se que a descri¢do do ponto aparece no campo | Janela de Algebra |

Outra forma prética de escrever um ponto € clicando com o cursor no comando em destaque
no canto superior a esquerda, vide Figura 1.3, em seguida clicando no local onde se queira o
ponto no plano. Ele aparecerd automaticamente na janela de dlgebra.

A partir do sistema 2D, pode-se estender os conceitos apresentados para o sistema 3D (tridi-
mensional) ou sistema espacial, para isso, basta considerar outra reta perpendicular, ndo copla-
nar, as ja existentes no sistema 2D passando pela origem. Chama-se de eixo dos z, dessa forma
a origem passard a ser representada O(0,0,0) e o ponto P(z,, Y, 2p).

Para visualizar o sistema 3D no GeoGebra clica-se no comando fazendo aparecer

uma lista de outros comandos, entdo, clica-se em ‘J anela de Visualizacdao 3D ‘ O eixo na cor

vermelha representa a coordenada x, na cor a coordenada y e o de cor azul a coordenada
z.
Agrupando os trés eixos dois a dois obtem-se trés planos: o plano xy, o plano xz e o plano

yz dividindo o espaco em oito partes, cada uma chamada de octante. A intersecao desses € a
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Figura 1.3: Localizando um ponto P no sistema de Coordenadas 2D no Geogebra

origem do sistema, como se pode observar na Figura 1.4.

17

N "Iano Yz

117 1o

Plano xy
Q

Figura 1.4: Planos definidos pelos eixos do Sistema de Coordenadas 3D

Dessa forma, faz-se a localiza¢do de um ponto P qualquer no sistema 3D através da interse-
cdo de trés planos, como mostra a Figura 1.5.
A construgio de um ponto em 3D no GeoGebra € feita digitando as coordenadas na .

Por exemplo: 7' = (1,2, 3), depois a tecla |Enter .

1.2 Funcao

No ensino fundamental € visto conceito intuitivo de funcao através de exemplos que possam
levar o aluno a conceitud-la formalmente como sendo a relag@o entre dois conjuntos A e B

ndo vasios em que a cada elemento x de A associa um unico elemento y de B através de uma



|

Figura 1.5: Localizando um ponto P no Sistema de Coordenadas 3D

lei ou regra (representada por uma letra mindscula, por exemplo f), de modo que y = f(z).
O conjunto A € chamado de Dominio e o conjunto B de Contra-Dominio. A representacio

matematica ¢ feita da seguinte forma:

f:A—B

= f(x) =y

Cada correspondéncia gerard um par ordenado (z,y), onde y serd a imagem de x por f. Ao
conjunto formado por essas imagens chamamos de conjunto imagem de f. Convém atentar para
o fato de que esse conjunto é subconjunto de B(Imf C B), ou seja, do contra-dominio de f.

No livro Conecte [6] estd escrito que o matematico alemao G.W. Leibniz (1646-1716) intro-
duziu as expressoes “Funcao Constante” e “Varidvel” na linguagem matemética, enquanto que
o sui¢o L. Euler (1707-1783) a nota¢do f(x) para indicar a lei de uma fungdo. O matematico
alemao P.G. Lejeune Dirichlet (1805-1859) deu a defini¢ao de fun¢do muito préxima da que se
usa hoje em dia.

No ensino médio, mais precisamente no primeiro ano, o aluno estuda com mais rigor o as-
sunto funcdo. La ele estuda como classificar fungdes em: sobrejetoras, injetoras e bijetoras.
Também os conceitos de funcdo inversa e composicio de fungdes. No livro Introducio a Alge-
bra [4] encontramos estas defini¢des.

Uma fun¢io f : A — B é dita sobrejetora ou sobrejetiva se o seu conjunto imagem coincidir
com o seu contra-dominio, ou seja, se Imf = B.

Diz-se que uma fungdo f : A — B € injetora ou injetiva se para quaisquer que sejam

x,y € A, tivermos x # y entdo f(x) # f(y) (ou equivalente, quaisquer que sejam z,y € A, se



f(x) = f(y) entdio &« = y).

Se f : A — B é simultaneamente injetiva e sobrejetiva dizemos que f € uma fung¢ao bijetora
ou bijetiva.

Se f: A— Beg: B — ( sao duas fungdes, denota-se por gof : A — C a fungao definida
por (gof)(x) = g(f(z)) qualquer que seja x € A, a qual chama-se de funcdo composta de g e f.

A funcgdo I4 : A — A definida pela regra /4(z) = z qualquer que seja x € A é chamada de
fungdo identidade de A.

Observe que se f : A — B é uma fungdo bijetiva entdo existe uma funcdo g : A — B
definida por: se y € B, g(y) = x onde x € o tnico elemento de A tal que f(x) = y (o elemento
x existe pois f € sobrejetiva e ele € Gnico pois [ € injetiva).

E de fécil verificacdo as propriedades:

gof =1Ise fog=1Ip

A funcdo g com as propriedades acima é dita ser a fungdo inversa da fungdo f, e sera
denotada(nio confundir com imagem inversa) por g = f~!: B — A.

A fun¢do afim ou func¢do polinomial do primeiro grau é qualquer fun¢do f : R — R dada
pela lei da forma f(z) = ax + bem que a,b € R e a # 0. Um caso particular da funggo afim é
quando b = 0, ou seja, f(x) = az. Neste caso, denomina-se funcdo linear.

No GeoGebra pode-se construir um controle deslizante, nomeado primeiramente pela letra
(a), usando o comando em destaque na Figura 1.6. Esse controle permite ao usudrio alterar o
valor da varidvel, que pode ser do tipo Nimero, Angulo ou Inteiro. Pode-se também fazer com
que o controle funcione sozinho, para isso clique com o lado direito do mouse sobre o controle
deslizante, depois no comando . Observe que aparecerd embaixo, no canto esquerdo
, um simbolo de onde se pode pausar ou dar continuidade ao
movimento. Usar-se-4 nesse trabalho somente os do tipo Nimero e Angulo.

Criado o controle, escreve-se na caixa de f(z) = ax para plotar o grafico da fungio

linear, Figura 1.7. Visualise-o no enderecgo: (https://www.geogebra.org/m/tngbeqjj).

da|Janela de Visualizagdo

Verifica-se que qualquer que seja o valor de (a) o grafico de f sempre tocard o plano cartesi-
ano em sua origem (0, 0), ou seja, f(0) = 0 para todo a € R.

A funcdo afim € injetiva, pois para 1,2, € dominio de f(Dy), com z; # x5 tem-se que
f(x1) = axy + b # axs + b = f(x2) e é claramente sobrejetiva, visto que para cada z € Dy

existe um y € contra-dominio de C'Dy tal que y = f(z), portanto a fungdo admite inversa, e

ela serd do tipo f~1(x) = ’ , lembrando que a # 0.

A funcio afim € base para o assunto principal deste trabalho, devido a propriedade da relacao

de proporcionalidade entre os elementos do dominio e da imagem.

1.3 Relacoes trigonométricas no tridngulo retangulo

As razdes trigonométricas seno e cosseno no tridangulo retangulo sdo estudadas no ensino

fundamental, 9° ano, e tem aprofundamento no ensino médio, 2° ano. Vamos relembrar as
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I &) N 4

ao Controle Deslizante
Selecione uma posi¢éo

® Numero Nome

| OAngulo 2
- Olnteiro [ Aleatorio (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animagéo

min: -5 max: |5 Incremento:

OK Cancelar

Figura 1.6: Comando controle deslizante

1Y

1 f(x) = ax = 1.8«

Figura 1.7: Gréfico de f(x) = ax paraa = 1.8

definicdes e alguns resultados que serdo tteis para o entendimento de algumas demonstracoes,
para isso, utilizar-se-4 como parametro o livro do Marcio Goulart [5].

Considere um arco AM de medida o no primeiro quadrante do ciclo trigonométrico (raio
igual a 1 centrado na origem e orientado positivamente no sentido anti-horério), chama-se cos-
seno de «v a abscissa do ponto M e seno de o a ordenada do ponto M, observe a Figura 1.8.

Por isso, pode-se chamar o eixo das abscissas de eixo dos senos e o eixo das ordenadas de
eixo dos cossenos. Dessa forma pode-se notar que o cosseno e o seno podem assumir valores
positivos ou negativos, dependendo do quadrante ao qual o arco pertencer.

Um resultado importante, vélido para qualquer « real, € a chamada relagdo fundamental da
trigonometria, obtido a partir do tridngulo retingulo OM; M da Figura 1.8. Nele aplica-se o

teorema de Pitdgoras, resultando na relacao:

sen?a 4+ cos? a = 1. (1.1)



eixo dos
cossenos

Sena = OM, = M M, i

Figura 1.8: seno de o e cosseno de o, com 0 < av < 27

Também € importante notar que:

cosa = sen (90° — a) e sen v = cos(90° — ) para todo 0 < o < 90°, ou seja, 0 cosseno e
seno de angulos complementares sdo congruentes.

Agora, para finalizar esta revisao, serdo listadas algumas férmulas que ajudardo ao leitor a
entender o processo de encontro de algumas matrizes no capitulo 3.

Dados os numeros reais a e b, no ciclo trigonométrico, tem-se:

1) cosseno da soma e da diferenga de dois arcos:
cos(a —b) = cosa - cosb+sena-senb (1.2)
cos(a+ b) = cosa-cosb—sena - senb (1.3)

ii) seno da soma e da diferenca de dois arcos:

sen (a — b) =sina - cosb — senb - cosa (1.4)
sen (a + b) =sena - cosb+senb - cosa (1.5)
Das formulas de adi¢do chega-se a duas consequéncias importantissimas:

iii) Seno do arco duplo:

sen 2a = 2sena - cosa (1.6)

iv) Cosseno do arco duplo

cos2a = cos’a — sen 2a (1.7)



1.4 Matrizes

H4 muitas literaturas boas para pesquisas sobre esse assunto. Aqui indica-se o livro da
colecdo do matemadtico Gelson Iezzi [7].

Uma matriz A de ordem m X n (A,,x,) agrupa elementos em uma disposicao retangular de
m linhas e n colunas. Seus elementos sdo representados por letras mindsculas (a; ;), elemento

a que ocupa a i-ésima linha e j-ésima coluna.

11 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ A2y
A=

Am1 Am2 - Omnp

Nos casos em que o nimero de linhas é igual ao nimero de colunas (m = n), chama-se tal

matriz de quadrada de ordem 7, como a matriz A;:

aix Q2 -+ Aip

21 Q22 -+ QA2p
A=

ap1 Qp2 - App

Em particular este trabalho estd interessado em matrizes cujos elementos representam valores
reais.

Na matriz quadrada, os elementos a,;, em que ¢ = j, constituem a diagonal principal e os
elementos em que ¢ + j = n + 1, constituem a diagonal secunddria.

Uma matriz quadrada muito importante € a matriz unidade ou identidade, representada pela
letra /. Nela os elementos da diagonal principal sdo todos iguais a 1(um), enquanto os demais
sdo iguais a 0 (zero).

0o - 0
0

I =
00 - 1

Cm1

As matrizes do tipo L, matrizes linha.
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Para construir-se uma matriz no GeoGebra, Figura 1.9, basta especificar uma letra maitscula,
por exemplo M, no campo de |Entrada| e, entre chaves, colocar os elementos de cada linha,
também entre chaves, separados por virgula, por fim tecla-se em | enter |:

M= {{a’ b}? {Ca d}}’

a matriz aparecerd na | Janela de Algebra| Os elementos sdo controles deslizantes. Se a qui-

, clique no | comando controle deslizante |, depois em

, aparecendo assim uma caixa onde teclaremos no comando \Férmula Latex |, de-

pois em e escolhendo a sua ordem, por tltimo, escreva como mostra a Figura 1.9.
As letras a, b, ¢ e d dentro dos retangulos sdo objetos. Elas sdo escritas teclando no comando

de nome | Objetos | dentro da caixa de texto, em seguida na letra.

ser como texto na ‘ Janela de Visualizacdo

» Janela de Algebral | Janela de Visualizagio X
Mo (1 2) M A~
- a4 5 ?@= 1 l?O= 2 c=4 d=5
®a=1 ® ®
®b=2 “
. c=4 Editar
® d=5

M=\left(\begin{array}{} a & b \\ ¢ & d \\ \end{array}\right)= \left(\begin{array}{} a & b\\ ¢ & |d \\ \end{array}\right)

< >

Férmula LaTeX~ | Simbolos ~ | Objetos *
[ m I \ I I
Visualizar
; a b 1 2 :
Aji(c r])i(-'l 5) .
5 = )T OK | Cancelar

Entrada:

Figura 1.9: Matriz M de ordem 2.

Duas matrizes A, x,, € By, x, s0 iguais se, e somente se, a;; = b;;.

ayp = by a2 =bip - ai, = b,

ag; = by aze = bag -+ ag, = by
A=B

am1 = bml Amo = bm2 0 Qyp = bmn

A soma e subtracdo de duas matrizes A,y € By, x, € uma matriz C,, ., tal que ¢;; = a;;b;;.

c11 = ajn £ byy c12 = ajg £ by tet Cip = Q1p £ b1y
Co1 = Qo1 £ by Cog = Qoo % by ce Con = Gop £ bay,
C=A+B= . . .
Cml = Am1 + bml Cm2 = Am2 + bm2 o Cmn = Umn =+ bmn
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Se « € uma escalar, o produto de uma matriz A,,, por esse escalar é uma matriz B,, ., tal

que: b;; = « - a;;, ou seja, encontra-se a matriz B multiplicando cada elemento da matriz A por

Q.
b1 = a-a bip=0a-a2 -+ bp=a-a,
by = - ag byo = -ax - by =a-ay,
B=a-A=
bmlza'aml bm2:a'am2 bmn:a'amn

Para que duas matrizes sejam multiplicadas, exige-se que o niumero p de colunas da primeira
seja igual ao nimero de linhas da segunda. O resultado da multiplicacdo serd uma matriz com
o nimero m de linhas da primeira e o nimero n de colunas da segunda: C,,x,, = Apxp - Bpxn-

Cumprida essa exigéncia, para multiplicar as matrizes, procede-se da seguinte forma: o
elemento ¢;; de C' é encontrado somando-se os produtos dos elementos da matriz linha ¢ de A

pelos elementos j da coluna de B:

CL11b11 +---+ Cllpbpl a11b12 + - Cllpbpg s @llbln +---+ alpbpn
c - a21b11 +--+ agpbpl a21b12 + -+ a2pbp2 s aglbln +---+ a2pbpn
am1b11 +--+ ampbpl am1b12 + -+ ampbpg s amlbm +--+ ampbpn

Embora possamos achar casos em que AB = BA, essa ndo é uma propriedade geral da
multiplicacdo de matrizes.
A matriz identidade / € matriz neutra na multiplicacdo de matrizes, assim como, 0 nimero

1 é na multiplicagdo de niimeros reais. Esta propriedade € escrita como:

Al =TA=A

No conjunto dos niimeros reais se o nimero ¢ diferente de zero ele possui inverso multipli-

cativo:

1
a€ER—a-—=1
a

De forma andloga, a inversa de uma matriz, se existir, serd representada pelo superescrito

—1, atendendo a propriedade:

A-At=1T

Esta propriedade permite que a matriz seja interpretada como a matriz que desfaz a operacao
aplicada pela original, porém lembre-se que nem todas as matrizes possuem inversa, logo nem
todas as operacoes descritas por matrizes podera ser desfeita.

A operagdo conhecida como transposta de uma matriz, simbolizada pelo uso de um 7" supe-
rescrito, realiza a troca de posicionamento de seus elementos de maneira que m;; passa para a

posi¢do m;;. Como exemplo, escreve-se a transposta da matriz genérica A:

12



ailz a1 - Aml

a2 A2 -+ Qm2

AT =

Aip A2n - Amp

Dadas as matrizes A, B e C' e o niimero real «, as propriedades das operacdes com matrizes
sdo:

P1) Adigdo comutativa: A+ B=B+ A
P2) Adigéo associaiva: A+ (B+C)=(A+B)+C
P3) Multiplicagdo Associativa: (AB)C = A(BC)

P4) Multiplicagdo Distributiva: a-(A+B) = a-A+«a-B/A(B+C) = AB4+AC/(A+B)C =
AB + AC

P5) Identidade multiplicativa: A- I =1-A
P6) Propriedades da transposta: (- A)T = - (A)T;(A+ B)T = AT + BT; (AT)YT = A
P7) Propriedade da inversa: (AB)™! = A~'B~1,

A manipulacdo de matrizes dé suporte as transformacdes lineares.

1.5 Determinantes

Segundo Mércio Goulart [5] O determinante D de uma matriz A (indica-se D = det B) é o
numero real associado as matrizes quadradas. Toda matriz quadrada possui determinante. Sera

falado, especificamente, das matrizes de ordem 2 e 3.

bip b
g [P b 7
a1 b2

calcula-se o determinante subtraindo o produto dos elementos da diagonal principal, em

Se a matriz B é de ordem 2

vermelho, pelo produto dos elementos da diagonal secundaria, em azul:

bi1 b2

det B = = by1 - bag — big - by

21 b22

Agora, se a matriz B for de terceira ordem :

bll b12 613
B = b21 b22 b23

b31 b32 bB3

13



repete-se as duas primeiras colunas e procede-se da seguinte forma:

e Efetuamos os produtos dos elementos situados na dire¢do da diagonal principal(vermelho):

b1 b1z Dis bi1 b2
det B = by; boy Dbog bo1 bag
bsi bz bsg || D31 D32

bll : b22 : b33
bl2 : bQ3 : b31
blS : b?l . b32

e Efetua-se os produtos dos elementos situados na dire¢ao da diagonal secundéria:

bll 612 b13 bll b12
det B = b21 b22 b23 b21 b22

b31 632 b33 b31 b32

b13 : bQ2 : b31
bll : bQB : 632
612 : b21 : b33

Agora usa-se formula (1.8):

det B = by1-bag- b33 +b12-bas-b31 +b13-ba1-b3g — b13-bag - b3y — b1y -bag - b3z —b1a-ba1 - b3z (1.8)
Algumas propriedades importantes de determinantes:

P1) Multiplicando-se todos os elementos de uma fila da matriz quadrada por um ndmero £, o

determinante inicial também fica multiplicado pelo mesmo nimero k;

P2) Trocando entre si as posi¢des de duas filas paralelas na matriz quadrada, de ordem 2 ou

maior que 2, o determinante associado a nova matriz € o oposto do anterior;

P3) Nao se altera o determinante quando adicionamos a uma dada fila da matriz uma outra

fila paralela a ela, multiplicada por outra constante.

P4) Determinante do produto de matrizes quadradas A e B de mesma ordem: det(AB) =
det A-det B

P5) Para qualquer matriz quadrada A, temos: det AT = det A
Consequéncias importantes dessas propriedades:
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C1) Supondo a matriz A de ordem n, o que ocorre é: det(kA) = k™ - det A, para k € R;
C2) Sendo A~'ainversade Aodet A-det A~! = 1;

C3) A ¢ inversivel se e somente se det A # 0. Se det A = 0 dizemos que a matriz A é

singular.

1.6 Vetores

O estudo sistemadtico e o uso de vetores foram fendomenos do século XIX e inicio do sé-
culo XX, apesar de outros pensadores ja terem lidado com estas entidades, como Isaac Newton
(1642-1727). O que hoje sabemos sobre vetores comegou com a descoberta dos Quartérnios
pelo entdo matematico William Rowan Hamilton (1805-1865) e se desenvolveu com os traba-
lhos de outros cientistas, J.Willard Gibbs (1839-1903) e Oliver Heaviside (1850-1925).

Os alunos do primeiro ano do ensino médio estudam superficialmente vetores na disci-
plina de Fisica, na caracterizacdo de grandezas vetorias, como velocidade, aceleracdo e forca.
Nesse contexto, um vetor v, no plano (R?), é geometricamente representado por segmento
orientado(—), com comprimento proporcional ao seu médulo (| v |) o que € intuitivo. Um
vetor v € dito unitdrio se | v |= 1. Todos os segmentos orientados que t&ém a mesma direc¢do, o
mesmo sentido € 0 mesmo comprimento sdo representantes de um mesmo vetor. Em seguida,
fazendo-se uso das regras do paralelogramo ou do poligono, passa-se a adi¢cdo de vetores e
entdo a multiplicagdo de um vetor por um escalar (nimero real), também geometricamente in-
tuitivo, uma vez que se associa ao produto o aumento ou diminui¢do do comprimento da seta
e/ou inversdo de seu sentido.

No GeoGebra a costrucdo do vetor u de coordenadas 2 e 3, por exemplo, segue 0s passos
abaixo:

1) digite u = (2,3) no campo | Entrada |
2) tecle .

Observa-se que diferentemente da constru¢do do ponto, usa-se uma letra mintscula para
nomear o vetor.

Para melhor compreensao, representar-se-a as operagdes com vetores no Geogebra, Figura
1.10.

Se u e v s@o vetores quaisquer e « e [J nimeros reais, tem-se as seguintes propriedades da

Adicdo e Multiplicagdo por escalar:

P1 Associativa: (u+v) +w =u+ (v + w)

P2 Comutativa: u +v =v + u
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1 . . . . .
AB significa vetor com origem em A e extremidade em B.

Adicao de vetores

Subtracao de vetores
B v= BC C

v=DF
Multiplicacao por escalar (a)
c u=GH H
o—»0
! —7J J L - K
® v 0 o w ﬁ e
v = au,para o >0 w = au,para o < 0
(u e v tém mesmo sentido) (u e w tém sentidos contrarios)

Os vetores u v e w sao colineares, pois tém a a mesma direcgao.
Figura 1.10: OperacOes com vetores

P3 Existe um s6 vetor nulo 0 tal que, para todo vetor v, se tem: v + 0 =0+ v
P4 Qualquer que seja o vetor v, existe um s vetor —uv, tal que: v + (—v) = —v +v =0
PS a(Bu) = (aB)u

P6 (a+ f)u=au+ fu

Esses conceitos sdo ampliados no ensino superior, mais precisamente na disciplina de Al-
gebra Linear, onde também € possivel a visualizagdo e manipulacdo do vetor no plano (R?),
assim como no espaco (R3).

O saudoso matemdtico Elon Lages Lima, em seu livro intitulado Algebra Linear [8], de-

fini vetor no espaco Euclidiano como sendo uma uma lista ordenada v = (ay,...,q,),v =
(b1, ..., B,) de nimeros reais, onde o simbolo R" representa o espago vetoria n-dimensional e
at,...,ap e P, ..., B, sdo as coordenadas do vetor u e v, respectivamente. .

Partindo dessa premissa, defini-se também:

e A igualdade vetorial (v = v) como sendo as n iguldades numéricas av; = y,...,q, =
B

e As operagdes de adi¢do e multiplicagdo por escalar:
a)u+U: (a1+617"'7an+ﬁn);

b)a-u=(aq,...,aq).
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O vetor zero é, por definicdo, aquele cujas coordenadas sdo todas iguais a zero: 0 =
(0,0,...,0).

7z

O vetor simétrico de u = (aq,...,ap) é —u = (—aq,...,—y,).

e Chama-se produto interno canonico ou produto escalar de dois vetores u e v e se repre-

senta por u - v, a0 ndmero real:

u-v=ay-Pi+...+a,- B (1.9)

e O nimero nio-negativo | v |= /v - v chama-se médulo, norma ou comprimento do vetor
v. Entdo:

lv|=y/ad+...+a2 (1.10)

e O angulo 6 entre dois vetores, Figura 1.11, u e v, com 0 < § < 7, pode ser calculado pela
formula:

cosfh = — v (1.11)
|- |v]

v

Figura 1.11: Angulo de dois vetores

e Se dois vetores u e v sdo colineares ou paralelos, existe um nimero k tal que: u = k - v.

E se eles forem ortogonais, o angulo ¢ formado por eles € 90°, o que implica:

0059:008900:&:O,portantou-v:O,oual-Bl—i—...—i—&n-ﬁn:O

lul-lv]
Os conjuntos R? = R X R = {(z,y)/z,y € R} e R? =R x R = {(z,y,2)/z,y,2 € R}

sdo interpretados geometricamente como sendo o plano cartesiano 20y e o espago cartesiano

tridimensional Ozyz, respectivamente.

Os assuntos matrizes e vetores se relacionam em Algebra Linear. As matrizes linha e coluna

podem ser chamadas de vetor-linha e vetor-coluna, respectivamente. Portanto, pode-se dizer

que uma matriz é formada por vetores.
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Capitulo 2
Espacos Vetoriais

Esse assunto antecede o estudo das Transformagdes Lineares em Algebra Linear II, no en-
sino superior. Mesmo a abordagem sendo superficial, os conceitos aqui apresentados serdo
importantes no entendimento do capitulo 3, mas se eles ja sdo de conhecimento do leitor, pode

naturalmente ignora-lo.

2.1 Espacos Vetoriais

Segundo o matemdtico Elon Lages de Lima [&], espaco vetorial £ é um conjunto cujos
elementos sdo chamados de vetores, no qual estdo definidas duas operacdes: a adi¢cdo, que a
cada par de vetores v e v € E faz corresponder um novo vetor v + v € E, chamado a soma de
u e v, e a multiplicagdo por um niimero real, que a cada nimero o € R e a cada vetor v € F
faz corresponder um vetor « - v, ou av, chamado o produto de o por v. Essas operacdes devem
satisfazer, para quaisquer «, § € R e u,v,w € FE, as condi¢gdes abaixo, chamadas de axiomas

de espaco vetorial:
e comutatividade : ©u +v = v + u;
e associatividade : (v +v) +w =u+ (v+ w) e (af)v = a(fv);

e vetor nulo : existe um vetor 0 € E, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que v + 0 =
0+ v =wvparatodov € £,

e inverso aditivo : para cada vetor v € F, existe um vetor —v € FE, chamado o inverso

aditivo, ou o simétrico de v, tal que —v +v = v + (—v) = 0;
e distributividade: (o + f)v = av + fue a(u + v) = au + av;
e multiplicacidopor1: 1 v =w.

Os exemplos mais importantes e significativos para o nosso trabalho é o espaco vetorial eu-

clidiano n-dimensional, onde os elementos de R" sdo as listas ordenadas u = (g, -+ , ), v =
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(B1,- -+, B,) de nimeros reais e o espaco vetorial do conjunto M (m X n) de todas as matrizes
m X n.
Convém observarmos que o vetor u = (o, - - - , (v, ) aparecerd muitas vezes com a notagao

matricial (matriz- coluna n x 1):
g

On
Deixamos a cargo do leitor verificar os axiomas e concluir que de fato os dois exemplos sdo

espacos vetoriais, bem como a verificacao das seguintes propriedades oriundas da defini¢do:

P1) Existe um dnico vetor nulo em £ (elemento neutro da adi¢do);

P2) Cada vetor v € E admite apenas um simétrico (—u) € E;

P3) Para quaisquer u,v,w € E, se u +w = v + w, entdo u = v;

P4) Qualquer que seja v € E, tem-se: —(—v) = v isto é, o oposto de —v é v;

P5) Qualquer que sejam u,v € F, existe um e somente um x € F tal que: u + x = v. Esse

vetor x serd representado por: x = v — u;
P6) Qualquer que seja v € E, tem se: Ov = (. Naturalmente, o primeiro zero € o nimero real
zero, e o segundo € o vetor 0 € F.

Para o espago vetorial euclidiano o vetor nulo é u = (0,--- ,0) e para o espago vetorial

das matrizes, é a matriz nula:

P7) Qualquer que seja A € Rev € F, tem-se:
a) A0 = 0;
b)se A\v = 0entdo A =0 ouv = 0;
¢) (—1)v=—v
d) (=MN)v = A(—v) = = ().
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2.2 Subespacos Vetoriais

O subconjunto ndo-vazio F' de um espaco vetorial £ € dito subespacgo vetorial se estiverem

satisfeitas as seguintes condicoes:

1. Para quaisquer u,v € I, tem-se: u +v € F

2. Para quaisquer o € R, u € F', tem-se: au € F'.

Feito isso, os subespagos vetorias serdo ainda espagos vetoriais, ndo tendo a necessidade de
verificacdo dos axiomas, visto que ' C E.
Todo espago vetorial £ admite pelo menos dois subespacos triviais: o conjunto {0}, com um

unico elemento 0, e o espago inteiro £. Outros subespacos importantes, sao:
1. Para £ = R?: retas que passam pela origem. Figura 2.1 :

y ‘........:'F’
u + v

au

Figura 2.1: Subespaco vetorial de R?

2. Para E = R3: retas e os planos que passam pela origem. Figura 2.2 e Figura 2.3, respec-
tivamente:

No espaco vetorial das matrizes quadradas, os conjuntos das matrizes triangulares superiores,
triangulares inferiores e das matrizes diagonais, sdo subespagos vetoriais.

A intersec¢do de dois espagos vetorias ainda € um espaco vetorial. Exemplo disso € os espaco
das matrizes diagonais, resultado da intersec¢do do espago das matrizes triangulares superiores
com a espaco das matrizes triangulares inferiores. Em relacdo a unido de espagos vetoriais, nao
se pode fazer a mesma afirmacao.

A adi¢do de espagos vetoriais também resulta em outro espago vetorial. Para exemplificar,
tomemos em R? um plano, subespaco £, e uma reta contida nesse plano, subespaco E,, ambas
passando pela origem, é facil ver que E; + Ey = Fj.

Quando a interse¢do de £ N Ey = {0}, entdo E; + E; é chamada de soma direta de £ com

L5, representada por £y & Es.
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4

Figura 2.2: Subespaco vetorial (reta) de R3

Figura 2.3: Subespaco vetorial (plano) de R3

2.3 Bases

Antes da defini¢do de base de espago vetorial, faz-se necessario definir combinagdo linear,
conjunto linearmente independente e conjunto gerador.

Sejam os vetores uq, us, - - - , U, do espaco vetorial £ e os escalares oy, as, - - -, o, Qual-
quer vetor u € F da forma:
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U = QU] + QoUs + + -+ + apUy,

€ uma combinacdo linear dos vetores wuy, us, - -+ , Uy,.

Se a equagdo ayuy + asus + - - - + azu, = 0 tiver como solugdo apenas a solucdo trivial,
ou seja, a3 = ap = -+ = «, = 0 dizemos que o conjunto F; C E formado pelos vetores
Uy, Usg, - - - , U, € Linearmente Independente ou simplesmente LI, em outras palavras, ndo é
possivel escrever nenhum dos vetores v € [, como combinagdo linear dos outros vetores de
E , caso contrdrio, dizemos que o conjunto £y é Linearmente Dependente ou simplesmente
LD.

Na condicao de Iy C FE ser LI e todos os outros vetores de £ puderem ser escritos como
combinagdo linear dos vetores de F, diremos entdo que o conjunto F, é gerador de E.

Agora temos condi¢des para definir Base de um espacgo vetorial E: Uma base € um conjunto
E, C F linearmente independente que gera F.

Exemplos de bases sdo os vetores candnicos {(1,0); (0,1)} de R* e {(1,0,0); (0,1,0);
(0,0,1)} de R3.

Isto significa que qualquer vetor de R? e R? pode ser escrito de maneira tinica como com-
binacdo linear de seus vetores candnicos. Para melhor exemplificar, vamos considerar o vetor
u = (uy,uz) € R?, entdo:

(u1,u2) = u1(1,0) + ug(0,1)

Nesse caso dizemos que os nimeros g, us s3o as coordenadas do vetor v na base {(1,0);
(0,1)}.

Se o espaco vetorial £ admite uma base F, com n elementos , qualquer outra base de F
possuird também n elementos e diremos que o espaco vetorial F terd dimensdo finita se essa
quantidade n for finita. A essa quantidade n chamaremos de dimensdo do espaco vetorial F.
Dessa forma dizemos que os espacos vetoriais R? e R? tem dimensdo 2 e 3 respectivamente.

O espaco vetorial das matrizes M (m X n) possui dimensao finita m - n, por exemplo: M;

(2 x 2) tem dimensdo 2 - 2 = 4. Sua base can0nica é:
10 0O 1} [0 0] |0 O

"“Ylo ol o ol |1 ol |01

I Y
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Capitulo 3

Transformacoes Lineares

3.1 Resumo teodrico

No Capitulo 1 foi revisado o assunto funcio estudado no ensino fundamental, médio e
em célculo 1 no ensino superior. Agora serd visto um tipo especial de fun¢do chamada de
Transformagdo. Esta se difere das outras fungdes porque os conjuntos envolvidos sdo espagos
vetoriais e os elementos chamados de verores. E usual denotar as transformacdes por letras
maiusculas como 7', F', L etc. Assim, uma transformagao 7' : £ — F' é uma correspondéncia
que associa a cada vetor v do espago vetorial £ um vetor 7'(v) = T -v = T'v do espago vetorial
F'. A transformacdo € dita linear se satisfizer as duas seguintes propriedades chamadas, respec-
tivamente, de aditividade e homogeniedade. Considere c um escalar, u e v vetores do espagco

vetorial E e T'(u), T'(v) vetores do espaco vetorial F:
(i) T(u+v)=T(u)+T(v)
(i) T'(cu) =cT(u)

As duas propriedades podem ser combinadas para se chegar ao seguinte resultado, chamado

de principio da superposicdo, segundo Anton [3]:

Se uy, ug, - -+ ,u, Sdo vetorese cy, co,- -+ ,c, Sdo escalares quaisquer, entdo:
T(cruy, caug, -+, cuuy) = 1T (uy) + 2T (ug) + -+ - + ¢, T (uy)

Fazendo ¢ = 0 em (ii) temos que 7(0) = T(0-u) = 0-T(u) = 0, ou seja, 7'(0) = O e
fazendo ¢ = —1 temos T'(—v) = T(—1-u) = —1 - T'(u) = —T'(u), de onde pode-se concluir
que: T'(u—v) =T(u) — T(v).

Um teorema importantissimo, demonstrado no livro do Elon [£], que torna as transformagdes

lineares muito praticas e de facil manuseio, diz o seguinte:

Sejam E, F espacos vetoriais e [ uma base de E, A cada vetor uw € [, faz-se
corresponder (de maneira arbitrdria) um vetor u' € F. Entdo existe uma unica

transformacdo linear T : E — F tal que T - uw = u' para cada u € (.
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Esse mesmo teorema esta enunciado no livro de Anton [3] da seguinte forma:

Dada T = R" — R™ uma transformagdo linear , com os vetores em forma de
colunas. Se ey, ey, - -+ , e, sdo vetores unitdrios canonicos de R" e se x é um vetor
qualquer de R"™, entdo T(x) pode ser expresso como T'(x) = Ax, passando a se
chamar Transformagdo Matricial : A = [T(el) T(eg) --- T(en)]

A ordem da matriz A, denominada matriz candnica de T, € m X n, onde cada coluna é
formada pelas componentes das imagens dos vetores da base candnica de R" em relacao a base
candnica de R™.

Quando se quer enfatizar a relagdo entre 7' e a sua matriz candnica, denota-se A por [T} .

Com isso, a notagdo é dada por: T'(x) = [T x.

Para exemplificar, seja T'(z) = 5z com T : R? — R? linear, entdo sua matriz candnica ser:

5 0
0 5

[T} x = [T(el) T(es)| = [5(61) 5(62)} _

Y

sendo e; = (1,0) e e; = (0, 1).

As transformacdes que ocorrem de um espaco vetorial £ para o mesmo espago vetorial,
T : E — F, sdo chamadas de operadores lineares em E.

Quando os operadores lineares preservam comprimentos , || 7'(x) ||=|| = ||, e 4ngulos entre
os vetores , T'(z)-T'(y) = x-y, sdo denominados operadores ortogonais ou isometrias lineares.
Um operador linear 7" : R™ — R"™ € ortogonal, se e somente se, sua matriz candnica é ortogo-
nal, ou seja, se A~! = AT. Aplicando a matriz A nesta igualdade pela direita ou pela esquerda,
conclui-se que uma matriz quadrada A é ortogonal quando A” - A = T ou A - AT = I. Agora
se for aplicado o determinante em ambos os lados, det(A - A”) = det(I) e usado os resulta-
dos: det(AT) = det(A) e det(I) = 1, concluir-se-4 também que uma matriz A € ortogonal se
det(A) = 1 oudet(A) = —1.

Outra observag@o muito importante é que numa matriz A ortogonal suas linhas e colunas sdo
vetores ortonormais, ou seja, possuem norma igual a 1 e produto interno igual a zero. Pode-se
concluir este fato considerando as linhas e colunas vetores ortonormais e verificando a igualdade
A-AT =1

Quando se trata de operador linear no espaco vetorial R? , a matriz candnica de T pode ser
expressa nas formas:

P cosf@ —sinf cosf siné cos?d sin @ cos 6
0 — . 5 0 — . , 179 — . .
sinf cos® sinf —cosf sin @ cos 6 sin® 6

ou seja, 1" € uma rotacdo em torno da origem, denotado por Ry, uma rotagao/reflexdo numa

reta(bissetriz) pela origem, denotado por Hy, ou uma Projecdo ortogonal sobre retas pela ori-
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gem, denotado por Fy. Os opradores %y e Hy sdo operadores ortogonais, enquanto operador F

nao.

3.2 Operadores Lineares de R?> que preservam comprimen-

tos

3.2.1 Matriz Reflexdo Ry e suas particularidades

A Figura 3.1 mostra a linearidade do operador rotacdo e a Figura 3.2 a forma mais simples

de se visualizar a matriz candnica de Ry

Yy
T(u —{—v) =T (u)+ T (v)

aT(u) =T(au)
T(u). A

au

(a)

Figura 3.1: Linearidade do operador Rotacdo

€2
(—senb, cos) ..~ 1

(cosB, senf)
T(ez)

T ( e 1)

€1

Figura 3.2: Rotacad de um angulo ¢
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Para trés valores de 6 especificos tem-se resultados especiais que serdo ilustrados através de
figuras. Vamos a eles:
(a) Reflexao na origem

A Figura 3.3 mostra a imagem refletida quando # = 180°. Nesse caso, diz-se que se trata

de reflex@o na origem, cuja matriz candnica €:

Figura 3.3: Rotacdo em torno da origem quando 6 = 180°

(b) Matriz Identidade

Surge quando 6 = 0 ou = 360°, fazendo com que a imagem virtual se sobreponha a

imagem real, veja Figura 3.4.

3.2.2 Matriz Reflexao Hy e suas particularidades

Os argumentos usados para mostrar a linearidade do operador rotacdo podem também ser
usados para mostrar a linearidade de H,y.

Na Figura 3.5 pode-se visualizar a forma de se encontrar a matriz candnica de Hy:

cosf  cos(m/2 —0) ] [cos& sin 0 ]
Hy = =

sinf —sin(7w/2 —0) sinf —cosf

A igualdade matricial se dd devido a propriedade trigonométrica revisada no capitulo 1,

secdo 1.3: angulos complementares tem igual valor de seno e cosseno.
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Figura 3.4: Rotacad em torno da origem quando # = 360° ou # = (0°

Yy Yy
T(e1) = (cosB,sin @)

. AN w/2—0/2
. _—— AB=sin6 gl
4/2 | . OA = cos(w/2—0)
9/2 5 92 N A x
o R
- A el o . i
OA = cos@ 1 { AB = —sin(m/2 — )

7T/2 _ \\\:B
T(e2) = (cos(mw/2 — 0),sin(w/2 — 0))

Figura 3.5: Matriz candnica da rotacdo/reflexdo na reta(bissetriz) pela origem
Aplicando a matriz no poligono F e selecionando alguns angulos especificos obtem-se algu-
mas reflexdes mais basicas num sitema de coordenadas xy:

a) Reflexdo na reta y=x

Reflex@o na reta y = x, Figura 3.6, acontecerd quando 6 = 90°. A matriz sera:

o

Reflex@o no eixo y, Figura 3.7, quando # = 180°. A matriz sera:
-1 0
0 1
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b) Reflexiao no eixo y

c) Reflexiao na reta y=-x



Retay ==«

Figura 3.6: Reflexdonaretay = =

Yy

Figura 3.7: Reflexdo no eixo Y

Reflexdo na reta y = —x, Figura 3.8, quando 6 = 270°. A matriz seré:
0 -1
-1 0
Reflex@o no eixo z, Figura 3.9, quando 6 = 0° ou § = 360°. A matriz ser4:
-1 0
0 1
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Reta y = —x

Figura 3.8: Reflexdonaretay = —x

Yy

Figura 3.9: Reflexdo no eixo x
A seguir, serdo vistos alguns operadores lineares que ndo preservam comprimentos. S3o

eles: projecdes, contracdes e dilatacdes, compressdes e expansdes horizontais e verticais e ci-
salhamentos.

3.2.3 Matriz Projecao P, e suas particularidades

Encontra-se a matriz canodnica de Fy a partir do operador Hy, como mostra a Figura 3.10.

O vetor Py estd relacionado ao vetor Hyx pela equagao:

1
Pyx —x = é(ngr; —x)
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Figura 3.10: Projecdo sobre retas pela origem

Resolvendo em FPyz obtem-se:

1 1 1 1 1
Pox=-—Hopx +-x=-Hopx+-Ix=—=(Hp+ 1
DT 5 0x 23: 5 PYs 5 x 2( P) v

Implicando em:

1
Py = §(H9—|—[)£L'

Desenvolvendo a implicacdo acima obtem-se a seguinte matriz:

1 1
—(1 4 cos 20) —sinf
Py= |2 2
4 1 1
— sin 26 —(1 — cos 20)
2 2

Substituindo as expressdes pelas suas respectivas identidades trigonométricas (revisadas no

capitulo 1, secdo 1.5) chega-se a matriz candnica:

Py =

cos?f  sinfcosd
sin 6 cos 8 sin? 6

As projecdes ortogonais mais bdsicas sdo as projecdes no eixo x, quando ¢ = 0°, 180° ou

360°, Figura 3.11, tendo como matriz candnica:

b o

e no eixo y, quando # = 90° ou 270°, Figura 3.12, cuja matriz é:
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b

Figura 3.11: Projecdo sobre o eixo dos x

Yy

Figura 3.12: Projecao sobre o eixo dos y

3.3 Outros operadores lineares de R que niio preservam com-

primentos
a) Contracoes e dilatacoes
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Homotetia é a reducdo ou ampliacdo de distancias e dreas a partir de um ponto fixo.

Tem-se uma homotetia de razdo k quando o operador linear for do tipo 7'(z,y) = (kx, ky)
para k escalar ndo-negativo. Se 0 < k£ < 1 o operador é uma contragdo e se £k > 1 uma
dilata¢@o. O ponto fixo é a origem, pois 7'(0) = 0 em todas as transformagdes lineares.

A matriz candnica de T'(x,y) = (kz,0) + (0, ky) = 2(k,0) + y(0, k) é:

T:kO
0 k

A Figura 3.13 ilustra uma dilatacdo para k = 2. Observe que a direcado e o sentido da figura

ndo se alteraram, somente seus comprimentos na razio de 2.

Yy

Figura 3.13: Dilatagdo para k = 2

A Figura 3.14 ilustra uma contracdo para k = 0.5. Observe que a direcdo e o sentido da
figura também ndo se alteraram, somente seus comprimentos foram reduzidos na razao de 0.5.

b) Compressoes e expansoes horizontais e verticais

Multiplicando a abscissa ou a ordenada do ponto (z,y) por um valor ndo-negativo k tem-se
o efeito de comprimir ou expandir cada ponto figura do plano na direcdo x ou y. O operador
responsdvel pelos efeitos é T'(z,y) = (kx,y) ou T'(z,y) = (x,ky). Se 0 < k < 1 tem-se
compressdo e se k > 1 expansao.

Para T'(z,y) = (kz,y) = x(k,0) + y(0, 1) a matriz candnica é:

]
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Figura 3.14: Contragdo para k = 0.5

A Figura 3.15 e a Figura 3.16 ilustram uma compressao e uma expansao na dire¢do x, res-

pectivamente.

Figura 3.15: Compressao na dire¢do x de razdo k = 0.5
Para T'(z,y) = (z, ky) = x(1,0) 4+ y(0, k) a matriz candnica é:

|

A Figura 3.17 e a Figura 3.18 ilustram uma compressao € uma expansao na dire¢do y, res-

pectivamente.
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Figura 3.16: Expansao na dire¢do x de razao k = 2

Yy

Figura 3.17: Compressdo na dire¢do y de razdo k = 0.5

¢) Cisalhamentos

O efeito de cisalhamento € transformar o retdngulo num paralelogramo de mesma base e
altura.

Da defini¢do acima, ver-se que o cisalhamento na direcdo x consiste no deslocamento dos
pontos da figura paralelamente ao eixo dos x, exceto os pontos do préprio eixo dos z, que
permanecem na mesma posi¢do, pois para eles y = 0. Um operador da forma T'(z,y) =
(z + ky, y) realiza em R? esse efeito. Para tal, a matriz canonica de T'(x,y) = z(1,0) +y(k, 1),

1 k
logo T = 01 , para k € R. Observe a Figura 3.19.

O cisalhamento na direc@o y consiste no deslocamento dos pontos da figura paralelamente
ao eixo dos y, exceto os pontos do préprio eixo dos y, que permanecem na mesma posi¢ao,

pois para eles + = 0. Um operador da forma 7'(z,y) = (x,y + kz) tem matriz candnica
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Figura 3.18: Expansao na direcdo y de razdo k = 2

Yy

/

7
A

Figura 3.19: Cisalhamento na direcdo x de razdo k = 1

k
T(z,y) =x(1,k) +y(0,1),logo T' = |- para k € R. Observe a Figura 3.20.

3.4 Operadores Lineares de R’ que preservam comprimen-

tos

Assim como em R?, serd feita distin¢do entre operadores ortogonais, que preservam compri-
mentos e angulos, daqueles que nao preservam.
As matrizes ortogonais de ordem 3, correspondentes aos operadores lineares de R3, sdo as

rotacdes em torno das retas pela origem, reflexdes em planos pela origem e rotacdo em torno
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Figura 3.20: Cisalhamento na direcdo y de razdo k = 1

de uma reta pela origem seguida de uma reflexdo num plano pela origem que € perpendicular
a reta. Uma prova de que sdo apenas essas matrizes pode ser encontrada no livro em inglés
Linear Algebra and Geometry de David Bloom, 1979. As seis matrizes abaixo esgotam todos
os tipos de operadores ortogonais em R3.

1 0 0 cosae 0 —sina cosae —sina 0
A= |0 cosaa —sina|,B = 0 1 0 ,C=|sina cosa 0
0 sina cosa sinaa 0 cosa 0 0 1

Essas matrizes fixam, da esquerda para a direita, os eixos coordenados z,y € z.

Para oo = 180°, tem-se as reflexdes no eixo dos z (Figura 3.21), dos y (Figura 3.22) e dos
z (Figura 3.23) respectivamente, também pode-se ter a matriz identidade (/) para « = 0° ou
a = 360°, nesse caso a imagem fica sobreposta. Observe que o determinante delas tem valor
igual a um (1).

Agora, as seguintes matrizes causam uma rotagdo seguida de reflexdo simétrica em torno dos
planos coordenados:

—1 0 0 cosae 0 —sina cosae —sina 0
D=0 cosa —sina|,E= 0 -1 0 ,F = |sina cosa 0
0 sina cosa sinaa 0 COS & 0 0 —1

Para o = 0° ou o = 360°, tem-se que a matriz D € a reflexdo simétrica em relagdo ao plano
y0z (Figura 3.24); a matriz ¥ em relacdo ao plano 20z (Figura 3.25) e a matriz /' em relacdo ao
plano 20y (Figura 3.24). Também pode-se ter a matriz identidade negativa (—1I) para o = 180°,
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Figura 3.21: Reflexdo no eixo dos x quando o = 180°

z

Figura 3.22: Reflexdo no eixo dos y quando o = 180°

nesse caso tem-se uma imagem simétrica em relacdo a origem (Figura 3.27). As matrizes, nesse

caso, tem determinante igual a (—1).
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Figura 3.23: Reflexdo no eixo dos z quando o = 180°

Figura 3.24: Reflexdo simétrica em relacdo ao plano y0z quando o = 360°

3.5 Operadores Lineares de R® que ndo preservam compri-

mentos

Dentre os operadores lineares que ndo preservam comprimentos estao as projecoes ortogo-
nais sobre subespacos e o cisalhamentos nas dire¢des dos planos xy, rz e yz.

As projecdes mais simples sdo aquelas sobre os planos coordenados, cujas matrizes candni-
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Figura 3.25: Reflexdo simétrica em relacdo ao plano 0z quando o = 360°

z

Figura 3.26: Reflexdo simétrica em relacdo ao plano 20y quando o = 360°

cas sao:
1 00 1 00 000
P=1{010|,A=1]0 0 0|,P5=1]0 10
000 0 01 001



Figura 3.27: Reflexdo simétrica em relacdo a origem

A matriz P, é a projecao ortogonal sobre o plano xy. A matriz P, € a projecao ortogonal
sobre o plano zz. A matriz P; € a projec@o ortogonal sobre o plano yz.

Observe as imagens na Figura 3.28.

Projegao ortogonal
P no plano yz

Projecao ortogonal
no plano xz

Projecao ortogonal
no plano xy

Figura 3.28: Projecdo ortogonal nos planos coordenados

As transformacgdes lineares que movem o ponto (z, y, z) paralelamente aos planos zy, xz e
yz, respectivamente para a nova posicao (x+kz, y+kz, 2), (v+ky, y, 2+ky), (x,y+kz, z+kx)
sao chamadas de cisalhamentos na direcdo zz, ry e yz de razdo k, cujas matrizes canOnicas sao:
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1 00 100 1 k k
Ci=10 1 0|,Co= 1|k 1 k|,C5=10 1 0
E k1 0 01 0 01

Veja as imagens:
Figura 3.29: A imagem cisalha paralelamente ao eixo de coordenada z, perpendicular ao
plano zz

Figura 3.29: Cisalhamento na direcao do plano zz

Figura 3.30: A imagem cisalha paralelamente ao eixo de coordenada y, perpendicular ao

plano yz

Figura 3.30: Cisalhamento na dire¢io do plano yz

Figura 3.31: A imagem cisalha paralelamente ao eixo de coordenadoa z, perpendicular ao

plano zy
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Figura 3.31: Cisalhamento na direcao do plano zy

Pode-se também dilatar ou contrair a imagem mantendo seu formato original através da

matriz:

B

I
o o =
o x> o
™ o o

Assim como em R? observe que:

(a) se |k| > 1 afigura dilatard;

(b) se |k| < 1 afigura contraird;

(c) se k < 1 aimagem dilatard e contraird no sentido invertido;

(d) se k = 1 aimagem manterd seu tamanho normal. E a matriz identidade 1.

Na Figura 3.32 veja a dilatacdo e na Figura 3.33 a contracdo.
Agora, se forem usados trés parAmetros diferentes, nomeados por k, v e w, visualizar-se-a
dilatagcdes ou contracdes na dire¢do do eixo dos x ou dos y ou dos z conforme se altere os

valores de k, v e w respectivamente. A matriz abaixo € a responsavel por tal resultado:

A:

o o
o e o
= o o

E importante que ao alterar o valor de um dos parimetros os outros estejam fixados no valor
um (1) para melhor visualizar a dilatagdo em determinado eixo.
A Figura 3.34 ilustrard a dilata¢do na direcdo do eixo dos z para k = 2.

A Figura 3.35 ilustrara a dilata¢do na direcao do eixo dos y para v = 2.
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Yy

Figura 3.32: Dilatacdo quando k£ = 1.5

Z

Figura 3.33: Contragdo quando k£ = 0.5

A Figura 3.36 ilustrard a dilata¢do na direcao do eixo dos z paraw = 1, 5.

3.6 Composicao de Operadores Lineares

A composi¢cao de operadores lineares € similar a composi¢cdo de func¢des estudada no pri-
meiro ano do ensino médio.

Compor duas fungdes ou transformagdes significa aplicar uma em sequéncia da outra, ou
seja, o contra-dominio de uma serd o dominio da outra. Simbolicamente tem-se:

Se T} : R" — R¥ e Ty : R¥ — R™ sio transformagdes lineares, a composicdo de T, com 17,
denotada por 75 o T} (I1é-se "T5 bola T}") € assim definida:
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Figura 3.34: Dilatacdo na dire¢do do eixo dos x

z

Figura 3.35: Dilata¢do na direcao do eixo dos y

(Ty 0 Th)(z)=T5(T(x))

O livro Anton [3] mostra que a composi¢ao de transformagdes lineares também € uma trans-
formacdo linear e mais, conclui que a composicao de transformagdes lineares € o produto de
suas matrizes candnicas na ordem apropriada, portanto, sé haveréd igualdade nas composi¢des
Ty o Ty = Ty o 17 se as suas matrizes comutarem, AB = BA, onde A é a matriz candnica
de Ty e B de T;,. Combinando os dominios e contradominios corretamente é possivel compor

transformacoes e obter resultados variados e interessantes nao encontrados nas operagoes entre
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Figura 3.36: Dilata¢do na direcdo do eixo dos Z

numeros e vetores. Adiante serdo vistas aplicacdes no GeoGebra de composi¢do de matrizes,

tanto em R? como em R3.

3.7 Translacao

Transladar uma imagem significa mudé-la de lugar sem modificar suas caracteristicas. A
translacao nao € uma transformacao linear, pois nao preserva a origem, nao podendo, portanto,

ser escrita na forma matricial:

x a b| |x
1= J onde (z,y) representa os pontos da imagem e (2’,y) os pontos da
) c Y

imagem transladada.

Esse fato dificulta a composi¢do da translagdo com as outras matrizes. Entdo, como faremos
para transladar uma imagem e, a0 mesmo tempo, obter os efeitos obtidos até agora?

A computagdo grafica usa um método elegante para resolver esse problema. Ela enxerga o
espaco de dimensdo 2 imerso no espago de dimensao 3 e o de dimensao 3 imerso no de dimensao
4, com isso, as matrizes de ordem 2 passam a ser de ordem 3 e as de ordem 3 de ordem 4. Esses
novos espacgos sdo chamados de espacos homogéneos. No entanto, como o objetivo principal
desse trabalho € mostrar, a0 mesmo tempo, transformagdes lineares e translacdes em imagens na
tela do aplicativo matematico GeoGebra e esse software s6 permite a construcdo e visualizagdo

de imagens em R? e R3, ou seja, utiliza somente matrizes quadradas de ordem 2 e 3, ndo é

45



possivel o uso desse método nesse aplicativo.

O préximo item mostrard como esse problema foi solucionado.

3.8 Transformacoes lineares e translacoes em 2D no GeoGe-

bra

Sera mostrado agora como as imagens que aparecem nesse trabalho foram obtidas a partir
do aplicativo GeoGebra.

A construgdo da letra F requer conhecimento de algumas ferramentas: criacdo de pontos,
poligonos, matrizes, controles deslizantes, entre outros. No primeiro capitulo ja foram descritas
algumas.

Ao clicarmos no icone do GeoGebra, abrir-se-4 a tela principal, entdo clica-se em
depois em . Dessa forma, o programa estard pronto para o inicio da construcgao.

Os passos seguintes descrevem como se obtém a construcao:

1. Criacdo de sete controles deslizante: seis do tipo "Ndmero"e um do tipo "Angulo".

Quatro controles servirdo como elementos da matriz responsavel pelas deformacdes: re-
flexdes, dilatacdes, contracdes, compressdes, expansdes e cisalhamentos; dois como ele-
mentos para o ponto que serd usado para a translagio. O controle do tipo "Angulo"serd
usado para criar a matriz responsdvel pela rotagdo. A nomeac¢do segue a ordem alfabé-
tica, mas poderd ser alterada, caso seja necessario, portanto, os controles criados serdo:

a,b,c,d,e, fea.

2. Construcao das matrizes
Na caixa de escreve-se: M = {{a,b},{c,d}} para criar a matriz responsdvel
pelas deformagdes ja citadas e R = {{cos(«), sin(«)}, {—sin(«), cos(a)}} para criar a
matriz responsavel pela rotacdo. O simbolo « € encontrado no lado direito da caixa de

[Entradal,

Antes de continuar, uma observagdo: 0s pontos servirdo apenas como referéncia, nio

precisando aparecer, para isso, basta clicar na bolinha azul ao lado de sua localiza¢cdo na

Janela de Algebra | e eles sumirdo da ’Janela de Visualizag¢do| Isso pode ser feito com

qualquer objeto.

3. Translagdo: criagdo do ponto 7'.
E digitado na caixa de , T = (e, f). Onde e e f sdo controles deslizantes.

As coodenadas desse ponto serdo somadas as coordenadas dos demais pontos para causar
a translagdo.
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4. Criagdo da letra F fixa

Nas imagens aparecem sempre duas letras F, uma na cor marrom, que € a fixa, e outra na
cor azul, que sofre as transformacdes e translagdes. Ambas tem 10 vértices. Os pontos,
vértices da letra F fixa, sdo construidos na seguinte ordem e valores: A = (0,0), B =
(0,4),C =(3,4),D=(3,3), E=(1,3), F = (1,2),G=(2,2), H=(2,1), I = (1,1)
e J = (1,0). Agora, para aparecer a letra F, clica-se no comando , representado
por um tridngulo na barra de ferramentas, em seguida, nos pontos construidos acima, na
ordem: ABC D E F G H I J A. Pronto, letra fixa estd construida.

O préximo passo descreve a construcdo da segunda letra, chamada de letra F transfor-
mada.
5. Criagdo letra F transformada

Para essa construgdo, usa-se as matrizes M, R, os vértices da letra anterior e o ponto 7.
Aqui os vértices e o ponto 7' sdo vistos pelo aplicativo como vetores coluna e ficam na

cor preta. Veja o exemplo da criagdo do vértice representado pela letra K:

K=M R-A+T,

o [a b] . [ cos(a)  sen (a)] .

¢ d| |—sen(a) cos(a)

Os demais vértices ficam assim:

e L=M-R-B+T,;
e N=M-R-C+T,;
e O=M-R-D+T;,
e P—M-R-E+T;
e )Q=M-R-F+T,
e S=M-R-G+T;,
e U=M-R-H+T,;
o V=M-R-1+T,;
e W=M-R-J+T;

As letras M, R e T foram omitidas porque elas ja nomeiam outras construgdes e o Geo-

Gebra segue a ordem alfabética.
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Agora, para aparecer a letra F, clica-se no comando , em seguida, nos pontos
construidos acima, naordem: K L N O P Q S U V W K. Pronto, letra F transformada

estd construida e pode ser visualizada em (https://www.geogebra.org/m/uuqchdt4).

Para muda-la para a cor azul, clica-se como o lado direito do mouse sobre a imagem,

depois em | propriedades |, seguido de [cor|.

Para tirar a malha e/ou os eixos coordenados, clica-se na tela com o lado direito do mouse,

depois em \ malha \ e/ou \ Eixos \

A Figura 3.37 € uma sugestdo de organizacdo dos caracteres para fins didaticos. As
palavras, translagdes, efeitos e rotagao, assim como a matriz sao feitas usando o comando
, como explicado no capitulo 1. Dessa forma, a0 se movimentar os parametros,
¢ possivel a visualizacdo na tela de como fica a matriz, deixando clara a funcdo de cada

controle deslizante e o efeito na imagem causado por ele.

~ ast Efeitos b=0
Translagoes ® ®
e=0 c=0 d=1
® @ ®
=0
L
_ ([ a b\ _ 10
tl M= ( c d ) - ( 01 )
Rotagao

a=360"

Figura 3.37: Poligono F

A construgd@o da letra F € uma oportunidade do professor e aluno explorarem mais o assunto
Transformagdes Lineares e o software GeoGebra.
H4 outra forma de mostrar aos alunos o resultado das transformacdes aplicadas a uma ima-

gem em 2D. Os procedimentos sdo os seguintes:
1. Constréi-se os pontos A = (0,0), B = (4,0) e C' = (0,4);
2. Agora, constrdi-se os pontos D, F/ e F' assim:

e D=M-R-A+T,;
e =M -R-B+T;
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o '=M-R-C+T;

3. Baixa-se uma imagem da internet;

4. No GeoGebra, no comando seguido do comando | Inserir Imagem de

0 arquivo baixado anteriormente para abri-lo;

5. Clica-se com o lado direito do mouse sobre a imagem aberta, depois em | propriedades |,

na sequéncia em | posicdo | Aparecerd os comandos: Canto 1, Canto 2 e Canto 4 e suas

, procura-se

posi¢cdes na imagem. Altera-se essas posicoes para D, E e I’ respectivamente. Vide

Figura 3.38
Translagoes
e=02 =
rado .
f?0.0S Profissionalem E feitos
® Matemtica
a=0.95 b=0
® L
c=-0.01 d=1.1
_(a b\ _ 0.95 0
M_(c d)_<—001 11)
Rotagao

a=0°

Figura 3.38: Imagem salva da internet

Pronto, a imagem estd vinculada aos controles de translagcdo e deformagdes e pode ser visu-
alizada e manipulada em (https://www.geogebra.org/m/pbatxd65).

3.9 Transformacoes lineares e translacoes em 3D no GeoGe-

bra

Agora serd mostrado como construir a letra F tridimensional. A metodologia usada anterior-
mente pode ser usada aqui também, porém, outra forma de construcao serd usada.

Os passos sdo os seguintes:

1. Criacdo de 15 controles deslizantes: doze do tipo "Nimero"e trés do tipo "Angulo".
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Nove servirdo como elementos da matriz responsavel pelas deformacgdes; trés para as
translacdes nas diregdes x, y e z; os do tipo "Angulo”servirdo para a constru¢io das ma-
trizes responsdveis pelas rotacdes nos eixos dos z,y e z. As nomeagdes sugeridas pelo
Geogebra sdo: a,b,c,d,e, f,g,h, 1,5, k, l,a, B e\

. Constru¢do das matrizes

A matriz M = {{a,b,c},{d,e, f}},{g, h,i}} serd a responsdvel pelas deformacdes.

No caso das rotacdes, serdo feitas composi¢des das matrizes de rotacdo nos eixos coor-
denados obtend-se assim, a matriz R:

R=R, R, R,
cosae —sina 0 cosae 0 —sinaw 1 0 0
R=|sina cosa O0Of - 0 1 0 - [0 cosa —sina
0 0 1 sinaa 0 cosa 0 sina cosa

Essas matrizes, R, R, R,, correspondem as matrizes A, B e C' vistas na se¢do 3.4.

. Translag@o: construcio do ponto 7.

Digita-se na caixa de |Entrada |, 7' = (j, k.1). Onde 7, k e [ sdo controles deslizantes.

. Construgdo dos vetores u, v € w

Serdo construidos a partir dos vetores candnicos (1,0, 0), (0,1,0) e (0,0, 1) e das matrizes

M e R, ficando assim:

e u=RxM=x(1,0,0)
e v=RxM=x(0,1,0)
e w=RxM=x(0,0,1)

. Construgdo dos vértices

Exatamente aqui reside a diferenca entre o método usado na construcao da letra F bidi-
mensional e o que serd usado agora. A letra F tridimensional possuira 20 vértices, porém,
somente em 4 deles serdo aplicados os efeitos, rotagcdes e translacdes e, a partir deles,

usando também os vetores construidos no item anterior, serao construidos os outros 16.

Esses quatro vértices A, B, C' e D serao construidos usando também os seguintes pontos:
(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) e (0,0,4), ficando, portanto, assim:

e A=R-M-(0,0,0)+ 7T
e B=R-M-(1,0,0)+T
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e C=R-M-(0,1,0)+T
e D=R-M-(0,0,4)+T

6. Construcdo dos 16 vértices:

e =B+4w
e '=FE+u
e G=F+w
e H=F+w
o | =H+w
o J=1+2u
e L=J+4w

Antes da construcdo dos demais vértices, usa-se o comando na seguinte seqlien-
cia ABFEFGHIJL D A, construindo-se, dessa forma, o poligono F bidimensional

sobre o plano que contém os eixos dos z € 2.

Os outros vértices serao:

e N=C+u
e O=N+w
o P=0+u
e )=P+w
e S=0+v
e U=S+w
o V=U+2u
e X =V+4uw
e /=D+w

Usando novamente o comando nasequéncia: C N O PQ SUV X Z C,
constrdi-se outra letra F bidimensional, paralela a anterior.

7. Construcao dos quadrilateros

Finalmente, usando ainda o comando| Poligono | e seguindo as sequéncias abaixo, constroi-
se os quadrilateros que dardo forma a letra F tridimensional. Sao elas:

XLJVX,JVUIJ,UIHSU, HSQGH,QGFPQ
PFEOP,OEBNO, NBACN, ACZDA,DZXLD
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A Figura 3.39 ilustra o resultado final depois das nomeacdes dos controles deslizantes.

Através do endereco eletrOnico:(https://www.geogebra.org/m/jybgyvek) é possivel visuali-

zar e interagir com a construgao.

E feitos
a=1 b=0 £=0
L Ll
d=0 e=1 f=0
®
g=0 h=0 i=1
& &
a b ¢ 1 0 0
M = d e f - ( 0 1 0 )
g h i 0 01
Translacoes ~
=22 & B Rotacoes
[ ]
k=-075 p=0°
[ ]
.|=-0.2 y =342°
® . 0

Figura 3.39: Poligono F tridimensional

Para a constru¢do da letra F em 2D foi usada uma metodologia diferente da usada em 3D,

sugiro ao leitor refazer as construcdes trocando essas metodologias, construindo, inclusive,

outra letra ou namero.
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Consideracoes Finais

Os professores de matematica sao muito cobrados a contextualizar os contetidos expli-
cados e alguns softwares: Winmat, Geo Plan, Winplot, dentre outros, como o préprio GeoGe-
bra, ajudam nessa tarefa, mas para isso, € necessario formacdo, estudo, quebra de paradigmas
do professor e demais envolvidos no processo ensino-aprendizagem. A escola, principalmente a
publica, precisa se adaptar também, oferecendo espacos adequados com computadores e acesso
a internet de qualidade, contribuindo assim, inclusive, na inclusdo social, pois a maioria dos
alunos que 14 estudam ndo tem aparelhos tecnolégicos em casa.

Este trabalho foi planejado pensando em aprofundar a formagao do profissional da matema-
tica na Educacdo Bésica, atendendo assim, ao objetivo do PROFMAT, apesar do assunto explo-
rado pertencer a grade curricular do Ensino Superior. Transformacdo Linear remete a assuntos
importantes do Ensino Fundamental, como plano cartesiano e fun¢do, também a assuntos do
Ensino Médio, como Matrizes, todos podendo ser explorados pelo aplicativo GeoGebra. O uso
deste Software para mostrar os efeitos de uma transforma¢do numa imagem mostra que € possi-
vel tornar as aulas mais atrativas e dindmicas, uma vez que o aluno visualiza a contextualiza¢ao
do conteudo estudado.

E importante destacar que as atividades desenvolvidas, construcdes das letras F bidimensi-
onal e tridimensional, permitem a participagdo ativa do aluno que passa a ser sujeito menos
passivo no processo ensino-aprendizagem, como diz a pensadora matemética, Maria Alice Gra-
vina (1998):

no contexto da Matemdtica, a aprendizagem nesta perspectiva depende de acoes
que caracterizam o “fazer matemdtica”: experimentar, interpretar, visualizar, in-
duzir, conjeturar, abstrair, generalizar e enfim demonstrar. E o aluno agindo, di-
ferentemente de seu papel passivo frente a uma apresentacdo formal do conheci-

mento.
Uma maior participagdao do aluno contribuird também para a diminui¢do da evasio escolar:

Sdo iniimeros os problemas que decorrem da questdo: evasdo escolar; pavor di-
ante da disciplina;, medo e aversdo a escola, dentre outros. Em larga medida, o

problema pode estar atrelado a uma metodologia amplamente adotada nas escolas
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para o ensino em geral e especificamente para o da Matemdtica (VALENTE, 1999,
p. 78).

Destaca-se também que o professor passa a ser mais exigido nesse contexto, por isso, a
academia também precisa se modernizar, pensando numa formacao onde a tecnologia faca parte
da grade curricular dos novos professores, pois ndo basta apenas usar o software, € necessirio

o fazer pedagdgico para que bons resultados sejam alcangados.

[...] a presenca isolada e desarticulada dos computadores na escola ndo é, jamais,
sinal de qualidade de ensino [. . .] (CORTELLA, 1995, p. 34).

Diante do exposto, para estudos futuros sobre o assunto, sugere-se aos leitores continuarem
se aprimorando nas ferramentas oferecidas pelo GeoGebra, usando-o em assuntos diversos da
Educacdo Basica ou no Ensino Superior. Em Algebra Linear, por exemplo, hd o estudo das

Formas Quadraticas: Elipse, hipérbole e pardbola, onde o uso do aplicativo ajudard muito.
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