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Resumo

Este trabalho estuda um modelo para impurezas magnéticas em um material seme-

lhante ao grafeno. A rede tipo grafeno consiste em uma estrutura hexagonal bidimensional

com parâmetros de interação de Hubbard diferentes para cada sub-rede. O modelo de

Anderson é usado como um método simples e bem conhecido para descrever um sistema

com impurezas magnéticas. A função de Green retardada e a equação de movimento são

usadas para encontrar a ocupação média e a condutância adimensional da impureza. Os

valores numéricos da ocupação média e da condutância adimensional são calculados no

limite de baixa energia e temperatura próxima a zero. A ocupação média mostra de-

pendência no valor do ńıvel de energia da impureza e da interação de hibridização entre

a impureza e a rede. O parâmetro de interação de Coulomb da rede não afeta os limites

magnéticos do sistema. A condutância adimensional, também calculada numericamente

no mesmo limite, apresenta valores finitos diferentes de zero dependendo do potencial

qúımico. O gráfico da condutância em função do potencial qúımico mostra picos distintos

localizados na transição dos estados magnético e não magnético.

Palavras-chave: Impurezas magnéticas, Rede tipo grafeno, Modelo de Anderson, Gra-

feno.
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Abstract

This work presents a detailed study of a model Hamiltonian for magnetic impurities on

a graphene-like material. The graphene-like model consists of a honeycomb lattice with

different Hubbard interactions for each sublattice. A simple, but well known method for

describing magnetic impurities on metals, namely the Anderson Model, has been used.

Retarded Green’s function and equation of motion is used to find impurity’s mean occu-

pancy and dimensionless conductance. The numerical values of the mean occupancy and

dimensionless conductance are calculated in the low-energy limit and near zero tempera-

ture. Mean occupancy shows dependencies on the energy of the impurity level and also

the hybridization interaction of the impurity and the lattice. The Coulomb interaction

parameter of the lattice does not affect the magnetic limits of the system. The dimensi-

onless conductance, also calculated numerically at the same limit, presents non-zero finite

values depending on the chemical potential. The graph of conductance as a function of

the chemical potential shows distinct spikes located at the transition of magnetic and

non-magnetic states.

Key-Words: Magnetic impurities, Graphene-like lattice, Anderson model, Graphene.
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anos de tunelamento HTL e HTR que descrevem o tunelamento de elétrons
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3.12 Média de ocupação de elétrons com spin up e down na impureza para

⟨nbk⃗σ⟩ constante igual a 0.5 e: (a) ϵf/D = Ub/D = 0.029, V/D = 0.14

e Uf/D = 0.029 (linha cheia), Uf/D = 0.043 (linha tracejada), Uf/D =

0.057 (linha pontilhada); (b) Uf/D = Ub/D = 0.029, V/D = 0.14 e ϵf/D =

0.029 (linha cheia), ϵf/D = 0.043 (linha tracejada), ϵf/D = 0.057 (linha

pontilhada); (c) ϵf/D = Ub/D = Uf/D = 0.029 e V/D = 0.114 (linha

cheia), V/D = 0.129 (linha tracejada), V/D = 0.143 (linha pontilhada);

(d) ϵf/D = Uf/D = 0.029, V/D = 0.14 e Ub/D = 0.014 (linha cheia),

Ub/D = 0.029 (linha tracejada), Ub/D = 0.036 (linha pontilhada). . . . . . 59

xi



Sumário

1 Introdução 1
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Caṕıtulo 1

Introdução

O grafeno é, de uma maneira simplificada, um material composto unicamente por

átomos de carbono que se organizam em um plano de modo que originam uma estrutura

hexagonal como mostra a Fig. 1.1. Esse material possui ótimas propriedades elétricas,

mecânicas e térmicas [9, 3, 10] e a origem dessas propriedades f́ısicas está fundamental-

mente ligada a sua estrutura.

Figura 1.1: Estrutura bidimensional hexagonal do grafeno, também chamada de rede favo de mel. Os
átomos de carbono estão representados pelas esferas verdes.

O grafeno é um dos alótropos do carbono assim como o diamante, grafite, fulerenos,

nanotubos de carbono, etc. Esses materiais se diferenciam pela forma em que os átomos se

organizam, ou seja, possuem estruturas diferentes, como pode ser visto na Fig. 1.2. Nessa

figura, pode-se notar que, no diamante os átomos se arranjam em uma rede cristalina do

1



tipo cúbica, enquanto que os outros alótropos ilustrados são variações da rede hexagonal

do grafeno.

Figura 1.2: Estrutura de alguns alótropos do carbono. São eles a) o grafite, b) o diamante, c) o fulereno
e d) o nanotubo de carbono [1].

O grafeno serve como base para a construção de alguns dos alótropos do carbono,

denominados materiais graf́ıticos. A Fig. 1.3 ilustra como a folha de grafeno pode ser

dobrada para construir o fulereno, enrolada para o nanotubo, ou empilhada para o grafite.

Isso mostra que o modelo da rede favo de mel pode ser adaptado para descrever, além do

grafeno, os demais materiais graf́ıticos.

As diferenças nas estruturas dos alótropos do carbono garantem a eles propriedades

extremamente diferentes. O diamante, por exemplo, é um dos materiais mais resistentes

que existem, podendo ser usado em equipamentos que simulam altas pressões, além de

ser um ótimo condutor térmico e mal condutor elétrico. Já o grafite, ao contrário do

diamante, não é tão resistente, é um bom condutor elétrico e nem tão bom condutor

térmico [11].

1.1 Contextualização Histórica

A estrutura do grafite é conhecida desde os primórdios da caracterização de materiais

por difração de raio-x. Portanto, está bem estabelecido que o grafite é formado por várias

camadas de uma estrutura hexagonal. Visto isso, em 1947, Philip R. Wallace calculou a

estrutura de bandas e a condutividade de uma mono-camada de grafite que até então não

foi chamada de grafeno. Wallace usou o grafeno como ponto de partida para calcular a

2



Figura 1.3: Construção das formas graf́ıticas a partir da folha de grafeno. A folha de grafeno pode ser
dobrada para construir o fulereno, enrolada para o nanotubo, ou empilhada para o grafite [2].

estrutura de bandas do grafite [12].

Antes mesmo disso, em 1859, Benjamin Brodie estudou a massa atômica do grafite

[13]. No processo, Brodie aplicou ácidos a dois tipos naturais de grafite. O resultado da

solução foi chamado ácido carbônico. No entanto, o que ele havia observado é, na verdade,

uma suspensão de pequenos cristais de óxido de grafite. Estudos posteriores sugeriram,

através de microscopia de transmissão eletrônica, que os cristais de óxido de grafite nessa

suspensão apresentavam estrutura bidimensional.

O termo grafeno foi cunhado por Hans Peter Boehm et al. para eliminar a ambiguidade

provocada por termos como grafite bidimensional, camada de grafite, folha de grafite, etc

[14]. No artigo, “Nomenclature and terminology of graphite intercalation compounds”,

Boehm descreve regras de nomenclatura de compostos com intercalação de grafite e, para

isso, atribui o nome grafeno a uma única folha de carbono bidimensional.

Vários estudos seguiram na tentativa de encontrar as menores lâminas de grafite

posśıveis. No entanto, a maioria consistia em estudos de imagens e não resultavam em

informações suficientes e assertivas sobre a qualidade das amostras. Outra parcela carac-

terizava amostras com muitas camadas de grafeno, o que não resultava nas propriedades

que se esperava de uma rede bidimensional de carbono. Até que, em 2004, Konstantin

3



S. Novoselov, Andre K. Geim et al. fizeram medidas do efeito de campos elétricos em

amostras de alta qualidade de filmes graf́ıticos que chegavam a ter uma única camada de

grafeno [9]. Essas medidas resultaram em caracteŕısticas previstas teoricamente para a

rede bidimensional hexagonal de carbono, como uma alta mobilidade dos portadores de

carga. Esses resultados corroboram a confirmação da qualidade do material estudado.

Posteriormente, em 2005, Novolelov e Geim publicaram um artigo que reportou a

obtenção de cristais puramente bidimensionais estáveis obtidos através de clivagem mi-

cromecânica. Esses e outros trabalhos renderam a esses dois pesquisadores o prêmio Nobel

de F́ısica de 2010 “por experimentos inovadores a respeito do material bidimensional gra-

feno”. O trabalho de 2004 [9] mostrou resultados que abriram os olhos da comunidade

cient́ıfica para as caracteŕısticas únicas do grafeno e suas posśıveis aplicações em novas

tecnologias.

1.2 Hibridização do carbono

A principal fonte das caracteŕısticas diferentes dos alótropos é a estrutura na qual

os átomos de carbono são arranjados no material. No grafeno, esse arranjo está direta-

mente ligado ao tipo de hibridização dos átomos de carbono. Portanto, é fundamental o

conhecimento dos tipos de hibridização do átomo de carbono.

O átomo de carbono possui seis elétrons distribúıdos nas camadas e nos orbitais

atômicos da seguinte forma: 1s22s22p2. Ele possui quatro elétrons em sua camada de

valência, o que possibilita a formação de até quatro ligações covalentes. Para que isso

ocorra, o átomo sofre hibridização dos orbitais s e p da segunda camada. Essas hibri-

dizações podem ser de três tipos: sp, sp2 e sp3.

A hibridização do tipo sp é gerada pela combinação do orbital 2s com apenas um dos

três orbitais 2p, resultando em dois orbitais h́ıbridos sp e dois orbitais 2p. Esse tipo de

hibridização gera estruturas lineares, onde os orbitais h́ıbridos formam ângulos de 180◦

como na molécula de Acetileno retratada na Fig. 1.4a. Já no tipo sp2, o orbital 2s e dois

orbitais 2p se combinam para gerar três orbitais h́ıbridos sp2 e um orbital 2p. Os orbitais

h́ıbridos sp2 formam ângulos de 120◦ resultando estruturas planas como na molécula de

Etileno ilustrada na Fig. 1.4b. Por fim, na hibridização do tipo sp3, o orbital 2s e três

orbitais 2p se combinam para produzir quatro orbitais h́ıbridos sp3. O ângulo entre esses

4



orbitais é de 109◦ o que resulta em estruturas tetraédricas como na molécula de Metano

exibida na Fig. 1.4c.

(a) Acetileno (b) Etileno (c) Metano

Figura 1.4: Hidrocarbonetos, onde os átomos de carbono e hidrogênio são representados pelas esferas
cinzas e brancas, respectivamente. (a) Acetileno de estrutura linear com ângulos de 180◦ entre as ligações.
(b) Etileno de estrutura plana com ângulos de 120◦ entre as ligações. (c) Metano de estrutura tetraédrica
com ângulos de 109◦ entre as ligações.

Com isso fica expĺıcita o motivo da diferença entre as estruturas dos alótropos do

carbono. No grafeno, portanto, os átomos sofrem hibridização do tipo sp2 e se organizam

em uma rede hexagonal formando ângulos de 120◦ entre suas ligações.

1.3 Propriedades e aplicações

O grafeno é um material que tem se destacado nos últimos tempos por suas ótimas

propriedades de transporte eletrônico, como alta mobilidade e capacidade de condução de

corrente. Graças a suas propriedades únicas, o grafeno tem alto potencial tecnológico e

um amplo espectro de aplicações como em eletrônica, optoeletrônica , armazenamento de

dados, super-capacitores, células solares, etc [15, 16].

Em relação às propriedades elétricas, o grafeno é um semicondutor de gap nulo, ou

seja, a banda de condução e a banda de valência se tocam. Ele apresenta um efeito de

campo elétrico ambipolar, ou seja, apresenta respostas na condutividade e resistividade

tanto pra voltagens gate negativas (em que a energia de Fermi corta a banda de valência

e a condução é dada por buracos) quanto para positivas (em que a energia de Fermi

corta a banda de condução e a condução é dada por elétrons) representado na Fig. 1.5.

Também possui alta mobilidade dos portadores com experimentos relatando valores de

até 2 000 000 cm2V−1 s−1 [17] e concentrações de portadores de até 1× 1013 cm−2 [9].

Além das crescentes descobertas experimentais, o grafeno puro apresenta propriedades

muito interessantes do ponto de vista teórico. Uma dessas caracteŕısticas é a possibili-
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Figura 1.5: Efeito ambipolar em uma mono-camada de grafeno. Os cones duplos na figura representam
a dependência linear das bandas de energia próximo aos pontos de Dirac, onde EF é o ńıvel de Fermi e
Vg é a voltagem gate. A resistividade ρ diminui rapidamente tanto para voltagens negativas, onde EF

corta a banda de valência e a condução é dada por buracos, quanto para voltagens positivas onde EF

corta a banda de condução e a condução é dada por elétrons. As cores azul e laranja nos cones de Dirac
representam as partes ocupada e desocupada das bandas de energia, respectivamente [2].

dade de descrever elétrons como férmions de Dirac sem massa. Esse fenômeno surge nas

proximidades dos pontos onde as bandas de energia se tocam, chamados de pontos de

Dirac [18, 9]. Nesses pontos a energia apresenta um comportamento linear com o módulo

do momento E(k⃗) = ±vfk assim como o de uma part́ıcula relativ́ıstica sem massa, onde

vf é a velocidade de Fermi.

O grafeno também apresenta ótimas propriedades térmicas podendo superar a condu-

ção de calor de nanotubos de carbono, com valores de condutividade térmica em tem-

peratura ambiente entre (4,84± 0,44)× 103Wm−1K−1 e (5,30± 0,48)× 103Wm−1K−1

[10].

O grafeno apresenta boas caracteŕısticas mecânicas já que dos átomos de carbono

formam ligações covalentes σ entre os orbitais h́ıbridos sp2. Experimentos realizados

com técnicas de microscopia de força atômica em monocamadas de grafeno apresentam

valores resistência a tração de 45Nm−1 e módulo de Young de 1,0TPa [3]. Nesse trabalho,

a mono-camada de grafeno foi depositada em um substrato de siĺıcio que possúıa poços

circulares. A ponta do microscópio de força atômica foi usada para causar estresse no

grafeno, conforme ilustra a Fig. 1.6.
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Figura 1.6: Ponta do microscópio de força atômica causando estresse em uma mono-camada de grafeno
depositada sobre um subtrato de siĺıcio com poços circulares com diâmetros de 1 e 1,5 µm e profundidade
de 0,5 µm [3].

Por essas e outras propriedades únicas, o grafeno é visto como um material promissor

no campo tecnológico. Por ser um semicondutor considerado bidimensional com espessura

de ordens de grandeza atômicas, ele é visto como um posśıvel caminho para a produção de

transistores em escalas cada vez menores como foi mencionado no trabalho de Novoselov

e Geim de 2004 [9].

Devido a caracteŕısticas como flexibilidade, transparência, e boas propriedades de

elétricas, o grafeno pode ser usado como eletrodo de células fotovoltaicas. Um estudo

de 2010 comparou eletrodos de óxido de ı́ndio-estanho (geralmente utilizados em células

fotovoltaicas orgânicas) a eletrodos de grafeno e concluiu que o grafeno apresenta todas

as carateŕısticas necessárias (flexibilidade, transparência, resistência de folha, etc) para

substituir o óxido de ı́ndio-estanho nessas aplicações [19].

Além disso dispositivos de grafeno podem ser aplicados em sensores de gás [20], sen-

sores biológicos, substrato para medidas de espectrometria de massa, administração de

medicamentos [21], etc. No mais, com o avanço nas pesquisas sobre esse material, espera-

se que novas tecnologias sejam descobertas.

1.4 Śıntese do grafeno

A śıntese de amostras maiores e mais puras o posśıvel nasce do interesse nas propri-

edades singulares e posśıveis aplicações do grafeno. Para esse fim são propostas várias

técnicas de śıntese que consistem em métodos f́ısicos ou qúımicos como, por exemplo,

exfoliação mecânica, decomposição térmica de SiC, deposição qúımica em estado vapor,

dentre outras. Abaixo serão discutidos brevemente os métodos citados.

O método de exfoliação mecânica, por exemplo, fornece amostras extremamente pe-

quenas, porém de alta qualidade, ou seja, com o mı́nimo de defeitos e impurezas na rede.
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Esse método ficou famoso pelo artigo de Novoselov e Geim de 2004 e por usar uma fita

adesiva para extrair flocos de grafite de uma amostra de grafite piroĺıtico altamente ori-

entado. A fita adesiva foi aplicada sucessivas vezes ao grafite até que sobrassem flocos

de poucas camadas de grafeno. As análises de efeito de campo elétrico confirmam a alta

qualidade das camadas de grafeno obtidas.

Esse mesmo método foi usado por Novoselov et al., em 2005, para encontrar mono-

camadas de grafite e outros materiais compostos por camadas bidimensionais [22]. No

trabalho de Novoselov foram sintetizadas monocamadas de grafite, BN , MoS2, NbSe2 e

Bi2Sr2CaCu2Ox.

Uma substância semelhante grafeno pode ser sintetizada através de redução de óxido

de grafite. O óxido de grafite possui uma estrutura semelhante à do grafite, porém com

camadas de carbono apresentando vários grupos contendo oxigênio. Isso faz com que

a distância entre as camadas seja significativamente maior no óxido de grafite, além de

tornar as camadas hidrof́ılicas. Portanto, é posśıvel separar essas camadas por sonicação

em meio aquoso formando assim o óxido de grafeno. O óxido de grafeno pode ser reduzido

por processos térmicos [23, 24] ou qúımicos [25]. O resultado é um material semelhante

ao grafeno, porém com imperfeições na rede causadas pela redução, denominado óxido de

grafeno reduzido.

Outro processo de redução envolve a decomposição térmica de Carbeto de Siĺıcio

(SiC). Esse processo consiste em aquecer uma superf́ıcie de SiC em ultra alto vácuo

até que o siĺıcio sublime e resulte em um crescimento epitaxial de camadas de grafeno.

Esse processo se mostrou capaz de produzir amostras com uma a três camadas com

caracteŕısticas de transporte ideais para aplicação em dispositivos eletrônicos [26].

O crescimento de grafeno pode ser alcançado também por meio de deposição qúımica a

partir de fase vapor (Chemical Vapor Deposition ou CVD) sobre um substrato metálico. O

processo consiste em provocar uma reação qúımica entre um reagente gasoso (geralmente

baseado em hidrocarbonetos) e uma superf́ıcie metálica que serve como catalisadora e

substrato para produzir um filme de grafeno. Essa reação qúımica pode ser provocada

por meio de calor, luz ou descarga elétrica [27]. O tipo de reagente, o tempo de crescimento

e o tipo de substrato são parâmetros que afetam a quantidade de camadas depostas.

Comparando os métodos de śıntese, o CVD com substrato de cobre é o que resulta em

maiores amostras de grafeno [28]. Um trabalho publicado em 2010 reportou a śıntese por
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CVD em folhas de cobre e a transferência do grafeno para um substrato de polietileno

tereftalato (PET) [4]. O método usado conseguiu produzir filmes de, predominantemente,

monocamadas de grafeno com um tamanho de mais de 30 polegadas de diagonal como

pode ser visto na Fig. 1.7.

Figura 1.7: Multicamadas de grafeno de 30 polegadas de diagonal sobre uma folha de PET. As multica-
madas foram transferidas para o substrato, uma camada por vez [4].

Embora seja um método eficiente para produção em larga escala, a qualidade do

grafeno sintetizado por CVD ainda é inferior a de amostras sintetizadas por exfoliação

mecânica. Mesmo assim, ainda apresenta propriedades f́ısicas ideais para aplicações em

eletrodos flex́ıveis e transparentes, por exemplo.

1.5 Materiais bidimensionais

A descoberta das propriedades únicas do grafeno impulsionou os estudos sobre mate-

riais que, assim como o grafite, são compostos por camadas ligadas por forças de Van der

Waals. A partir deles surgiram novos materiais com estruturas bidimensionais, entre eles

estão, dicalcogenetos de metais de transição (como MoS2, WS2, MoSe2, WSe2), alguns

óxidos de metais de transição (como MoO3 e La2CuO4) e o nitreto de boro hexagonal

(h-BN) [29].

Desses, o nitreto de boro hexagonal se destaca por ter camadas com uma estrutura

semelhante a do grafeno. Nessas camadas, os átomos de boro e nitrogênio se ligam por

meio de orbitais hibridizados do tipo sp2 e se organizam em uma rede hexagonal. No

entanto, diferente do grafeno, as mono-camadas de h-BN são semicondutores wide-gap

onde o gap entre a banda de condução e a banda de valência é alto, com um valor de

5,971 eV [30].

Cristais bidimensionais também podem ser obtidos a partir de materiais em que as
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camadas que o formam interagem mais intensamente através de ligações iônicas ou co-

valente. O óxido de zinco (ZnO) é um desses materiais. Ele é formado por camadas

hexagonais que interagem através de ligação covalente entre orbitais hibridizados do tipo

sp3. Um estudo mostrou evidências de que filmes de duas camadas de ZnO crescidos em

prata formam estruturas hexagonais semelhantes a estrutura do h-BN [31]. Outro estudo

reporta o crescimento epitaxial controlado de uma monocamada hexagonal de ZnO sobre

o grafeno [32].

No que diz respeito aos cristais bidimensionais compostos por um único tipo de átomo,

vale citar o siliceno e o germaneno. Eles apresentam estrutura hexagonal, porém, diferente

do grafeno, essa estrutura não é totalmente plana. Os átomos se organizam em “zig-zag”

na direção perpendicular ao plano. Esse comportamento foi previsto teoricamente por

cálculos de primeiros prinćıpios em 1994 [33]. Um estudo posterior mostrou que a rede

cristalina desses materiais é estável para um certo grau de distorção da rede hexagonal [34].

Além disso foi reportado, no mesmo trabalho, que a estrutura de bandas é semelhante a do

grafeno onde há pontos em que a dispersão de energia é linear e os elétrons se comportam

como férmions de Dirac sem massa.

1.6 Impurezas no Grafeno

As impurezas em um metal ou semicondutor são responsáveis por mudanças drásticas

em suas propriedades elétricas. Semicondutores com impurezas, por exemplo, tem sua

densidade de portadores de carga alterada. Dependendo do tipo de impureza pode haver

maior densidade de portadores de carga negativa, onde a condutividade é controlada por

elétrons, ou maior densidade de portadores de carga positiva, onde a condutividade é

controlada por buracos. Além disso, cristais metálicos dopados de metais de transição

podem apresentar propriedade como magnetismo, supercondutividade, efeito Kondo, etc.

No grafeno a dopagem também afeta as caracteŕısticas elétricas, tanto que esse fenôme-

no pode ser usado para detecção de adsorção de uma única molécula de gás em sua

superf́ıcie. Em um estudo, F. Schedin et al. [35] mostrou que moléculas adsorvidas mudam

a concentração local de portadores de carga no grafeno o que gera mudanças gradativas na

resistência para cada molécula deposta. Assim, podem ser criados dispositivos capazes de

detectar o evento em que uma molécula se prende ou desprende da superf́ıcie do grafeno.
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Por outro lado, quando dopado com metais de transição, é observado o surgimento de

momentos magnéticos localizados. No trabalho de M. Mandé et al. [36], além de outras

caracteŕısticas f́ısicas, essa propriedade foi verificada por cálculos de primeiros prinćıpios

para todos os metais de transição 3d, 4d e 5d.

A influencia de impurezas no grafeno pode ser explicada, assim como nos metais, tanto

através de teoria de espalhamento, como por correlações descritas pelo modelo de Ander-

son, onde essas bordagens revelam efeitos que não são vistos em metais [37]. A descrição

de Anderson, por exemplo, consegue explicar as condições para a formação de momen-

tos magnéticos localizados, e o grafeno apresenta condições diferentes das dos metais, ou

seja, impurezas que não seriam magnéticas nos metais podem apresentar magnetização

no grafeno [8].

Além disso o grafeno apresenta a vantagem de ser bidimensional o que facilita o con-

trole da deposição de impurezas. Ao mesmo tempo, não é uma tarefa simples produzir

materiais sem defeitos ou impurezas em suas redes principalmente em produções de grande

escala. Portanto, é essencial o estudo dos fundamentos de impurezas nos materiais.

1.7 Motivação e Objetivo

Como foi visto, grafeno é um semicondutor de gap nulo, no entanto, para aplicações

em transistores a ausência de gap faz com que, mesmo em temperatura ambiente, os

efeitos térmicos atrapalhem as propriedades de transporte. Um trabalho, desenvolvido

por H. O. Frota e J. M. Monteiro, relatou um aumento do gap do grafeno quando deposto

em um substrato bidimensional “tipo grafeno” [38]. Nesse trabalho, foi proposto um

substrato hexagonal descrito pelo hamiltoniano de tight binding do grafeno adicionado de

um termo de repulsão coulombiana intra-śıtio para cada sub-rede, onde os parâmetros da

interação coulombiana são Ua e Ub para a sub-rede A e B, respectivamente. Observou-se

que quando Ua ̸= Ub surge uma quebra de simetria elétron buraco, ou seja, a banda de

condução e a banda de valência não são simétricas como é visto na descrição de tight

binding de primeiros vizinhos do grafeno. Os resultados mostram que, para Ub = 0, o gap

entre as bandas aumenta em função do valor de Ua e depende também da razão t⊥/t∥,

onde t⊥ é o parâmetro de hopping entre o substrato e o grafeno e t∥ é o parâmetro de de

hopping entre os primeiros vizinhos de cada monocamada. O modelo desse substrato é
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descrito de forma detalhada na tese de doutorado de J. M. Monteiro [39].

Inspirado nesse modelo de substrato, o presente trabalho propõe um modelo para ana-

lisar a formação de momentos magnéticos em impurezas adsorvidas na rede tipo grafeno

com interações de Hubbard locais. O modelo base utilizado para descrever as impure-

zas foi desenvolvido por Philip Warren Andeson em 1961 no artigo “Localized Magnetic

States in Metals” [40]. Nesse trabalho, Anderson propôs um hamiltoniano simplificado

para determinar as condições necessárias para a formação de momento magnético nas

impurezas.

Trabalhos posteriores usaram esse método como base para descrever impurezas no

grafeno [8, 41]. Neles, as interações com o grafeno se mostram importantes para definir a

formação de momentos magnéticos localizados. Um artigo mais recente utilizou o modelo

de Anderson para descrever duas impurezas adsorvidas em sub-redes diferentes do grafeno

para calcular a taxa de tunelamento entre esses elas [42].

Visto isso, esse trabalho propõe um hamiltoniano que combina a descrição de uma

rede tipo grafeno [38, 39] ao modelo de impurezas de Anderson [40], além de analisar a

formação de momentos magnéticos em impurezas adsorvidas em uma rede tipo grafeno.

Além do mais, a condutância da impureza será calculada para esse modelo.

1.8 Organização do Trabalho

O segundo caṕıtulo trata sobre os modelos e técnicas matemáticas usados para descre-

ver o sistema proposto e para calcular a média de ocupação e a condutância. O caṕıtulo

inicia com uma descrição da rede hexagonal do grafeno e de seu hamiltoniano de tight

binding, além de calcular suas bandas de energia. Segue-se com o modelo de Hubbard de

repulsão coulombiana entre elétrons do mesmo śıtio da rede [43, 44, 45], e a aproximação

de campo médio dessa interação coulombiana. Logo após, o modelo de Anderson para im-

purezas magnéticas é apresentado [40]. Depois, a condutância adimensional é calculada,

através da aproximação de Kubo, para o hamiltoniano de um sistema de ponto quântico

com interação de Hubbard. Em seguida, o método das funções de Green e da equação

de movimento é demonstrado. Por fim, um teorema para funções de Green retardadas é

apresentado para facilitar o cálculo da parte imaginária de determinadas funções.

No terceiro caṕıtulo são expostos os modelos da rede tipo grafeno e de impureza
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magnética na rede tipo grafeno, assim como a metodologia usada para encontrar as gran-

dezas f́ısicas escolhidas. Nesse caṕıtulo serão calculados os números de ocupação dos

elétrons em cada sub-rede por meio do método de função de Green retardada e da equação

de movimento de operadores, e serão apresentados seus valores calculados numericamente.

Em seguida, para o modelo de impureza na rede tipo grafeno, o hamiltoniano será resol-

vido por funções de Green retardadas e equações de movimento para encontrar a média

do número de ocupação e a condutância na impureza. Os valores serão calculados por

um algoŕıtimo autoconsistente e apresentados em função do potencial qúımico para vários

parâmetros diferentes do sistema, com o objetivo de analisar as condições necessárias para

a formação de momento magnético e sua relação com a condutância.
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Caṕıtulo 2

Contextualização Teórica e Métodos

Matemáticos

Neste caṕıtulo são descritos os modelos e técnicas matemáticas usados no trabalho.

Primeiro é apresentado o modelo de tight binding e as bandas de energia do grafeno na

aproximação de primeiros vizinhos. A interação intra śıtio de Hubbard e a aproximação

de campo médio dessa interação são descritas. Segue-se com a descrição do modelo de

Anderson para impurezas, utilizando também a aproximação de campo médio no termo

de interação de Hubbard. Logo após, é deduzida a equação da condutância adimensional

de um ponto quântico descrito pelo modelo de Anderson, onde a condutância é calculada

através da fórmula de Kubo. O caṕıtulo continua com a descrição das funções de Green

e do método da equação de movimento usados para calcular as grandezas do modelo

proposto. Por fim, é apresentado um teorema que auxilia o cálculo da parte imaginária

de funções de Green retardadas e, consequentemente, a função espectral e a média do

número de ocupação.

2.1 Modelo de Tight Binding do Grafeno

Em 1947 utilizou-se pela primeira vez a aproximação de tight binding [46] para des-

crever as caracteŕısticas elétricas do grafeno. No artigo intitulado “The Band Theory of

Graphite” [12], Philip R. Wallace usou esse método para descrever a estrutura de bandas

e as zonas de Brillouin do grafite cristalino. Como primeira aproximação, Wallace consi-

derou que as camadas do grafite (grafeno) não interagiam entre si e a condução ocorria
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somente no interior de cada uma delas, portanto, foi constrúıdo o hamiltoniano de tight

binding, calculadas as bandas de energia e a condutividade do grafeno como etapa inter-

mediária no cálculo das bandas do grafite. Para descrever o hamiltoniano de tight binding

do grafeno primeiro é necessário caracterizar sua rede cristalina.

2.1.1 Rede Cristalina do Grafeno

O grafeno é um material composto unicamente por átomos de carbono. Nele os átomos

de carbono encontram-se hibridizados na forma sp2, onde os orbitais s, px e py são com-

binados para formar três orbitais h́ıbridos enquanto o orbital pz permanece inalterado e

perpendicular aos outros orbitais como mostra a Fig. 2.1. Os orbitais sp2 são coplanares

e estão separados por ângulos de 120◦ o que gera a estrutura hexagonal do grafeno. Os

átomos de carbono se unem por ligações covalentes σ formadas entre os orbitais sp2 e

ligações covalentes π formadas entre os orbitais pz.

Figura 2.1: Os orbitais 2s, 2px e 2py se combinam para formar os orbitais 2sp2 e o orbital 2pz não muda.
Adaptado de [5].

As ligações π são mais fracas por conta da orientação dos dos orbitais pz e os elétrons

desses orbitais estão fracamente ligados ao núcleo, o que facilita a movimentação des-

ses elétrons pela rede. Pode-se dizer, por aproximação, que os elétrons dos orbitais pz

descrevem todas as caracteŕısticas elétricas da rede.

A rede do grafeno, também chamada de favo de mel, não possui todas as simetrias

de uma rede de Bravais, mas é composta por duas sub-redes triangulares sobrepostas e

rotacionadas 180◦ uma em relação a outra como pode ser visto na Fig. 2.2. Nessa figura os

átomos azuis são marcados como sub-rede A e os verdes como sub-rede B. Considerando-

se uma base diatômica, a estrutura cristalina resultante adquire todas as simetrias de uma
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rede de Bravais triangular. Um exemplo de base diatômica está representado na Fig. 2.2

como os dois átomos ligados por uma linha vermelha pontilhada.

y

x

A

B

~a1

~a 2

~δ1

~δ2

~δ3

Figura 2.2: Estrutura de favo de mel do grafeno, onde a base da rede cristalina são os átomos ligados
pela linha pontilhada vermelha. Átomos verdes pertencem a sub-rede A e átomos azuis pertencem a
sub-rede B. Os vetores δ⃗ são relativos aos primeiros vizinhos dos átomos da sub-rede A e os vetores a⃗
são os vetores primitivos da rede [6].

Qualquer ponto de uma rede de Bravais pode ser localizado por um vetor que seja

combinação linear de dois vetores primitivos. Os vetores primitivos da rede triangular em

questão podem ser escritos como:

a⃗1 =
√
3ax̂ (2.1a)

a⃗2 =
√
3a

(
1

2
x̂+

√
3

2
ŷ

)
, (2.1b)

onde a é a distância entre os átomos de carbono mais próximos e vale, aproximadamente,

1,42 Å [47].

Dado ponto da sub-rede A, os vetores δ⃗1, δ⃗2 e δ⃗3 localizam seus vizinhos mais próximos.

Os vetores relativos a um ponto da sub-rede A podem ser escritos como:

δ⃗1 = aŷ, (2.2a)

δ⃗2 =
a

2

(√
3x̂− ŷ

)
, (2.2b)

δ⃗3 = −a
2

(√
3x̂+ ŷ

)
. (2.2c)
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O mesmo pode ser feito com pontos da sub-rede B e chega-se aos vetores relativos

−δ⃗1, −δ⃗2 e −δ⃗3.
A descrição da rede no espaço rećıproco também é necessária para esse trabalho.

São utilizadas as equações convencionais [46] para encontrar os vetores primitivos da

rede rećıproca. Quando aplicadas aos vetores da rede direta (Eqs. (2.1a) e (2.1b)) essas

equações resultam em:

b⃗1 = 2π
a⃗2 × ẑ

(⃗a1 × a⃗2) · ẑ
=

4π

3a

(√
3

2
x̂− 1

2
ŷ

)
(2.3a)

b⃗2 = 2π
ẑ × a⃗1

(⃗a1 × a⃗2) · ẑ
=

4π

3a
ŷ. (2.3b)

Assim como na rede direta, a rede rećıproca é constrúıda a partir de translações do

tipo:

G⃗ = h⃗b1 + k⃗b2, (2.4)

onde h e k são números inteiros arbitrários. Dessa maneira, a rede rećıproca assume

a forma descrita na Fig. 2.3. A primeira zona de Brillouin está ilustrada como a linha

tracejada vermelha na figura.

ky

kx

~ b
2

~b
1

Figura 2.3: Rede rećıproca da rede triangular. Os vetores b⃗ são os vetores primitivos da rede rećıproca.
A linha tracejada vermelha é o contorno da primeira zona de Brillouin [6].

Assim são descritas a rede direta e a rede rećıproca do grafeno que são necessárias na

descrição do Hamiltoniano de tight binding do sistema.
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2.1.2 Hamiltoniano de Tight Binding do Grafeno

Como visto anteriormente, os elétrons do orbital 2pz do carbono podem ser tomados

como os responsáveis pelas caracteŕısticas elétricas do grafeno. Portanto, esse modelo

foca na descrição desses elétrons.

A aproximação de tight binding consiste em considerar que a função de onda cristalina

não é tão diferente da função de onda atômica. Isso é consequência da ideia de que elétron

está fortemente ligado ao núcleo, ou seja, são necessárias apenas algumas correções na

função de onda de um átomo isolado para descrever a rede cristalina como um todo.

Para o grafeno, a função de onda será uma combinação dos orbitais 2pz dos átomos de

carbono isolados. Como os elétrons estão fortemente ligados ao núcleo, basta considerar

as interações com os vizinhos mais próximos.

Partindo do prinćıpio variacional, a função de onda cristalina é escrita como com-

binação linear das funções de onda dos orbitais 2pz do átomo de carbono isolado da

seguinte forma:

ψ = c1ϕA + c2ϕB, (2.5)

onde ϕ são funções de tight binding que satisfazem o teorema de Bloch, descritas para

cada sub-rede. As funções de onda normalizadas são escritas como:

ϕA =
1√
N

∑

A

eik⃗·(r⃗−R⃗A)φ(r⃗ − R⃗A), (2.6a)

ϕB =
1√
N

∑

B

eik⃗·(r⃗−R⃗B)φ(r⃗ − R⃗B), (2.6b)

onde N é o número de śıtios da sub-rede e φ(r⃗− R⃗i) é a autofunção do orbital 2pz de um

átomo de carbono isolado e centrado em R⃗i.

Nesse formalismo a energia é encontrada substituindo a Eq. (2.5) na equação de Sch-

rodinger:

Hψ = Eψ. (2.7)

Um sistema de equações é encontrado se a Eq. (2.7) for multiplicada pelo lado esquerdo

por ϕ∗
A e ϕ∗

B e integrada em seguida. Os orbitais 2pz de cada sub-rede não se sobrepõem,

ou seja,
∫
φ∗(r⃗− R⃗A)φ(r⃗− R⃗B)dr⃗ = 0. Lembrando que as funções ϕ estão normalizadas,
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ou seja,
∫
ϕ∗
AϕAdr⃗ =

∫
ϕ∗
BϕBdr⃗ = 1, esse sistema de equações pode ser escrito como:

(H11 − E)c1 +H12c2 = 0 (2.8a)

H21c1 + (H22 − E)c2 = 0 (2.8b)

A solubilidade do sistema é garantida quando o determinante,

∣∣∣∣∣∣
H11 − E H12

H21 H22 − E

∣∣∣∣∣∣
= 0. (2.9)

Assim, a energia pode ser calculada através do determinante da Eq. (2.9), onde:

H11 =
1

N

∑

A′,A

eik⃗·(R⃗A−R⃗A′ )

∫
φ∗(r⃗ − R⃗A′)Hφ(r⃗ − R⃗A)dr⃗ (2.10a)

H22 =
1

N

∑

B′,B

eik⃗·(R⃗B−R⃗B′ )

∫
φ∗(r⃗ − R⃗B′)Hφ(r⃗ − R⃗B)dr⃗ (2.10b)

H12 = H∗
21 =

1

N

∑

A,B

eik⃗·(R⃗A−R⃗B)

∫
φ∗(r⃗ − R⃗A)Hφ(r⃗ − R⃗B)dr⃗ (2.10c)

As integrais das Eqs. (2.10a) a (2.10c) são chamadas de integrais de hopping definidas

como

tij =

∫
φ∗(r⃗ − R⃗i)Hφ(r⃗ − R⃗j)dr⃗ (2.11)

Esse hamiltoniano é escrito no formalismo de segunda quantização, omitindo interações

entre orbitais mais distantes que segundos vizinhos, da seguinte forma:

H = −t
∑

⟨ij⟩σ

(a†iσbjσ + b†jσaiσ)− t′
∑

⟨⟨ij⟩⟩σ

(a†iσajσ + b†iσbjσ). (2.12)

Os operadores a†iσ e aiσ são os operadores criação e destruição da sub-rede A, respec-

tivamente. Eles criam ou destroem um elétron no i-ésimo śıtio da sub-rede A com spin

σ. Do mesmo modo, b†iσ e biσ representam os operadores criação e destruição da sub-rede

B, respectivamente. O ı́ndice ⟨ij⟩ do primeiro somatório indica que a soma será tomada

somente para os śıtios i e j que sejam primeiros vizinhos. Já o ı́ndice ⟨⟨ij⟩⟩ do segundo

somatório indica que a soma será tomada somente para os śıtios i e j que sejam segundos

vizinhos.
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A constante t é o parâmetro de hopping entre os primeiros vizinhos definido pela

Eq. (2.11), no grafeno essa constante vale t = 2,8 eV [48] e t′ é o parâmetro de hopping

entre os segundos vizinhos que, embora não seja bem conhecido, é menor que t. Um estudo

experimental de capacitância resultou em um valor de aproximadamente t′ = 0,3 eV [49].

O primeiro termo do primeiro somatório representa a transição de um elétron do j-

ésimo átomo da sub-rede B para o i-ésimo primeiro vizinho da sub-rede A, já que a†iσbjσ

destrói um elétron no j-ésimo átomo da sub-rede B e cria um elétron no i-ésimo átomo

da sub-rede A com o mesmo spin. O segundo termo do primeiro somatório representa a

transição de um elétron do i-ésimo átomo da sub-rede A para o j-ésimo primeiro vizinho

da sub-rede B, já que b†jσaiσ destrói um elétron no i-ésimo átomo da sub-rede A e cria um

no j-ésimo átomo da sub-rede B.

Seguindo a mesma lógica, o primeiro (segundo) termo do segundo somatório representa

a transição de um elétron do j-ésimo átomo da sub-rede A (B) para o i-ésimo segundo

vizinho que é um átomo da sub-rede A (B).

Para os objetivos deste trabalho, é suficiente considerar apenas a transição entre os

primeiros vizinhos, ou seja, t′ = 0 assim como os parâmetros de hopping subsequentes.

Portanto,

H = −t
∑

⟨ij⟩σ

(a†iσbjσ + b†jσaiσ), (2.13)

é usado, em primeira aproximação, como o hamiltoniano de tight binding que descreve as

caracteŕısticas elétricas do grafeno.

O hamiltoniano pode ser escrito no espaço dos vetores de onda k⃗ a partir das trans-

formadas de Fourier discretas dos operadores criação de destruição dadas por:

aiσ =
1√
N

∑

k⃗

ak⃗σe
ik⃗·r⃗i (2.14a)

a†iσ =
1√
N

∑

k⃗

a†
k⃗σ
e−ik⃗·r⃗i (2.14b)

biσ =
1√
N

∑

k⃗

bk⃗σe
ik⃗·r⃗i (2.14c)

b†iσ =
1√
N

∑

k⃗

b†
k⃗σ
e−ik⃗·r⃗i (2.14d)
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Realizadas as substituições das Eqs. (2.14a) a (2.14d), a Eq. (2.13) se torna:

H = −t
∑

k⃗σ

[
a†
k⃗σ
b
k⃗σ
Φ(k⃗) + a

k⃗σ
b†
k⃗σ
Φ∗(k⃗)

]
, (2.15)

onde a função Φ(k⃗) é definida como

Φ(k⃗) =
3∑

l=1

eik⃗·δ⃗l = eiaky

[
1 + 2e−i 3

2
aky cos

(√
3

2
akx

)]
, (2.16)

e δ⃗l são os vetores relativos definidos nas Eqs. (2.2a) a (2.2c).

A Eq. (2.15) pode ser escrita em notação matricial como:

H =
∑

k⃗σ

(
â†
k⃗σ

b̂†
k⃗σ

)

 0 −tΦk⃗

−tΦ∗
k⃗

0




 âk⃗σ

b̂k⃗σ


 (2.17)

As autoenergias do sistema são calculadas pela diagonalização da matriz quadrada:

Hk⃗ =


 0 −tΦk⃗

−tΦ∗
k⃗

0


 , (2.18)

e resulta nas seguintes autoenergias:

ε±(k⃗) = ±t|Φ(k⃗)| = ±t

√√√√1 + 4 cos2

(√
3

2
akx

)
+ 4 cos

(√
3

2
akx

)
cos

(
3

2
aky

)
. (2.19)

A equação acima descreve as bandas de energia do grafeno no modelo de tight binding.

A forma das bandas é ilustrada na Fig. 2.4a, onde a banda de condução e a banda de

valência se tocam nos pontos de Dirac, fazendo do grafeno um semicondutor de gap nulo.

Nas proximidade dos pontos de Dirac, como mostra a Fig. 2.4b, a energia tem dependência

linear com o módulo do vetor k⃗ na forma εk = ±vF |⃗k− K⃗|, onde K⃗ é o vetor que localiza

um dos ponto de Dirac e vF = 3at
2

(considerando ℏ = 1) é a velocidade de Fermi.
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Figura 2.4: (a) Bandas de condução e valência do grafeno [6]. As bandas de energia se tocam em
seis pontos do gráfico que coincidem com os vértices da primeira zona de Brillouin. Esses pontos são
denominados pontos de Dirac. (b) As bandas de energia próximo aos pontos de Dirac onde a dispersão
se torna linear .

2.2 Interação de Hubbard e Aproximação de Campo

Médio

O modelo de Hubbard foi proposto no começo da década de 60 por três pesquisa-

dores em estudos independentes. Martin Gutzwiller [43], Junjiro Kanamori [44] e John

Hubbard [45] propuseram um hamiltoniano simplificado, com o objetivo de adicionar o

efeito da correlação dos elétrons à descrição de tight binding dos cristais. Esse modelo foi

proposto, a prinćıpio, com o objetivo de representar os elétrons do orbital 3d de metais

de transição e de terras raras onde os elétrons do caroço mascaram a carga efetiva do

núcleo, e a interação coulombiana entre elétrons do mesmo orbital se torna comparável

à interação coulombiana entre o elétron e o núcleo. Embora simplificada, essa forma de

descrever os sólidos consegue explicar a transição de fase condutor-isolante, comporta-

mentos magnéticos e outras propriedades que não são descritas pelo modelo de elétrons

não interagentes.

O hamiltoniano de Hubbard adiciona a interação coulombiana entre elétrons do mesmo

orbital (e com spins contrários, conforme o prinćıpio de exclusão de Pauli) ao hamiltoniano

de elétrons livres, ou seja:

H =
∑

iσ

ϵic
†
iσciσ + U

∑

i

c†i↑ci↑c
†
i↓ci↓, (2.20)
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onde c†iσ e ciσ são os operadores criação e destruição, c†iσciσ = niσ é o operador número

do estado i com spin σ. O primeiro termo da equação está relacionado à energia cinética

do elétron livre no metal enquanto o segundo termo da equação, denominado termo de

interação de Hubbard, é referente a repulsão coulombiana entre elétrons no i-ésimo śıtio

da rede com spins contrários. A constante U é a energia de repulsão coulombiana definida

por:

U =
e2

4πε0

∫ φ∗
(
r⃗ − R⃗i

)
φ
(
r⃗ − R⃗i

)
φ∗
(
r⃗ ′ − R⃗i

)
φ
(
r⃗ ′ − R⃗i

)

|r⃗ − r⃗ ′| dr⃗dr⃗ ′. (2.21)

O termo de correlação eletrônica torna dif́ıcil resolver exatamente a Eq. (2.20). Para

esse caso a aproximação de campo médio possibilita uma solução aproximada do problema.

2.2.1 Aproximação de Campo Médio

Em certos sistemas com interações complexas, como o descrito acima, uma boa apro-

ximação pode ser obtida através de um tratamento onde as correlações não são adicionadas

por completo. Isso significa considerar apenas o efeito médio das correlações, ou seja, a

interação entre as part́ıculas passa a ser descrita por um campo médio e o problema se

torna um sistema de uma part́ıcula. A teoria de campo médio gera resultados válidos

para vários sistemas f́ısicos como, por exemplo, a descrição do ferromagnetismo obtida

pela aproximação de campo médio do modelo de Heisenberg de interações entre spins [7].

Essa aproximação equivale a considerar que o operador niσ difere do valor médio,

⟨niσ⟩, apenas por um valor pequeno, ∆niσ. Matematicamente, niσ − ⟨niσ⟩ = ∆niσ ou

niσ = ⟨niσ⟩ + ∆niσ. Portanto, o operador do segundo somatório da Eq. (2.20) pode ser

escrito como

ni↑ni↓ = (⟨ni↑⟩+∆ni↑)(⟨ni↓⟩+∆ni↓)

= ∆ni↑∆ni↓ + ⟨ni↑⟩∆ni↓ + ⟨ni↓⟩∆ni↑ + ⟨ni↑⟩⟨ni↓⟩

= ∆ni↑∆ni↓ +
∑

σ

niσ ⟨niσ̄⟩ − ⟨ni↑⟩⟨ni↓⟩
(2.22)

onde σ̄ é o spin oposto ao σ.

O termo ∆ni↑∆ni↓ da Eq. (2.22) pode ser desconsiderado já que ∆niσ é um valor muito

pequeno.
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Pela aproximação de campo médio o hamiltoniano de Hubbard é escrito como:

HMF =
∑

iσ

ϵic
†
iσciσ + U

∑

iσ

niσ ⟨niσ̄⟩ − U
∑

i

⟨ni↑⟩⟨ni↓⟩. (2.23)

O último termo da Eq. (2.23) é uma constante que pode ser desconsiderada no restante

dos cálculos, mas facilmente recuperada. Portanto, a interação coulombiana entre os

elétrons do mesmo śıtio pode ser descrita a partir do valor médio da ocupação de elétrons

com spin contrário.

As autoenergias podem ser calculadas a partir da diagonalização do seguinte hamilto-

niano:

H̄ = HMF + U
∑

i

⟨ni↑⟩⟨ni↓⟩ =
∑

iσ

ϵic
†
iσciσ + U

∑

iσ

niσ ⟨niσ̄⟩ . (2.24)

Esse hamiltoniano, portanto, descreve um modelo simples de elétrons correlacionados

com interações de curto alcance por meio de uma aproximação de campo médio. Em-

bora simples, a interação coulombiana de Hubbard consegue descrever o comportamento

magnético dos materiais, as transições metal-isolante, supercondutividade, etc [50].

2.3 Modelo de Anderson para Impurezas Magnéticas

Há muito tempo se tem conhecimento experimental de que impurezas geram efeitos

consideráveis nas propriedades dos metais. Um efeito em especial é a formação de momen-

tos magnéticos localizados na impureza. Até 1961, as descrições de impurezas nos metais

se baseavam em teoria de espalhamento onde, a impureza era considerada um centro es-

palhador. Embora pudesse explicar o efeito Kondo nos metais [51], esse tratamento era

incapaz de descrever a magnetização que surge a partir de impurezas com fortes efeitos de

correlação eletrônica, como ocorre em metais de transição. Para explicar esse fenômeno,

Anderson propôs um hamiltoniano simplificado que considera, além do ńıvel de energia da

impureza, um termo de hibridização entre a impureza e o metal e a interação coulombiana

entre os elétrons da impureza [40].

O modelo de Anderson consiste em uma impureza adsorvida em um mar de elétrons

livres, como ilustra a Fig. 2.5. A impureza possui apenas um ńıvel degenerado no estado

do spin de energia ϵf , com inclusão de uma energia de interação coulombiana U quando

o estado está duplamente ocupado. Existe uma interação de hibridização, Vk⃗f , entre os
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ńıveis do metal hospedeiro e o ńıvel da impureza. A Fig. 2.5 mostra, para ϵf > 0, como a

ocupação da impureza depende o ńıvel de Fermi µ. De maneira aproximada, o orbital fica

desocupado quando µ < ϵf (Fig. 2.5a) pois os elétrons não possuem energia suficiente para

ocupar o orbital. Somente um elétron ocupa o orbital se ϵf < µ < 2ϵf+U (Fig. 2.5b), pois

a energia dos elétrons está abaixo da energia necessária para ocupar o estado duplamente.

Por fim, para µ > 2ϵf + U o orbital pode ser duplamente ocupado.

ϵk⃗

0

ϵf

2ϵf + U

µ

Vk⃗f

Nı́veis de Energia do Metal Nı́vel de Energia da Impureza

1(a)

ϵk⃗

0

ϵf

2ϵf + U

µ

Vk⃗f

Nı́veis de Energia do Metal Nı́vel de Energia da Impureza

1(b)

ϵk⃗

0

ϵf

2ϵf + U

µ

Vk⃗f

Nı́veis de Energia do Metal Nı́vel de Energia da Impureza

1(c)

Figura 2.5: Modelo de Anderson para impurezas em um metal. Os ńıveis de energia ocupados do metal
aparecem em cinza, onde µ é o ńıvel de Fermi. A interação de hibridização entre os ńıveis do metal
e o ńıvel da impureza é representada pelo parâmetro Vk⃗f . O ńıvel de energia da impureza apresenta

possibilidade de três estados: a) desocupado com energia 0, b) singularmente ocupado com energia ϵf ou
c) duplamente ocupado com energia 2ϵf +U . O estado da impureza depende do valor de µ por conta da
hibridização.

O hamiltoniano do sistema é escrito como:

H = Hlat +HU +Hf +HV . (2.25)

O primeiro termo é um hamiltoniano de elétrons livres do metal hospedeiro, Hlat, dado
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por:

Hlat =
∑

k⃗σ

ϵk⃗c
†
k⃗σ
ck⃗σ, (2.26)

onde ϵk⃗ é a energia dos elétrons livres, c†
k⃗σ

e ck⃗σ são os operadores criação e destruição

dos elétrons no metal, respectivamente.

O segundo termo, HU , trata da repulsão coulombiana entre elétrons de spin contrário

na impureza, escrito como:

HU = Ufnf↑nf↓, (2.27)

onde Uf é a energia coulombiana de repulsão entre os elétrons na impureza semelhante à

Eq. (2.21) e nfσ = f †
σfσ é o operador número, onde f †

σ e fσ são os operadores criação e

destruição do estado da impureza, respectivamente.

Como primeira aproximação, pode-se realizar uma aproximação de campo médio do

termo nf↑nf↓ como foi descrito anteriormente:

H̄U = Uf

∑

σ

nfσ⟨nfσ̄⟩ (2.28)

A parte cinética dos elétrons da impureza é representada pelo operador Hf , definido

como:

Hf =
∑

σ

ϵff
†
σfσ, (2.29)

em que ϵf é a energia do elétron da impureza.

Por fim, HV é representa a hibridização entre os orbitais do metal e o orbital da

impureza e pode ser escrito como

HV =
∑

k⃗σ

Vk⃗f√
N
(f †

σck⃗σ + c†
k⃗σ
fσ), (2.30)

onde Vk⃗f é o parâmetro da interação de hibridização entre o estado k⃗ do metal e o estado

da impureza (por simplicidade, esse valor é definido como constante no decorrer dos

cálculos, ou seja, Vk⃗f = V é independente do estado) e N é o número de pontos da rede.

O termo de hibridização permite que os elétrons do metal hospedeiro possam interagir

com o estado da impureza por um ganho de energia descrito pelo termo de Hubbard HU ,

assim como permite que o elétron da impureza interaja com o mar de elétrons do metal.

Essas interações permitem que os números médios de ocupação de spins contrários da
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impureza não sejam necessariamente iguais, possibilitando então a formação de momento

magnético.

A formação de momentos magnéticos fica diretamente ligada aos parâmetros U , V ,

assim como ao ńıvel de energia da impureza ϵf e à superf́ıcie de Fermi do metal. Um

caso limite, em que V é muito pequeno e U é muito grande, permite uma compreensão

dos mecanismos que geram a magnetização. Por simplicidade considera-se a a energia da

impureza ϵf abaixo do ńıvel de Fermi e ϵf + U acima. Nesse caso, um elétron com spin

arbitrário cai no ńıvel de energia da impureza já que está abaixo do ńıvel de Fermi. Agora

devido à interação de Coulomb descrita por H̄U a energia do outro elétron da impureza

será ϵf + U , o que impossibilita a ocupação do ńıvel, pois está acima do ńıvel de Fermi.

Assim, ocorrem casos em que há uma mudança no spin da impureza e o efeito médio

desses processos faz com que ⟨nf↑⟩ ≠ ⟨nf↓⟩ ≠ 1/2 e, portanto, haja magnetização.

2.4 Condutância de um Ponto Quântico

A equação da condutância de Kubo para um sistema de ponto quântico será usada

para descrever a condutância adimensional de uma impureza adsorvida na rede tipo gra-

feno. O hamiltoniano de um ponto quântico (com interação de Hubbard) acoplado a dois

eletrodos metálicos se resume, por uma simples rotação, ao hamiltoniano de Anderson

para impurezas em metais, como será demonstrado em breve. O cálculo da condutância

permitirá, posteriormente, analisar as condições necessárias para magnetização da impu-

reza.

Para calcular a condutância de um ponto quântico será usado um sistema que consiste

em um material (ponto quântico) ligado a dois eletrodos metálicos conforme ilustra a

Fig. 2.6. Nesse sistema os eletrodos podem ser considerados como sistemas de elétrons

não interagentes enquanto no ponto quântico pode existir uma interação entre os elétrons.

Neste trabalho a interação será dada pela repulsão coulombiana como a interação de

Hubbard e o hamiltoniano do ponto quântico será idêntico ao hamiltoniano da impureza

do modelo de Anderson. Os eletrodos se conectam ao ponto por meio de hamiltonianos

de tunelamento, assim, o sistema é descrito por:

H = HL +HR +HTR +HTL +HD (2.31)
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Figura 2.6: Esquema de um ponto quântico onde VL é a tensão do eletrodo esquerdo e VR é a tensão do
eletrodo direito. O sistema é conectado pelos hamiltonianos de tunelamento HTL e HTR que descrevem
o tunelamento de elétrons entre o eletrodo esquerdo e o ponto e entre o eletrodo direito e o ponto,
respectivamente. Além disso é aplicada uma tensão de gate usada para mudar o potencial eletrostático
do ponto quântico. Adaptado de [7].

onde HL e HR são os hamiltonianos que descrevem o eletrodo esquerdo e direito

respectivamente, e são escritos como:

HL =
∑

νσ

ϵνc
†
νLσ

cνLσ, (2.32a)

HR =
∑

νσ

ϵνc
†
νRσcνRσ, (2.32b)

onde c†νL(R)σ
e cνL(R)σ são os operadores criação e destruição de elétrons do eletrodo es-

querdo (direito) no estado ν e spin σ, e ϵν é a energia no estado ν considerada igual para

ambos eletrodos com intuito de simplificar o sistema.

HTL e HTR descrevem o tunelamento de elétrons entre o eletrodo esquerdo e o ponto

e entre o eletrodo direito e o ponto respectivamente, escritos como:

HTL =
∑

νσ

(
tLc

†
νL
fσ + t∗Lf

†
σcνL

)
, (2.33a)

HTR =
∑

νσ

(
tRc

†
νR
fσ + t∗Rf

†
σcνR

)
, (2.33b)

onde f †
σ e fσ são os operadores criação e destruição de elétrons do ponto quântico com

spin σ e tL(R) é o parâmetro de tunelamento entre o eletrodo esquerdo (direito) e o ponto

quântico considerado independente do estado ν e do spin visando simplificar o problema.

Como foi dito, o hamiltoniano do ponto quântico, HD, tem uma parte que descreve

a energia cinética do elétron e outra que descreve a interação coulombiana de repulsão
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entre elétrons do ponto, escrito como:

HD =
∑

σ

ϵdf
†
σfσ + Und↓nd↑, (2.34)

onde ndσ = f †
σfσ é o operador número do ponto com spin σ e U é o parâmetro de repulsão

coulombiana definido na Eq. (2.21).

Através de uma simples rotação no espaço dos operadores L e R dada por:


 cνeσ

cνoσ


 =

1√
|tL|2 + |tR|2


 t∗L t∗R

−tR tL




 cνLσ

cνRσ


 , (2.35)

onde cνeσ e cνoσ são os operadores rotacionados, os hamiltonianos do sistema se tornam:

HLR = HL +HR =
∑

ν

(
c†νeσ c†νoσ

)

 ϵν 0

0 ϵν




 cνeσ

cνoσ


 (2.36)

e

HT = HTL +HTR =
∑

νσ

√
|tL|2 + |tR|2

(
c†νeσfσ + f †

σcνeσ
)
. (2.37)

Essa rotação faz com que o hamiltoniano de tunelamento passe a depender apenas de

um operador rotacionado e se resume ao modelo de Anderson para impurezas.

Para calcular a condutância, G, será usada a fórmula de Kubo escrita no espaço das

frequências como [7]:

G = lim
ω→0

ie2

ω
CR

II(ω), (2.38)

onde e é a carga do elétron e CR
II é a função retardada de correlação corrente-corrente

definida através do operador corrente I por meio da equação:

CR
II(t− t′) = −iθ(t− t′)⟨[I(t), I(t′)]⟩ (2.39)

Para o sistema em consideração o operador corrente, I, pode ser escrito como com-

binação linear dos operadores corrente IL e IR dos eletrodos esquerdo e direito respecti-

vamente. O operador corrente por definição é a derivada temporal do operador número,

ou seja:

IL(R) = ∂tnL(R)σ (2.40)
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A derivada do operador número pode ser obtida através da equação de movimento

Eq. (2.53) e com isso os operadores corrente são escritos como:

IL = i
∑

ν

(
tLc

†
νLσ

fσ − t∗Lf
†
σcνLσ

)
, (2.41a)

IR = i
∑

ν

(
tRc

†
νRσfσ − t∗Rf

†
σcνRσ

)
(2.41b)

O operador corrente I pode ser é equivalente ao operador IL ou ao operador IR ou a

uma combinação linear desses dois operadores. Uma combinação conveniente é:

I =
|tR|2

|tL|2 + |tR|2
IL +

|tL|2

|tL|2 + |tR|2
IR (2.42)

De posse das Eqs. (2.39) e (2.42) a condutância pode ser calculada pela Eq. (2.38), e

após extensas manipulações [7] pode ser escrita no domı́nio das frequências como (reto-

mando ℏ):

G =
2πe2ρ

ℏ
|tL|2|tR|2

|tL|2 + |tR|2
∑

σ

∫
dω

(
−∂nF(ω)

∂ω

)
A(fσ, ω), (2.43)

onde ρ é a densidade de estados e nF (ω) é a distribuição de Fermi-Dirac no espaço das

frequências, definida como:

nF (ω) =
1

e(ω−µ)β + 1
, (2.44)

onde µ é o potencial qúımico, β = 1
KBT

,KB é a constante de Boltzmann e T a temperatura.

A condutância adimensional é escrita como:

G

G0

=
∑

σ

∫ (
−∂nF(ω)

∂ω

)
A(fσ, ω)dω, (2.45)

onde G0 = 2πe2ρ
ℏ

|tL|2|tR|2
|tL|2+|tR|2 é uma constante, com dimensão de condutância, relacionada

aos parâmetros de tunelamento e à densidade de estados. Esse resultado é extremamente

útil pois mostra que a condutância só depende da função espectral do ponto quântico. A

Eq. (2.45) será utilizada como aproximação para calcular o comportamento qualitativo

da condutância de uma impureza do modelo de Anderson.
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2.5 Funções de Green

O método de funções de Green foi concebido por George Green em 1828 em seu

principal trabalho “An essay on the application of mathematical analysis to the theories

of electricity and magnetism” [52]. Nele, Green deriva o teorema de Green e o aplica, com

uso de funções de Green, à problemas de eletrostática. É atribúıdo a Willian Thompson

(Lord Kelvin) o redescobrimento do trabalho de Green, sua republicação entre 1850 e

1854 e, consequentemente, sua divulgação no meio acadêmico [53]. Para determinadas

condições iniciais como, por exemplo, um tempo t0 inicial, funções de Green descrevem

a evolução do sistema para um tempo t′ como resposta a um “impulso” de um operador

diferencial linear no tempo t0. O efeito cont́ınuo do operador pode ser tratado como uma

sequência de impulsos, assim, a evolução do sistema é dada a partir da soma do efeito de

todos os impulsos entre t0 e t.

De modo geral as funções de Green são ferramentas poderosas que proporcionam

uma maneira prática e, em certos casos, mais eficiente de resolver equações que envolvem

operadores diferenciais complexos. Para funções de Green “clássicas”, o método de solução

consiste em associar uma função G(r⃗− r⃗ ′) a um operador Lr⃗, tal que a seguinte equação

seja satisfeita:

Lr⃗G(r⃗ − r⃗ ′) = δ(r⃗ − r⃗ ′). (2.46)

Dada uma equação em que o operador Lr⃗ opera em uma função qualquer ψ(r⃗) resul-

tando em uma função conhecida ϕ(r⃗), isto é:

Lr⃗ψ(r⃗) = φ(r⃗), (2.47)

a função ψ(r⃗) é calculada através de:

ψ(r⃗) = ψ0(r⃗) +

∫
dr⃗ ′G(r⃗ − r⃗ ′)φ(r⃗ ′), (2.48)

onde ψ0(r⃗) é uma função tal que Lr⃗ψ0(r⃗) = 0.

Se Lr⃗ for aplicado em ambos os lados da Eq. (2.48), obtém-se a Eq. (2.47), compro-

vando assim a relação. E portanto, ψ(r⃗) é encontrada através de G(r⃗ − r⃗ ′) que por sua

vez pode ser encontrado pela Eq. (2.46). Assim, o método se torna conveniente quando a

solução da Eq. (2.46) é mais simples que solução da Eq. (2.47).
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Em sistemas de muitos corpos, o método das funções de Green segue o mesmo prinćıpi-

o, onde é associada uma função de Green a um operador do sistema. Existem várias

maneiras diferentes de se definir uma função de Green de uma part́ıcula em um sistema

de muitos corpos [54]. Um exemplo é a função de Green retardadas GR definida, na base

|⃗k⟩, como [7]

GR(k⃗σt, k⃗′σ′t′) = −iθ(t− t′)

〈[
ak⃗σ(t), a

†
k⃗′σ′(t

′)
]
B,F

〉
, (2.49)

onde σ representa o spin, θ é a função degrau de Heaviside, ak⃗σ(t) = eiHtak⃗σe
−iHt é o

operador destruição na representação de Heisenberg (as contas são feitas considerando

ℏ = 1 a não ser que se diga o contrário). Os ı́ndices B e F do colchete [..., ...]B,F são

referentes a Bósons ou Férmions, e indicam que o colchete representará um comutador

ou um anti-comutador, respectivamente. O bracket ⟨...⟩ indica a média no ensamble

determinado.

A função da Eq. (2.49) também é chamada de propagadora, pois ela retorna a ampli-

tude de probabilidade de uma part́ıcula, que está no estado k⃗′ em um tempo t′, propagar

para o estado k⃗ em um tempo t. A função retardada recebe esse nome, pois trata casos

onde t > t′. Embora não possuam todas as informações contidas na função de onda, as

funções de Green ainda carregam parte dessas informações e podem ser usadas para des-

crever algumas propriedades do sistema. A função de Green retardada será usada, pois

está relacionada com a função espectral do sistema de acordo com a seguinte equação no

espaço das frequências[7]:

A(k⃗σ, t, t′) = −2ImGR(k⃗, ω). (2.50)

A função espectral, por sua vez, carrega informação de várias grandezas relevantes do

sistema. Um exemplo é o número médio de ocupação dado por

⟨nak⃗σ⟩ =
1

2π

∫
A(k⃗σ, ω)nF (ω) = − 1

π

∫
ImGR(k⃗, ω)nF (ω), (2.51)

onde nF é a distribuição de Fermi-Dirac definida na Eq. (2.44).

Desse modo as funções de Green retardadas são usadas para calcular as propriedades

relevantes ao modelo proposto pelo presente trabalho.
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2.5.1 Equação de movimento

O método da equação de movimento consiste no seguinte procedimento. Deriva-se a

Eq. (2.49) em relação a t para obter:

i∂tG
R(k⃗, σt, σ′t′) =δ(t− t′)

〈[
ak⃗σ(t), a

†
k⃗σ′(t

′)
]
B,F

〉

− iθ(t− t′)
〈[
i∂tak⃗σ, ak⃗σ′(t

′)†
]
B,F

〉 (2.52)

A derivada do operador ak⃗σ(t) em relação ao tempo é obtida através da equação de

movimento do operador, dada por,

i∂tak⃗σ = −[H, ak⃗σ], (2.53)

Assim a equação Eq. (2.52) pode ser desenvolvida com aux́ılio das regras de comutação

e anti-comutação (no caso de férmions) dos operadores envolvidos na Eq. (2.53). Para

isso, é importante lembrar das relações de anti-comutação dos operadores fermiônicos:

{ck, dk′} = 0, {c†k, d†k′} = 0, {ck, d†k′} = 0, {ck, c†k′} = δk,k′ . (2.54)

O comutador da Eq. (2.53) pode resultar em um operador diferente de ak⃗σ e quando

substitúıdo na Eq. (2.52) surge na equação uma nova função de Green. Esse método

é repetido para o restante dos operadores envolvidos até que se tenha um conjunto de

equações acopladas que quando resolvidas retornam a função GR(k⃗, σt, σ′t′) desejada.

O processo será melhor exemplificado no próximo caṕıtulo para a função de Green do

hamiltoniano da rede tipo grafeno.

2.6 Teorema para funções retardadas de Green

A função espectral e a média do número de ocupação dependem de uma integral da

parte imaginária da função de Green como pode ser visto nas Eqs. (2.50) e (2.51). Essa

tarefa pode ser muito árdua para certas funções. Tendo isso em vista, Joziano R. de M.

Monteiro propôs, em sua tese de doutorado [39], um teorema que facilita esse cálculo para

funções de Green que obedecem determinadas relações.

Esse teorema será de grande ajuda no cálculo do número médio de ocupação e da
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função espectral para modelo proposto pelo presente trabalho. Aqui ele será descrito da

maneira como foi concebido.

Teorema 2.6.1 Seja GR(pν , ω) ∈ C a função de Green retardada diagonal no estado ν,

associada ao operador p, escrita no domı́nio da frequência como:

GR(pν , ω) =
Λ1(pν , ω) + iηΛ2(pν , ω)

Λ3(pν , ω) + iηΛ4(pν , ω)
(2.55)

com Λ4(pν , ω) ̸= 0, de modo que

Λ2(pν , ω) =
d

dω
Λ1(pν , ω) (2.56a)

Λ4(pν , ω) =
d

dω
Λ3(pν , ω) (2.56b)

onde i é a unidade imaginária, η é um número infinitesimal e Λj(pν , ω) ∈ ℜ são funções

diferenciáveis, com j = {1, 2, 3, 4}.
Sejam ωl = {ω1, . . . , ωN} as ráızes de Λ3(pν , ω) = 0.

Se Λ4 (pν , ωl) ̸= 0, então a parte imaginária, a função espectral e o número de ocupação

associados a GR(pν , ω) ficam determinados, respectivamente, por:

ImGR(pν , ω) = −πΛ1(pν , ω)

Λ4(pν , ω)

∑

l

δ (ω − ωl) , (2.57a)

A(pν , ω) = 2π
Λ1(pν , ω)

Λ4(pν , ω)

∑

l

δ (ω − ωl) , (2.57b)

⟨npν⟩ =
∑

l

nF (ωl)
Λ1 (pν , ωl)

Λ4 (pν , ωl)
, (2.57c)

onde nF (ωl) é a função de Fermi-Dirac.

Assim, as Eqs. (2.57a) a (2.57c) facilitam o cálculo da parte imaginária da função de

Green e, consequentemente, da função espectral e o número médio de ocupação, contanto

que sejam satisfeitas as condições (2.56).
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Caṕıtulo 3

Impureza na Rede Tipo Grafeno

Impurezas são responsáveis por mudar as propriedades f́ısicas de um material, em

especial, átomos de metais de transição podem promover, em determinadas condições,

formação de momentos magnéticos localizados quando adsorvidos em metais e até mesmo

no grafeno [40, 8]. Visto isso, um modelo de impurezas magnéticas em uma rede tipo

grafeno é descrito para que as condições de formação de momento magnético sejam ana-

lisadas.

Primeiramente, a rede tipo grafeno é apresentada e as bandas de energia e o número

médio de ocupação de cada sub-rede são calculados. A ocupação é encontrada pelo método

das funções de Green e da equação de movimento, descritos no caṕıtulo anterior. Em se-

guida será apresentado o hamiltoniano proposto de impurezas magnéticas adsorvidas na

rede tipo grafeno, onde o procedimento a ser tomado resume-se em utilizar o modelo de

Anderson de impurezas em metais [40] e interação de Hubbard [45, 43, 44] aplicados à

rede tipo grafeno descrita. A partir desse modelo serão utilizadas as equações de Green

retardadas, definidas anteriormente, para encontrar a função espectral. Esta, por sua vez,

contém várias informações relevantes do sistema, como a média de ocupação de elétrons

com spin up e down. A média de ocupações será calculada através de um algoŕıtimo auto-

consistente e assim pode ser confirmada a formação de momentos magnéticos localizados.

Por fim, será calculada a condutância adimensional segundo a aproximação de Kubo para

um sistema de ponto quântico, descrita no caṕıtulo anterior. Os valores serão calculados

numericamente e apresentados em função do potencial qúımico.
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3.1 Rede Tipo Grafeno

A interação coulombiana de Hubbard entre elétrons do mesmo orbital mostra-se muito

relevante na descrição das propriedades da rede favo de mel do grafeno [55]. Um estudo

teórico mostrou, usando simulação de Monte Carlo quântica, a influência do valor de U

na transição entre semi-metal e isolante da rede hexagonal bidimensional semiocupada em

temperatura nula [56]. O valor da interação coulombiana efetiva para o grafeno foi obtido

através de cálculos de primeiros prinćıpios em um estudo de 2011 [57]. Nesse estudo, de

T. O. Wehling et al., foram calculados os valores da interação coulombiana entre elétrons

do mesmo śıtio, de primeiros, segundos e terceiros vizinhos. O valor calculado da repulsão

coulombiana local efetiva é de U = 9,3 eV.

A interação de Hubbard também é usada para descrever a rede favo de mel heterogênea,

onde as interações são diferentes para cada sub-rede e há uma quebra de simetria. Um

estudo de teoria do funcional de densidade (DFT) mostrou que as interações de Hubbard

são responsáveis por aumentar o gap das bandas de energia do g-ZnO (ZnO bidimensional

com rede hexagonal tipo grafeno) [58].

A rede tipo grafeno, apresentada neste trabalho, leva em consideração a interação

de Hubbard local com parâmetros diferentes para cada sub-rede. O modelo em questão

foi usado por Joziano R. M. Monteiro e Hidemberg O. Frota, no artigo que motivou o

presente trabalho [38] e na tese de doutorado de Joziano R. M. Monteiro [39] onde a

rede tipo grafeno é analisada em detalhe. O modelo citado consiste em adicionar ao

hamiltoniano de tight binding do grafeno [12], o termo de interação de Hubbard [45]. Os

procedimentos desta, e das demais seções relacionadas, são baseados na metodologia de

dois dos estudos citados [38, 39].

3.1.1 Hamiltoniano da Rede Tipo Grafeno

Com intuito de incluir a interação coulombiana entre os elétrons do mesmo estado

na descrição do sistema, pode-se adicionar a interação de Hubbard (o segundo termo da

Eq. (2.20)) ao hamiltoniano de tight binding do grafeno (Eq. (2.12)) e resulta em:

H = −t
∑

⟨ij⟩σ

(a†iσbjσ + b†jσaiσ) + Ua

∑

i

nai↑nai↓ + Ub

∑

i

nbi↑nbi↓ (3.1)
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onde naiσ e nbiσ são os operadores número do i-ésimo śıtio da sub-rede A e B respectiva-

mente e σ é o spin.

De posse do hamiltoniano do sistema pode-se encontrar as autoenergias, para isso a

Eq. (3.1) é escrita no espaço dos vetores k⃗ por meio das transformações descritas nas

Eqs. (2.14a) a (2.14d), e se torna:

H = −t
∑

k⃗σ

[
a†
k⃗σ
b
k⃗σ
Φ(k⃗) + a

k⃗σ
b†
k⃗σ
Φ∗(k⃗)

]
+ Ua

∑

k⃗

n
ak⃗↑nak⃗↓ + Ub

∑

k⃗

n
bk⃗↑nbk⃗↓, (3.2)

onde a função Φ(k⃗) é definida pela Eq. (2.16).

A aproximação de campo médio acima é escrita, conforme a Eq. (2.24), da seguinte

forma:

H̄ = −t
∑

k⃗σ

[
a†
k⃗σ
b
k⃗σ
Φ(k⃗) + a

k⃗σ
b†
k⃗σ
Φ∗(k⃗)

]
+ Ua

∑

k⃗σ

n
ak⃗σ

〈
nak⃗σ̄

〉
+ Ub

∑

k⃗σ

n
bk⃗σ

〈
nbk⃗σ̄

〉
. (3.3)

No grafeno as constantes Ua e Ub tem o mesmo valor, já que as sub-redes são idênticas.

No entanto, na rede tipo grafeno proposta, esses termos são diferentes e fazem com que essa

simetria seja quebrada. Desse modo a Eq. (3.3) descreve uma rede hexagonal semelhante

a do grafeno, porém com termos distintos de interação coulombiana na aproximação de

campo médio.

O hamiltoniano da Eq. (3.3) pode ser escrito como um produto de matrizes, da seguinte

forma

H̄ =
∑

k⃗σ

(
a†
k⃗σ

b†
k⃗σ

)

 Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
−tΦk⃗

−tΦ∗
k⃗

Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉




 ak⃗σ

bk⃗σ


 (3.4)

Essa descrição é extremamente útil, pois as autoenergias são encontradas ao diagona-

lizar a seguinte matriz:

Hk⃗σ =


 Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
−tΦk⃗

−tΦ∗
k⃗

Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉


 . (3.5)

Os autovalores são encontrados a partir das ráızes do determinante:

∣∣∣∣∣∣
Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− ε −tΦk⃗

−tΦ∗
k⃗

Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
− ε

∣∣∣∣∣∣
= 0, (3.6)
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o que resulta nos valores de energia:

ε±σ (k⃗) =
1

2

[
Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
+ Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉]
± 1

2

√[
Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉]2
+ 4t2

∣∣Φk⃗

∣∣2. (3.7)

A equação acima descreve a relação de dispersão da rede tipo grafeno. Diferente da

descrição da Eq. (2.19), a energia passa a depender dos parâmetros Ua e Ub assim como

da média do número de ocupação de cada sub-rede. Quando Ua = Ub = 0, a equação

descreve a relação de dispersão do modelo de tight binding do grafeno onde ε±(k⃗) = ±|tΦk⃗|
(2.19). Quando Ua = Ub = U a rede é homogênea e pode descrever o grafeno, nesse caso

as ocupações devem ser iguais e constantes, em virtude da simetria da rede. A energia

se torna ε±σ (k⃗) = U ⟨n⟩ ± t
∣∣Φk⃗

∣∣ e se diferencia do modelo de tight binding apenas por

um deslocamento equivalente à constante de interação coulombiana, U⟨n⟩. Nos pontos

de Dirac, o valor de t|Φk⃗| = 0 e a energia depende apenas dos parâmetros Ua, Ub e do

comportamento de ⟨nbk⃗σ⟩ e ⟨nak⃗σ⟩ nesses valores de k⃗. Para calcular as autoenergias, são

necessários os valores de ⟨nbk⃗σ⟩ e ⟨nak⃗σ⟩ que, por sua vez, são encontrados pela Eq. (2.51)

a partir da função de Green retardada dos operadores ak⃗σ e bk⃗σ.

3.1.2 Funções de Green do Hamiltoniano da Rede Tipo Grafeno

As médias do número de ocupação das sub-redes são encontradas a partir da função de

Green retardada conforme é definido na Eq. (2.51). A técnica da equação de movimento

e o Teorema 2.6.1, descritos no caṕıtulo anterior, serão usados para calcular a parte

imaginária da função de Green do sistema, e, consequentemente, as ocupações médias de

cada sub-rede.

As funções de Green retardadas dos operadores de cada sub-rede são definidas para o

hamiltoniano da Eq. (3.3) conforme a definição da Eq. (2.49), o que resulta ems:

GR
(
ak⃗σ, t− t′

)
= −iθ (t− t′)

〈{
akσ(t), a

†
kσ (t

′)
}〉

(3.8a)

GR
(
bk⃗σ, t− t′

)
= −iθ (t− t′)

〈{
bkσ(t), b

†
kσ (t

′)
}〉

. (3.8b)
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Como descrito anteriormente, deriva-se a Eq. (3.8a) para encontrar:

i∂tG
R
(
ak⃗σ, t− t′

)
= δ (t− t′)

〈{
ak⃗σ(t), a

†
k⃗σ

(t′)
}〉

− iθ (t− t′)
〈{

i∂tak⃗σ(t), a
†
k⃗σ

(t′)
}〉

= δ (t− t′)− iθ (t− t′)
〈{

−
[
H̄, ak⃗σ

]
, a†

k⃗σ
(t′)
}〉

(3.9)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (3.9) só apresenta valores não nulos quando

t = t′. Nesse caso o anti-comutador vale
{
ak⃗σ(t), a

†
k⃗σ
(t)
}
= 1, devido às relações de anti-

comutação de operadores fermiônicos (2.54). No segundo termo, a derivada temporal do

operador é calculada pela equação de movimento conforme a Eq. (2.53).

Usando o hamiltoniano da Eq. (3.2), pode-se calcular o comutador da Eq. (3.9):

[
H̄, ak⃗σ

]
=− t

∑

k⃗′σ′

Φk⃗′

[
a†
k⃗′σ′bk⃗′σ′ , ak⃗σ

]
− t
∑

k⃗′σ′

Φ∗
k⃗′

[
b†
k⃗′σ′ak⃗′σ′ , ak⃗σ

]

+
∑

k⃗′σ′

Ua

〈
nak⃗′σ

〉 [
a†
k⃗′σ′ak⃗′σ′ , ak⃗σ

]
+
∑

k⃗′σ′

Ub

〈
nbk⃗′σ

〉 [
b†
k⃗′σ′bk⃗′σ′ , ak⃗σ

] (3.10)

Os comutadores da Eq. (3.10) são desenvolvidos novamente com o aux́ılio das relações

de anti-comutação (2.54), o que resulta em:

[
a†
k⃗′σ′bk⃗′σ′ , ak⃗σ

]
= −δk⃗k⃗′δσσ′bk⃗′σ′

[
b†
k⃗′σ′ak⃗′σ′ , ak⃗σ

]
= 0

[
a†
k⃗′σ′ak⃗′σ′ , ak⃗σ

]
= −δk⃗k⃗′δσσ′ak⃗′σ′

[
b†
k⃗′σ′bk⃗′σ′ , ak⃗σ

]
= 0

(3.11)

Os valores acima são substitúıdos na Eq. (3.10) para encontrar:

[
H̄, ak⃗σ

]
= tΦk⃗bk⃗σ − Ua

〈
nak⃗σ

〉
ak⃗σ (3.12)

Com esse valor, a Eq. (3.9) pode ser escrita como:

i∂tG
R
(
ak⃗σ, t− t′

)
=δ (t− t′)− tΦk⃗

[
−iθ (t− t′)

〈{
bk⃗σ(t), a

†
k⃗σ

(t′)
}〉]

+ Ua

〈
nak⃗σ

〉 [
−iθ (t− t′)

〈{
ak⃗σ(t), a

†
k⃗σ

(t′)
}〉]

.
(3.13)

De acordo com a definição de funções de Green retardadas da Eq. (2.49), os termos em
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colchetes identificados como as funções GR
(
ak⃗σ, t− t′

)
e GR

(
bk⃗σak⃗σ, t− t′

)
, portando:

[
i∂t − Ua

〈
na

k⃗σ

〉]
GR
(
ak⃗σ, t− t′

)
= δ (t− t′)− tΦk⃗G

R
(
bk⃗σak⃗σ, t− t′

)
(3.14)

O mesmo processo é realizado para a função de Green GR
(
bk⃗σak⃗σ, t− t′

)
, e resulta

em:
[
i∂t − Ub

〈
nb

k⃗σ

〉]
GR
(
bk⃗σak⃗σ, t− t′

)
= −tΦ∗

k⃗
GR
(
ak⃗σ, t− t′

)
. (3.15)

Essas equações podem ser calculadas no espaço das frequências por meio das seguintes

transformações de Fourier:

GR
(
ak⃗σ, t− t′

)
=

1

2π

∫
e−i(ω+iη)(t−t′)GR

(
ak⃗σ, ω

)
dω (3.16a)

GR
(
bk⃗σak⃗σ, t− t′

)
=

1

2π

∫
e−i(ω+iη)(t−t′)GR

(
bk⃗σak⃗σ, ω

)
dω (3.16b)

onde iη é um número imaginário infinitesimal, inserido para garantir a convergência da

função. Aplicando essas transformações e lembrando da forma da função delta de Dirac:

δ(t− t′) =
1

2π

∫
e−i(ω+iη)(t−t′)dω, (3.17)

as equações Eqs. (3.14) e (3.15) são escritas como:





[(ω + iη)− Ua ⟨nakσ̄⟩]GR
(
ak⃗σ, ω

)
= 1− tΦkG

R
(
bk⃗σak⃗σ, t− t′

)

[(ω + iη)− Ub ⟨nbkσ̄⟩]GR
(
bk⃗σak⃗σ, t− t′

)
= −tΦ∗

kG
R
(
ak⃗σ, ω

) (3.18)

As duas equações acima formam sistema de equações acopladas que retornam o valores

de:

GR
(
ak⃗σ, ω

)
=

1

ω + iη − Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− t2|Φk⃗|2

ω+iη−Ub⟨nbk⃗σ̄⟩
, (3.19)

que é a forma expĺıcita da função de Green Retardada para o operador da sub-rede A. O

processo é feito de forma semelhante para encontrar a função de Green do operador da

sub-rede B e resulta em:

GR
(
bk⃗σ, ω

)
=

1

ω + iη − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
− t2|Φk⃗|2

ω+iη−Ua⟨nak⃗σ̄⟩
. (3.20)
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Com a forma expĺıcita das funções Green retardadas parte-se para o cálculo da funções

espectrais e das médias do número de ocupação.

3.1.3 Número médio de ocupação da rede tipo Grafeno

O Teorema 2.6.1 pode ser usado para facilitar o cálculo da média do número de

ocupação das sub-redes. Primeiramente, a Eq. (3.19) é reescrita para que fique na forma

descrita pelo teorema (2.55):

GR(ak⃗σ, ω) =
ω−Ub⟨nbk⃗σ̄⟩+iη

(ω−Ua⟨nak⃗σ̄⟩)(ω−Ub⟨nbk⃗σ̄⟩)−t2|Φk⃗|2+iη(2ω−Ua⟨nak⃗σ̄⟩−Ub⟨nbk⃗σ̄⟩)
. (3.21)

Assim, fica fácil a identificação dos termos:

Λ1(ak⃗σ, ω) = ω − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
,

Λ2(ak⃗σ, ω) = 1 =
d

dω

[
Λ1(ak⃗σ, ω)

]
,

Λ3(ak⃗σ, ω) =
(
ω − Ua

〈
nak⃗σ̄

〉) (
ω − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉)
− t2

∣∣Φk⃗

∣∣2 ,

Λ4(ak⃗σ, ω) = 2ω − Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
=

d

dω

[
Λ3(ak⃗σ, ω)

]
,

onde relações (2.56), exigidas pelo teorema, são facilmente confirmadas.

Os resultados do Teorema 2.6.1 mostram que a função espectral e a média do número

de ocupação dependem das ráızes de Λ3(ak⃗σ, ω) = 0 que, por sua vez, são encontradas

através da solução de uma simples equação de segundo grau, o que resulta em:

ω± =
1

2

(
Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
+ Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉)
± 1

2

√(
Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉)2
+ 4t2

∣∣Φk⃗

∣∣2. (3.22)

Para Λ4

(
ak⃗σ, ω±

)
̸= 0, o Teorema 2.6.1 garante, através do desenvolvimento das

Eqs. (2.57b) e (2.57c), que:

A(ak⃗σ, ω) = 2π

[
ω − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉

2ω − Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
]∑

l=±

δ (ω − ωl) (3.23a)

〈
nak⃗σ

〉
=
∑

l=±

nF (ωl)

[
ωl − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉

2ωl − Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
]

(3.23b)

Os métodos são repetidos para a função de Green dos operadores da sub-rede B e, de
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maneira similar, encontra-se:

A(bk⃗σ, ω) = 2π

[
ω − Ua

〈
nak⃗σ̄

〉

2ω − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
− Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
]∑

l=±

δ (ω − ωl) (3.24a)

〈
nbk⃗σ

〉
=
∑

l=±

nF (ωl)

[
ωl − Ua

〈
nak⃗σ̄

〉

2ωl − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
− Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
]

(3.24b)

As Eqs. (3.23b) e (3.24b) mostram que a média do número de ocupação com spin

σ depende da média do número de ocupação com spin contrário σ̄. Por esse motivo os

valores de ⟨nak⃗σ⟩ e ⟨nbk⃗σ⟩ são calculados de forma autoconsistente.

Para simplificar o problema, limita-se ao caso de temperatura nula, ou seja, T → 0

e µ =
Ua⟨nak⃗σ̄

⟩+Ub⟨nbk⃗σ̄
⟩

2
é definido de forma que o ńıvel de fermi fique entre a banda de

valência e a banda de condução, como pode ser visto nas autoenergias da Eq. (3.7). Essas

condições implicam em nF (ω+) = 0 e nF (ω−) = 1, conforme a definição da distribuição

de Fermi-Dirac (2.51), visto que ω+ − µ > 0 e ω− − µ < 0. Com isso, as Eqs. (3.23b)

e (3.24b) se tronam:

〈
nak⃗σ

〉
=

1

2
− 1

2

Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
√(

Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉)2
+ 4t2 |Φk|2

(3.25a)

〈
nbk⃗σ

〉
=

1

2
+

1

2

Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
√(

Ua

〈
nak⃗σ̄

〉
− Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉)2
+ 4t2 |Φk|2

, (3.25b)

e
〈
nak⃗σ

〉
+
〈
nbk⃗σ

〉
= 1 ou seja, em 0K, o valor de µ definido equivale à rede semiocupada.

As equações acima mostram que o valor da média de ocupação com spin σ depende

da média de ocupação com spin contrário σ̄ e, portanto, pode ser calculado de forma

autoconsistente. O cálculo das médias é feito em função do vetor k⃗ com definição inicial

dos parâmetros de interação coulombiana Ua e Ub, o parâmetro de hopping entre os

primeiros vizinhos do grafeno t = 2,97 eV e a distância interatômica do grafeno a = 1,42 Å.

As bandas de energia são calculadas a partir dos valores de ⟨nak⃗σ⟩ e ⟨nbk⃗σ⟩ de acordo com

a Eq. (3.7). Os gráficos são apresentados em função de valores k⃗ que descrevem o caminho

de maior simetria da rede rećıproca Γ−K −M − Γ descrito na Fig. 3.1.

A Fig. 3.2b mostra que, para o caso onde Ua = Ub = U , a média do número de

ocupação é constante para ambas as sub-redes e vale 0,5 mesmo para valores os diferentes

de U/t = 1, 2 e 3. As interações coulombianas são iguais fazem com que a rede seja
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Γ

K ′

K

M

Figura 3.1: O caminho de maior simetria da rede rećıproca (linha vermelha tracejada unindo os pontos
Γ, M e K), escolhido para representar os valores calculados na primeira zona de Brillouin.

simétrica. A Fig. 3.2a ilustra as bandas de energia quando Ua/t = Ub/t = 1, 2 e 3, onde

as bandas se tocam no ponto de Dirac K e o sistema apresenta simetria elétron-buraco, ou

seja, ε+σ = −ε−σ , assim como no modelo de tight binding do grafeno. A diferença entre os

modelos se dá pelo deslocamento da energia para valores maiores conforme U/t aumenta.

O valor do deslocamento da energia é exatamente o valor de U
2
de acordo com o que foi

discutido anteriormente.
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Figura 3.2: Médias de ocupação de cada sub-rede e autoenergias da rede tipo grafeno para valores de
a = 1,42 Å, t = 2,7 eV e spin arbitrário σ. (a) e (b) mostram as bandas de energia e a média do número
de ocupação, respectivamente, para Ua/t = Ub/t = U/t com os valores de U/t = 1.5, 2.5 e 3.5. Na figura
(b) as linhas tracejadas indicam a média de ocupação da sub-rede A e as linhas cheias indicam a média
de ocupação da sub-rede B.

O modelo da rede tipo grafeno consiste dos casos em que Ua ̸= Ub, por simplicidade,

um desses parâmetros pode ser tomado como nulo. Esse caso é ilustrado na Fig. 3.3b para

valores de Ub = 0, Ua/t = 1.5, 2.5 e 3.5, onde se nota que a média do operador número

deixa de ser constante para os valores de k⃗ e a interação coulombiana, presente somente

na sub-rede A, faz com que ⟨nak⃗σ⟩ < ⟨nbk⃗σ⟩. A ocupação média da sub-rede B (linhas

cheias) é máxima no ponto de Dirac K enquanto a ocupação média da sub-rede A (linhas

tracejadas) é nula. A Fig. 3.3a apresenta as bandas de energia para valores de Ub = 0,

43



Ua/t = 1.5, 2.5 e 3.5. As bandas continuam apresentando gap nulo, porém, a simetria

elétron buraco é quebrada por conta da interação coulombiana, e ε+σ ̸= −ε−σ .
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0
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Ua/t = 2.5
Ua/t = 3.5

(b)

Figura 3.3: Médias de ocupação de cada sub-rede e autoenergias da rede tipo grafeno para valores de
a = 1,42 Å, t = 2,7 eV e spin arbitrário σ. (a) e (b) mostram as bandas de energia e a média do número
de ocupação, respectivamente, para Ub/t = 0 e Ua/t = 1.0, 2.0 e 3.0. Na figura (b) as linhas tracejadas
indicam a média de ocupação da sub-rede A e as linhas cheias indicam a média de ocupação da sub-rede
B.

Para Ua = 0 o resultado é análogo como mostra a Fig. 3.4b. Ela apresenta os valores de

⟨nak⃗σ⟩ e ⟨nbk⃗σ⟩ quando Ua = 0 e Ub/t = 1.0, 2.0 e 3.0. Essa figura mostra que resultados

análogos aos do caso anterior, tanto para a média de ocupação quanto para as bandas

de energia. Nessa situação, a interação coulombiana presente na sub-rede B faz com que

⟨nbk⃗σ⟩ < ⟨nak⃗σ⟩, onde a ocupação média da sub-rede A (linhas tracejadas) é máxima no

ponto de Dirac K enquanto a ocupação média da sub-rede B (linhas cheias) é nula, o

que é o oposto do caso anterior. Isso mostra que a ocupação é mais favorável na sub-rede

onde não há interação coulombiana, ou onde ela é menor.

No modelo proposto por este trabalho será analisado o caso em que Ua = 0 por

simplicidade. Essa consideração é suficiente para representar a quebra da simetria da

rede no modelo. Desse modo, as médias de ocupação das sub-redes se tornam:

〈
nak⃗σ

〉
=

1

2
+

1

2

Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
√
(Ub ⟨nbkσ̄⟩)2 + 4t2 |Φk|2

(3.26a)

〈
nbk⃗σ

〉
=

1

2
− 1

2

Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
√
(Ub ⟨nbkσ̄⟩)2 + 4t2 |Φk|2

(3.26b)

As equações acima descrevem, portanto, as médias de ocupação da rede tipo grafeno

no limite de T = 0, onde essa rede é descrita pela aproximação de tight binding do grafeno
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Figura 3.4: Médias de ocupação de cada sub-rede e autoenergias da rede tipo grafeno para valores de
a = 1,42 Å, t = 2,7 eV e spin arbitrário σ. (a) e (b) mostram as bandas de energia e a média do número
de ocupação, respectivamente, para Ua/t = 0 e Ub/t = 1.0, 2.0 e 3.0. Na figura (b) as linhas tracejadas
indicam a média de ocupação da sub-rede A e as linhas cheias indicam a média de ocupação da sub-rede
B.

e pela aproximação de campo médio da interação de Hubbard considerada apenas para a

sub-rede B.

3.2 Modelo de Impureza na Rede Tipo Grafeno

O modelo proposto pelo presente trabalho descreve impurezas adsorvidas em uma

das sub-redes da rede tipo grafeno como é ilustrado na Fig. 3.5. O sistema consiste na

rede tipo grafeno descrita pela aproximação de tight binding de primeiros vizinhos com

aproximação de campo médio da interação de repulsão coulombiana entre elétrons de

spin oposto no mesmo orbital da sub-rede B. A impureza é descrita como um único ńıvel

degenerado no spin e a aproximação de campo médio da interação de repulsão coulombiana

entre elétrons de spin oposto nesse ńıvel. Os ńıveis da sub-rede B e da impureza podem

interagir através de um termo de hibridização. Visto isso, o modelo proposto consiste no

seguinte hamiltoniano no espaço dos vetores k⃗:

H =− t
∑

k⃗σ

[
a†
k⃗σ
b
k⃗σ
Φ(k⃗) + a

k⃗σ
b†
k⃗σ
Φ∗(k⃗)

]
+ Ub

∑

k⃗σ

n
bk⃗σ

⟨n
bk⃗σ̄

⟩

+
∑

σ

ϵfσf
†
σfσ +

V√
N

∑

k⃗σ

(f †
σbk⃗σ + b†

k⃗σ
fσ)

(3.27)

O primeiro termo da equação acima é a aproximação de tight binding de primeiros
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Figura 3.5: Impureza adsorvida numa rede tipo grafeno. A impureza é representada pela esfera vermelha
e as esferas brancas e pretas representam os átomos da sub-rede A e B. [8]

vizinhos para o grafeno, onde t é o parâmetro de hopping entre os primeiro vizinhos, a†
k⃗σ

(b†
k⃗σ
) e a

k⃗σ
(b

k⃗σ
) são os operadores criação e destruição da sub-rede A (B) no estado k⃗

com spin σ, respectivamente, e Φ(k⃗) é a função definida na Eq. (2.16).

O segundo termo é a interação coulombiana de repulsão entre elétrons do mesmo

śıtio da sub-rede B na aproximação de campo médio, onde Ub é o parâmetro de repulsão

coulombiana de elétrons de spins contrários no mesmo estado na sub-rede B, nbk⃗σ é o

operador número da sub-rede B no estado k⃗ com spin σ e ⟨nbk⃗σ̄⟩ é a média de ocupação

da sub-rede B no estado k⃗ com spin σ̄ (spin contrário a σ).

O terceiro termo junta a energia livre ao termo de Hubbard (na aproximação de

campo médio) para um único estado degenerado da impureza (f) com spin σ, onde ϵfσ =

ϵf + Uf⟨nfσ̄⟩, ϵf é a energia do elétron, Uf é o parâmetro de repulsão coulombiana de

elétrons de spins contrários no mesmo estado da impureza, ⟨nfσ̄⟩ é a ocupação média de

spin σ da impureza, f †
σ e fσ são os operadores criação e destruição no estado da impureza

com spin σ.

Por fim, o quarto termo diz respeito à hibridização do estado da impureza, onde V é

a interação de hibridização entre a impureza e a sub-rede B, N é o número de átomos na

sub-rede

De posse da equação que descreve o sistema, a função de Green retardada para o

operador fσ pode ser encontrada conforme a definição descrita na Eq. (2.49), assim:

GR(fσ, t− t′) = −iθ(t− t′)
〈{
fσ(t), f

†
σ(t

′)
}〉
. (3.28)
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Como demonstrado anteriormente, é posśıvel resolver essa equação através do método

das equações de movimento, para isso, a Eq. (3.28) é derivada em relação ao tempo e

resulta em:

i∂tG
R(fσ, t− t′) = −iδ(t− t′)

〈{
fσ(t), f

†
σ(t

′)
}〉

− iθ(t− t′)
〈{

−[H, fσ(t)], f
†
σ(t

′)
}〉
. (3.29)

onde a derivada i∂tfσ(t) é substitúıda pelo comutador −[H, fσ(t)] conforme a equação de

movimento (2.53). O hamiltoniano da Eq. (3.27) é substitúıdo nesse comutador e resulta

em:

[H, fσ] =− t
∑

k⃗σ′

{[
a†
k⃗σ′bk⃗σ′ , fσ

]
Φ(k⃗) +

[
a
k⃗σ′b

†
k⃗σ′ , fσ

]
Φ∗(k⃗)

}
+ Ub

∑

k⃗σ′

[nbσ′ , fσ] ⟨nbσ̄′⟩

+
∑

σ′

ϵfσ′

[
f †
σ′fσ′ , fσ

]
+

V√
N

∑

k⃗σ′

{[
f †
σ′bk⃗σ′ , fσ

]
+
[
b†
k⃗σ′fσ′ , fσ

]}

(3.30)

As relações de anti-comutação dos operadores criação e destruição fermiônicos, dadas

pela Eq. (2.54), são usadas para calcular os comutadores da equação acima e resultam

em:

[
a†
k⃗σ′bk⃗σ′ , fσ

]
= 0

[
a
k⃗σ′b

†
k⃗σ′ , fσ

]
= 0

[
b†
k⃗σ′bk⃗σ′ , fσ

]
= 0

[
f †
σ′fσ′ , fσ

]
= −δσ,σ′fσ′

[
f †
σ′bk⃗σ′ , fσ

]
= −δσ,σ′bk⃗σ′

[
b†
k⃗σ′fσ′ , fσ

]
= 0

(3.31)

Assim, o comutador da Eq. (3.30) se torna:

[H, fσ] = −ϵfσfσ −
V√
N

∑

k⃗

bk⃗σ (3.32)

Com esse resultado, a Eq. (3.29) é reescrita como:

i∂tG
R(fσ, t− t′) =δ(t− t′) + ϵfσ

[
−iθ(t− t′)

〈{
fσ(t), f

†
σ(t

′)
}〉]

+
V√
N

∑

k⃗σ

[
−iθ(t− t′)

〈{
bk⃗σ(t), f

†
σ(t

′)
}〉] (3.33)

Na equação Eq. (3.33) são identificadas as funções de Green retardadas GR(fσ, t− t′) e
GR(bk⃗σfσ, t− t′) conforme a definição expressa na Eq. (2.49). A transformada de Fourrier
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das funções da Eq. (3.33) resultam em:

(ω + iη − ϵfσ)G
R(fσ, ω) = 1 +

V√
N

∑

k⃗

GR(bk⃗σfσ, ω). (3.34)

De acordo com essa equação, é necessário encontrar GR(bk⃗σfσ, ω) para obter G
R(fσ, ω).

Portanto, escreve-se a função de Green GR
(
bk⃗σfσ, t− t′

)
novamente de acordo com a

definição, e o método da equação de movimento resulta em:

(ω + iη − Ub⟨nbk⃗σ̄⟩)GR(bk⃗σfσ, ω) = −tΦ∗(k⃗)GR(ak⃗σfσ, ω) +
V√
N
GR(fσ, ω) (3.35)

O processo é repetido novamente para a função GR(ak⃗σfσ, ω), e resulta na seguinte

equação:

(ω + iη)GR(ak⃗σfσ, ω) = −tΦ(k⃗)GR(bk⃗σfσ, ω) (3.36)

Então, as Eqs. (3.34) a (3.36) formam um conjunto de equações acopladas e juntas

contém o valor de GR(fσ, ω). Para isso basta substituir Eq. (3.36) em Eq. (3.35) o que

resulta em

[
ω + iη − Ub⟨nbk⃗σ̄⟩ −

t2|Φ(k⃗)|2
ω + iη

]
GR(bk⃗σfσ, ω) =

V√
N
GR(fσ, ω) (3.37)

E assim, substituir Eq. (3.37) em Eq. (3.34) para obter

GR(fσ, ω) =
1

ω + iη − ϵfσ − V 2

N

∑
k⃗

1

ω−Ub⟨nbk⃗σ̄⟩+iη− |tΦ(k⃗)|2
ω+iη

(3.38)

A Eq. (3.38) é a forma expĺıcita da função de Green retardada do operador fσ e a

partir dela é posśıvel calcular, de acordo com as Eqs. (2.50) e (2.51), a função espectral e

a média do operador número no estado da impureza.

A média de ocupação da impureza é calculada através da parte imaginária da função

de Green (3.38). O Teorema 2.6.1 é usado para facilitar esse cálculo. Para isso, a função

de Green (3.38) é reescrita para que fique na forma da função de Green que satisfaz o
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teorema, ou seja, da forma da Eq. (2.55):

GR (fσ, ω) =
1

ω−ϵfσ−V 2

N

∑
k⃗

1

ω−Ub⟨nbk⃗σ̄⟩−|tΦ(k⃗)|2
ω

+iη

1+V 2

N

∑
k⃗

|tΦ(k⃗)|2+ω2

ω2
(
ω−Ub⟨nbk⃗σ̄⟩−|tΦ(k⃗)|2

ω

)2


(3.39)

Na função acima podem ser identificados:

Λ1(fσ, ω) = 1, (3.40a)

Λ2(fσ, ω) = 0 =
dΛ1

dω
, (3.40b)

Λ3(fσ, ω) = ω − ϵfσ −
V 2

Nb

∑

k

1

ω − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
− |tΦ(k⃗)|2

ω

, (3.40c)

Λ4(fσ, ω) = 1 +
V 2

Nb

∑

k⃗

|tΦ(k⃗)|2 + ω2

ω2
(
ω − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
− |tΦ(k⃗)|2

ω

)2 =
dΛ3

dω
. (3.40d)

Portanto, as condições do Teorema 2.6.1 são satisfeitas e assim, pela Eq. (2.57c), a

média de ocupação da impureza é calculada através da seguinte equação:

⟨nfσ⟩ =
∑

l

nF (ωl)
1

Λ4 (fσ, ωl)
=
∑

l

nF (ωl)

(
dΛ3

dω

∣∣∣
ωl

)−1

, (3.41)

onde ωl são as ráızes da função Λ3(fσ, ωl), ou seja, valores de ω que satisfazem a equação:

Λ3(fσ, ω) = ω − ϵfσ −
V 2

Nb

ω
∑

k⃗

1

ω − Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
− |tΦ(k⃗)|2

ω

= 0 (3.42)

Consequentemente, para calcular ⟨nfσ⟩, é necessário encontrar as ráızes da equação

acima. Nesse ponto, o cálculo da função de Green e da média de ocupação da impureza

diverge do método convencional usado no caso de impurezas de Anderson adsorvidas

no grafeno [8, 42]. A diferença é causada pelo termo Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
no somatório presente

na função de Green, como pode ser visto na Eq. (3.38). Nessa situação o problema

foi contornado de duas maneiras distintas. A primeira consiste em considerar
〈
nbk⃗σ̄

〉

constante, o que não é fisicamente aceitável, já que, como visto na seção anterior, esse

comportamento não é esperado quando Ua ̸= Ub. Nessa aproximação o somatório é

resolvido de maneira anaĺıtica no limite dos vetores de onda, k⃗, cont́ınuos. A segunda

maneira de contornar o problema consiste em usar o valor de
〈
nbk⃗σ̄

〉
, calculado para a
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rede sem impurezas, no limite de k⃗ próximo aos pontos de Dirac. Neste trabalho, são

apresentados resultados para essas duas formas de abordar o problema.

Prosseguindo com segundo método de avaliar a função de Green, aproxima-se
〈
nbk⃗σ̄

〉

pela média de ocupação da sub-rede B da rede tipo grafeno sem impureza conforme

a Eq. (3.26b), o que equivale a considerar que a impureza não interfere na média de

ocupação da sub-rede B e que o sistema se encontra no limite de temperatura nula. Outra

aproximação que facilita a solução do problema é considerar o limite de baixas energias,

onde
t|Φk⃗|
Ub

≪ 1. Isso significa avaliar o problema próximo aos vértices da primeira zona

de Brillouin, onde estão localizados os cones de Dirac da rede tipo grafeno. Nesse limite

t
∣∣Φk⃗

∣∣→ vF |⃗k|, onde vF = 3at
2

é a velocidade de Fermi do grafeno. A Eq. (3.26b) pode ser

reescrita como:

〈
nbk⃗σ

〉
=

1

2
− 1

2



1 +

(
2t |Φk|
Ub

〈
nbk⃗σ̄

〉
)2




− 1
2

(3.43)

Como
t|Φk⃗|
Ub

≪ 1, o binômio da Eq. (3.43) pode ser expandido em série de Taylor e os

termos de ordem maior ou igual a dois são desconsiderados, o que resulta em:

〈
nbk⃗σ̄

〉
=

(
vFk

Ub

) 2
3

. (3.44)

Portando, nessa aproximação, a Eq. (3.42) é escrita como:

ω − ϵfσ −
V 2

Nb

ω
∑

k⃗

1

ω2 − ωU
1
3
b (vFk)

2
3 − (vFk)2

= 0 (3.45)

O somatório da equação acima é avaliado no limite de vetores de onda cont́ınuos.

Assim, para uma rede bidimensional, esse somatório é aproximado pela integral:

I =
A

(2π)2

∫
kdkdθ

ω2 − ωU
1
3
b (vFk)

2
3 − (vFk)2

. (3.46)

onde A é a área do cristal. Substituindo vFk = ε, a integral se torna:

I = 2π
A

(2π)2
1

v2F

∫
dε

ε

ω2 − ωU
1
3
b ε

2
3 − ε2

(3.47)
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A integral acima apresenta indeterminações para valores de ε = x
3
2 tais que

x3 + ωU
1
3
b x− ω2 = 0. (3.48)

O livro “Numerical recipes” [59] é usado com referência para avaliar essa equação de

terceiro grau. São identificados os coeficientes a1 = 0, a2 = ωU
1
3 , a3 = −ω2 e definidos:

Q ≡ a21 − 3a2
9

= −ωU
1
3

3
, R ≡ 2a31 − 9a1a2 + 27a3

54
= −ω

2

3

visto que ω > 0 e Ub > 0, R2−Q3 > 0, portanto a Eq. (3.48) possui apenas uma raiz real.

Logo, para calcular a integral da Eq. (3.47), sua indeterminação deve ser contornada, ou

seja:

I = 2π
A

(2π)2
1

c2

(∫ ε1

0

dε
ε

ω2 − ωU
1
3
b ε

2
3 − ε2

+

∫ ∞

ε1

dε
ε

ω2 − ωU
1
3
b ε

2
3 − ε2

)
, (3.49)

onde

ε1 = x
3
2
1 =





(√
ω4

4
+
ω3U

27
+
ω2

2

)1/3

− 1

3

ωU1/3

(√
ω4

4
+ ω3U

27
+ ω2

2

)1/3





3
2

, (3.50)

é a raiz da Eq. (3.48), encontrada a partir da fórmula numérica para o caso de apenas

uma raiz real escrita como [59]:

x1 = − sgn[R]



(√

R2 −Q3 + |R|
)1/3

+
Q

(√
R2 −Q3 + |R|

)1/3


− a1

3
(3.51)

A equação acima condiz perfeitamente com os valores anaĺıticos das ráızes de uma

equação cúbica e permite uma forma de computar os valores minimizando os erros com-

putacionais.

Assim, a Eq. (3.45) se torna:

ωl − ϵfσ − 2
V 2

D2
ωl

(∫ ε1

0

dε
ε

ω2
l − ωlU

1
3
b ε

2
3 − ε2

+

∫ D

ε1

dε
ε

ω2
l − ωlU

1
3
b ε

2
3 − ε2

)
= 0, (3.52)
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onde D é a energia de corte de Debye. Para o grafeno essa energia vale D ≈ 7 eV [8].

Os valores de ωl são calculados por um algoŕıtimo simples de bisseção através da equação

acima, e então são usados na Eq. (3.41) para calcular o número ocupação de elétrons com

spin σ na impureza.

De acordo com as Eqs. (3.40d) e (3.41) o valor de ⟨nfσ⟩ depende do valor de ⟨nfσ̄⟩.
Por esse motivo, ⟨nfσ⟩ é calculado de forma autoconsistente. Ou seja, o programa parte

de um chute inicial ⟨nf↑⟩0 e avalia o valor de ⟨nf↓⟩ através da Eq. (3.41) e com os valores

de ωl calculados na Eq. (3.52). Com o valor calculado de ⟨nf↓⟩ pode-se calcular ⟨nf↑⟩ da
mesma forma. Assim, os valores de ⟨nf↑⟩0 e ⟨nf↑⟩ são comparados. Se a diferença entre

eles não for pequena o suficiente, o valor calculado será tomado como o novo valor inicial.

Esse procedimento é feito, conforme ilustra o diagrama da Fig. 3.6, até que os valores se

aproximem dentro de uma faixa de erro.

A parte do algoŕıtimo que calcula o valor de ⟨nfσ⟩ primeiro avalia a raiz da Eq. (3.48).

Essa raiz é calculada da forma como é descrito na Eq. (3.50). O valor encontrado é

usado nos limites das integrais da Eq. (3.52) que, por sua vez, são calculados através do

método de Gauss-Legendre. De posse do valor das integrais, as ráızes da Eq. (3.52) são

encontradas a partir do método da bisseção. Os valores de ωl são usados nas equações

Eqs. (3.40d) e (3.41) para, por fim, calcular o valor de ⟨nfσ⟩ dados os parâmetros iniciais

⟨nfσ̄⟩0, Ub, Uf , V , ϵf e D.

A condutância adimensional da impureza é calculada, na aproximação de Kubo para

um sistema de ponto quântico, a partir da Eq. (2.45). Para isso é necessário calcular a

função espectral que, por sua vez, é encontrada, segundo o Teorema 2.6.1, através da

Eq. (2.57b) e vale:

A(fσ, ω) = 2π
1

Λ4(fσ, ωl)

∑

l

δ(ω − ωl), (3.53)

onde a função Λ4(fσ, ω) é definida pela Eq. (3.40d) e ωl são as ráızes da função Λ3(fσ, ω)

definida pela Eq. (3.40c). A condutância adimensional (2.45) é calculada para esse valor

de A(fσ, ω), e escrita como:

G

G0

=
∑

lσ

β
nF (ωl)[1− nF (ωl)]

Λ4(fσ, ωl)
=
∑

lσ

βnF (ωl)[1− nF (ωl)]

(
dΛ3

dω

∣∣∣
ωl

)−1

(3.54)

onde nF (ω) é a distribuição de Fermi-Dirac (2.44), β = 1
kBT

, e kB é a constante de Boltz-

mann. As ráızes de Λ3(fσ, ω) são obtidas numericamente, como descrito anteriormente,
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através de um algoŕıtimo de bisseção para a Eq. (3.52).

Start

Input: 〈nf↑〉0

Cálculo de 〈nf↓〉

〈nf↓〉

Cálculo de 〈nf↑〉

〈nf↑〉

∣∣〈nf↑〉 − 〈nf↑〉0
∣∣ ≤ erro 〈nf↑〉0 = 〈nf↑〉

Cálculo de 〈nf↓〉

Output: 〈nf↑〉 e 〈nf↓〉

Stop

yes

no

Figura 3.6: Fluxograma do algoŕıtimo autoconsistente utilizado para calcular a média no número de
ocupação da impureza.
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3.3 Resultados e Discussão

Aqui são apresentados os valores numéricos do número médio de ocupação e da con-

dutância adimensional da impureza, descritos pelas Eqs. (3.41) e (3.54) respectivamente.

Como descrito anteriormente, essas equações valem para os limites em que tΦ(k⃗)
Ub

≪ 1 e

T → 0. Os resultados numéricos dependem dos valores dos parâmetros Ub, Uf , V , t, a,

ϵf e D, onde são fixos os parâmetros medidos para o grafeno, a = 1,42 Å [47], t = 1,42 eV

[48] e D = 7 eV [8]. Os gráficos são apresentados em função do potencial qúımico µ que

está diretamente relacionado à densidade eletrônica do sistema, ou seja, está associado ao

tipo de impureza adsorvida na rede ou a qualquer outro fenômeno que altere a densidade

dos portadores de carga, como o efeito de um campo elétrico por exemplo.

A Fig. 3.7 apresenta a média de ocupação de elétrons com spin ↑ e ↓ e a condutância

adimensional, ambos em função do potencial qúımico µ, para valores de ϵf/D = 0.029,

Ub/D = 0.043 , V/D = 0.14 e Uf/D = 0.014 (linha cheia), Uf/D = 0.029 (linha tra-

cejada), Uf/D = 0.043 (linha pontilhada). Na Fig. 3.7a pode-se perceber que existem

valores de µ em que a média de ocupação de elétrons com spin ↑ (⟨nf↑⟩) é diferente da

média de elétrons com spin ↓ (⟨nf↓⟩). Portanto, para valores de µ contidos na região

onde se forma uma “bolha” (⟨nf↑⟩ ̸= ⟨nf↓⟩), ocorre a formação de momento magnético

localizado. A região de formação de momento magnético amplia conforme Uf aumenta,

ou seja, há um espectro maior de µ que apresentam formação de momento magnético. A

Fig. 3.7b mostra que condutância adimensional da impureza apresenta picos de valores

finitos, em T → 0. Podem ser vistos dois picos de condutância. Conforme Uf aumenta,

o segundo pico translada para valores maiores de µ, enquanto o primeiro pico translada

para valores menores de µ, porém a translação do primeiro pico não é tão aparente entre

os valores de Uf/D = 0.029 e 0.043. Além disso a amplitude dos picos de condutância

aumentam conforme Uf aumenta.

A Fig. 3.8 apresenta a média de ocupação de elétrons com spin ↑ e ↓ e a condutância

adimensional, ambos em função do potencial qúımico µ, para valores de Uf/D = Ub/D =

0.043 , V/D = 0.14 e ϵf/D = 0.014 (linha cheia), ϵf/D = 0.021 (linha tracejada),

ϵf/D = 0.029 (linha pontilhada). A Fig. 3.8a mostra que a região magnética translada

para valores maiores de µ conforme ϵf aumenta, enquanto a largura não aparenta ser

afetada. Vale ressaltar que, assim como nos gráficos anteriores, ocorre magnetização para

valores de µ < ϵf , mesmo quando ϵf aumenta. A Fig. 3.8a mostra que ambos os picos
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Figura 3.7: Resultado numérico de ⟨nf ⟩ (a) e G/G0 (b) para os valores ϵf/D = 0.029, Ub/D = 0.043
, V/D = 0.14 e Uf/D = 0.014 (linha cheia), Uf/D = 0.029 (linha tracejada), Uf/D = 0.043 (linha
pontilhada).

de condutância transladam para valores maiores de µ conforme ϵf aumenta. A amplitude

do segundo pico aumenta conforme o valor de ϵf aumenta, enquanto que a amplitude do

primeiro pico não aparenta depender do valor de ϵf .
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Figura 3.8: Resultado numérico de ⟨nf ⟩ (a) e G/G0 (b) para os valores Uf/D = Ub/D = 0.043 , V/D =
0.14 e ϵf/D = 0.014 (linha cheia), ϵf/D = 0.021 (linha tracejada), ϵf/D = 0.029 (linha pontilhada).

A Fig. 3.9 apresenta a média de ocupação de elétrons com spin ↑ e ↓ e a condutância

adimensional, ambos em função do potencial qúımico µ, para valores de Uf/D = Ub/D =

0.043 , V/D = 0.14 e ϵf/D = 0.014 (linha cheia), ϵf/D = 0.021 (linha tracejada),

ϵf/D = 0.029 (linha pontilhada). A Fig. 3.9a mostra que a região de magnetização não

é alterada para valores diferentes de Ub, ou seja, ela não depende do valor da repulsão

coulombiana dos elétrons da sub-rede B. A Fig. 3.9b, no entanto, mostra que a amplitude

do segundo pico da condutância aumenta com o aumento do valor de Ub enquanto a

amplitude do primeiro pico aparenta não ser alterada.
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Figura 3.9: Resultado numérico de ⟨nf ⟩ (a) e G/G0 (b) para os valores ϵf/D = 0.029, Uf/D = 0.043
, V/D = 0.14 e Ub/D = 0.014 (linha cheia), Ub/D = 0.029 (linha tracejada), Ub/D = 0.043 (linha
pontilhada).

A Fig. 3.10 apresenta a média de ocupação de elétrons com spin ↑ e ↓ e a condutância

adimensional, ambos em função do potencial qúımico µ, para valores de ϵf/D = 0.029,

Uf/D = 0.043 , Ub/D = 0.043 e V/D = 0.014 (linha cheia), V/D = 0.057 (linha trace-

jada), V/D = 0.100 (linha pontilhada). A Fig. 3.10a mostra que, conforme V diminui,

o valor máximo da média de ocupação aumenta, e chega a 1 quado V/D = 0.014 para

valores de µ > ϵf . Além disso a região de magnetização translada e diminui para va-

lores menores de µ conforme V aumenta. A Fig. 3.10b mostra que ambos os picos da

condutância aumentam e transladam para valores menores de µ conforme V diminui. A

translação, assim como o aumento da amplitude, do segundo pico é ligeiramente maior

que a do segundo pico.
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Figura 3.10: Resultado numérico de ⟨nf ⟩ (a) e G/G0 (b) para os valores ϵf/D = 0.029, Uf/D = 0.043
, Ub/D = 0.043 e V/D = 0.014 (linha cheia), V/D = 0.057 (linha tracejada), V/D = 0.100 (linha
pontilhada).

Os resultados acima mostram que conforme aumenta o ńıvel de fermi do sistema,
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representado pelo potencial qúımico, mais elétrons ocupam os ńıveis de energia das im-

purezas. No entanto, para certos valores do potencial qúımico, os elétrons da impureza

são organizados com uma preferência na direção do spin, ou seja, as médias de ocupação

com spin up e down são diferentes, resultando na formação de momento magnético lo-

calizado. Para valores maiores do potencial qúımico as médias de ocupação se igualam

e o momento magnético desaparece. Isso é consequência direta do termo de repulsão

coulombiana presente no modelo utilizado.

Na Fig. 3.11, a região magnética é enfatizada por meio do gráfico da magnetização

⟨nf↑⟩ − ⟨nf↑⟩ em função do potencial qúımico. Nesses gráficos a magnetização apresenta

valores diferentes de zero em uma certa região de valores do potencial qúımico µ.

A Fig. 3.11a apresenta a magnetização em função de µ para valores de Ub/D = 0.043,

V/D = 0.14, ϵf/D = 0.029, Uf/D = 0.014 (linha cheia), Uf/D = 0.029 (linha trace-

jada), Uf/D = 0.043 (linha pontilhada). Nessa figura fica evidente que a largura da

região de magnetização aumenta conforme Uf aumenta, além de ocorrer um aumento na

magnetização máxima entre Uf/D = 0.014 e 0.029.

A Fig. 3.11b apresenta a magnetização em função de µ para valores de Ub/D = 0.043

Uf/D = 0.043, V/D = 0.14, ϵf/D = 0.014 (linha cheia), ϵf/D = 0.021 (linha tracejada),

ϵf/D = 0.029 (linha pontilhada). Essa figura deixa claro que a região de magnetização

translada para valores maiores de µ e ocorre um pequeno aumento no valor máximo da

magnetização conforme ϵf aumenta.

A Fig. 3.11c apresenta a magnetização em função de µ para valores de Ub/D = 0.043,

ϵf/D = 0.029, Uf/D = 0.043, V/D = 0.014 (linha cheia), V/D = 0.057 (linha tracejada),

V/D = 0.100 (linha pontilhada). O gráfico evidencia o aumento do valor máximo da

magnetização para valores cada vez menores de V , além disso, a região de magnetização

translada minimamente para valores menores de µ e a sua largura diminui conforme V

aumenta.

É importante notar que, diferente do caso de impurezas em metais, é observada mag-

netização mesmo pra valores de µ < ϵf . Além disso, os resultados sugerem que a con-

dutância carrega informação sobre a formação de momentos magnéticos, onde os picos

de condutância estão localizados em valores de µ em que ocorre transição do estado não

magnético para o magnético e vice-versa. Assim, a magnetização pode ser calculada indi-

retamente através da condutância. Por fim, através desses resultados, é posśıvel ter uma
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noção das condições necessárias para a formação de momentos magnéticos em impurezas

adsorvidas na rede tipo grafeno, além de como isso afeta a condutância.
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Figura 3.11: Magnetização para os parâmetros Ub/D = 0.043 e : (a) V/D = 0.14, ϵf/D = 0.029,
Uf/D = 0.014 (linha cheia), Uf/D = 0.029 (linha tracejada), Uf/D = 0.043 (linha pontilhada); (b)
Uf/D = 0.043, V/D = 0.14, ϵf/D = 0.014 (linha cheia), ϵf/D = 0.021 (linha tracejada), ϵf/D = 0.029
(linha pontilhada); (c) ϵf/D = 0.029, Uf/D = 0.043, V/D = 0.014 (linha cheia), V/D = 0.057 (linha
tracejada), V/D = 0.100 (linha pontilhada).

A média de ocupação da impureza é calculada também foi calculada considerando a

média de ocupação da sub-rede B, ⟨nbk⃗σ⟩, como um parâmetro constante a ser definido

inicialmente assim como Ub, Uf , V , ϵf , ou seja, ⟨nbk⃗σ⟩ = nbσ. No entanto, as médias de

ocupação da rede tipo grafeno dependem do valor de k⃗ quando Ua ̸= Ub como foi exposto

no ińıcio do caṕıtulo, o que sugere que essa aproximação não descreve bem o sistema.

Por conta disso, dependendo dos valores de nb↑ e nb↓ escolhidos, os cálculos podem gerar

resultados que não condizem com a realidade.

Os resultado para o caso onde nb↑ = nb↓ = 0.5 são apresentados na Fig. 3.12. A

Fig. 3.12a mostra que a largura da região de magnetização aumenta conforme aumenta

o valor de Uf . A Fig. 3.12b mostra que a região de magnetização translada para valores

maiores de µ conforme aumenta o valor de ϵf e, diferente da Fig. 3.8a, a diferença entre
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as ocupações de spin up e spin down diminui com o aumento de ϵf . A Fig. 3.12b mostra

que a região de magnetização é pouco afetada pelo valor de V e a largura e a ocupação

máxima diminuem conforme o valor de V diminui. A Fig. 3.12d mostra que a região de

magnetização também é pouco afetada pelo valor de Ub e a ocupação máxima aumenta

com o aumento de Ub. Esses gráficos mostram um comportamento qualitativo semelhante

ao comportamento das curvas apresentadas anteriormente para o cálculo mais completo

do modelo, exceto para o efeito do parâmetro Ub que apresentou influencia na região de

magnetização.
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Figura 3.12: Média de ocupação de elétrons com spin up e down na impureza para ⟨nbk⃗σ⟩ constante igual
a 0.5 e: (a) ϵf/D = Ub/D = 0.029, V/D = 0.14 e Uf/D = 0.029 (linha cheia), Uf/D = 0.043 (linha
tracejada), Uf/D = 0.057 (linha pontilhada); (b) Uf/D = Ub/D = 0.029, V/D = 0.14 e ϵf/D = 0.029
(linha cheia), ϵf/D = 0.043 (linha tracejada), ϵf/D = 0.057 (linha pontilhada); (c) ϵf/D = Ub/D =
Uf/D = 0.029 e V/D = 0.114 (linha cheia), V/D = 0.129 (linha tracejada), V/D = 0.143 (linha
pontilhada); (d) ϵf/D = Uf/D = 0.029, V/D = 0.14 e Ub/D = 0.014 (linha cheia), Ub/D = 0.029 (linha
tracejada), Ub/D = 0.036 (linha pontilhada).
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Caṕıtulo 4

Conclusão

Nesse trabalho foi proposto um hamiltoniano que descreve impurezas adsorvidas em

uma rede hexagonal tipo grafeno. A rede tipo grafeno foi modelada pelo hamiltoniano de

tight binding do grafeno [12] adicionado de um termo de Hubbard [45, 43, 44] em apenas

uma das sub-redes. A impureza foi descrita conforme o modelo de Anderson [40].

Esse hamiltoniano foi resolvido por meio da técnica de equações de movimento apli-

cada a funções de Green retardadas. A partir das funções de Green do sistema, pôde-se

encontrar a média do número de ocupação, a magnetização e a condutância adimensional

(segundo a aproximação de Kubo para um sistema de ponto quântico) da impureza.

Essas grandezas foram calculadas para duas aproximações do termo da média de

ocupação da sub-rede B (⟨nbk⃗σ⟩). Na primeira aproximação ⟨nbk⃗σ⟩ foi aproximado pelo

valor obtido em uma rede tipo grafeno sem impureza e calculado em pontos próximos aos

cones de Dirac do grafeno, onde tΦ(k⃗)
Ub

≪ 1, além de considerar a temperatura aproxima-

damente zero. Na segunda aproximação, o termo ⟨nbk⃗σ⟩ foi considerado constante para

qualquer valor de k⃗, também em temperatura nula.

Os valores numéricos das grandezas escolhidas foram obtidos por meio de um programa

escrito em linguagem Fortran, onde a média do operador número é calculada de forma

autoconsistente. Dados os parâmetros de interação de Hubbard na sub-rede B (Ub),

interação de Hubbard da impureza (Uf ), interação de hibridização (V ) e a energia cinética

do elétron da impureza (ϵf ), a média de ocupação da impureza (⟨nfσ⟩) e a condutância

adimensional (G/G0) foram apresentadas em função do potencial qúımico (µ) onde os

gráficos encontrados mostram a formação de momento magnético localizado para certos

valores dos parâmetros iniciais e do potencial qúımico.
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Desses, o único dos parâmetros que não afetou a formação de momento magnético

foi Ub. Supõe-se que esse comportamento é devido às aproximações usadas como, por

exemplo, considerar que a impureza não afeta a média de ocupação da sub-rede B e

o limite de k⃗ próximo aos pontos de Dirac. Notou-se que as condições de formação

de momentos magnéticos são diferentes comparadas ao modelo de impurezas em metais

onde não há magnetização para valores de µ < ϵf . A largura da região de magnetização

aumenta conforme aumenta o valor de Uf , translada para valores maiores de µ conforme

aumenta o valor de ϵf e é pouco afetada pelos valores de V e Ub.

O gráfico da condutância adimensional em função de µ mostrou picos com valores

finitos e quando comparado com a média do número de ocupação é posśıvel associar a

localização desses picos aos valores de µ onde há transição da fase magnética para a não

magnética e vice-versa. Isso sugere que a condutância adimensional pode ser usada para

determinar se há ou não uma magnetização, já que são vistos dois picos de condutância

quando há possibilidade de magnetização e somente um caso contrário, além do mais, a

magnetização é diferente de zero na região entre os picos de condutância. Foi constatado

que todos os parâmetros alteram a amplitude de pelo menos um dos picos de condutância.

Por fim, fica a perspectiva de um estudo de Teoria de Funcional de Densidade de

impurezas em uma rede favo de mel com interações de Hubbard heterogêneas, para fins

de comparação com o modelo apresentado.
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