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RESUMO

Nesta tese vamos considerar variedades Riemannianas imersas isometricamente em uma
variedade semi-Riemanniana de curvatura seccional constante. Estabelecendo uma co-
nexao entre campos concirculares e campos conformes, bem como supondo que nossas
variedades Riemannianas sao totalmente umbilicas, vamos determinar uma estrutura
de quase soliton de Ricci nelas. Além disso, vamos apresentar uma manifestacao do

Teorema de Tashiro neste contexto e assim vamos construir varios exemplos concretos.

Palavras-chave: Quase solitons de Ricci, Campos conformes, Campos concirculares,

Hipersuperficies totalmente umbilicas.



ABSTRACT

In this thesis we will consider Riemannian manifolds isometrically immersed in semi-
Riemannian manifolds with constant sectional curvature. By establishing a connection
between concircular fields and conformal fields, as well as by assuming that our Rieman-
nian manifolds are totally umbilical, we will determine a Ricci almost soliton structure
on them. In addition, we will study a manifestation of the Tashiro’s Theorem in this
context by means of which we will construct three new examples of gradient Ricci almost

solitons.

Keywords: Ricci almost soliton, Conformal fields, Concircular fields, Totally umbilic

hypersurfaces.
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Introducao

A questao que relaciona hipersuperficies totalmente umbilicas e campos vetoriais con-
formes foi investigada pelos autores Kim et al. [23]|, onde eles obtiveram os seguintes
resultados: Todo campo conforme de uma hipersuperficie totalmente umbilica conexa
em um espago-forma semi-Riemanniano de curvatura seccional constante é obtido como
projecao tangente de um campo conforme do espago ambiente. Estabeleceram tam-
bém uma conexao entre campos concirculares e campos conformes, o que os permi-
tiu fazer uma descrigao completa de campos conformes de hipersuperficies totalmente
umbilicas em espagos-formas semi-Riemannianos. Produziram também um resultado
afirmando que se uma hipersuperficie semi-Riemanniana conexa em um espagco-forma
semi-Riemanniano de curvatura seccional constante carregando um campo conforme,
tal que a sua projecao tangente ¢ um campo conforme na hipersuperficie, entao ocor-
rem dois casos mutualmente exclusivos: ou a hipersuperficie é totalmente umbilica ou o
campo conforme restrito a hipersuperficie s6 tem parte tangente (Kim et al. [23, p.672,
Teorema 1]). Nisso, fomos levados a pensar no seguinte problema para dar origem a
esta tese: O que acontece se tivermos uma hipersuperficie carregando uma estrutura de
quase soliton de Ricci obtida pela projecao tangente de um campo conforme do espago
ambiente, sendo um espaco-forma de curvatura seccional constante? Poderia ocorrer

algo semelhante ao que acontece no artigo de Kim et al. [23]7 Qual seria a diferenga?

No decorrer da investigacao deste problema, assim como no trabalho de Kim et
al. [23], percebemos que a componente normal do campo conforme do espago ambiente é
uma fung¢ao angulo que se comporta como um campo escalar concircular especial. Nisso
fomos atraidos a estudar a teoria dos campos concirculares que foram originados pela
teoria das tranformacgoes concirculares, que sao transformacoes conformes que preservam
circulos geodésicos, questao natural e classica de geometria Riemanniana e exaustiva-
mente estudada por muitas pessoas. A principal ferramenta para estudar esta teoria

passou a ser o conceito de campos escalares concirculares. Em 1965, Tashiro [37] cole-



tou alguns dos fatos conhecidos até entao, bem como comprovou alguns novos resultados
nesse sentido. Entre outras coisas, ele provou um teorema que revelou a estrutura das va-
riedades que admitem campos escalares concirculares, que é o Teorema 1.2 (Tashiro 37,

p.252, Teorema 2|) que vamos exibir no Capitulo 1.

Nesta tese exploramos uma nova aplicacao do Teorema de Tashiro em um contexto
um pouco mais rico do que o contexto do trabalho de Tashiro. O apice desta tese é
uma aplicagdo do Teorema de Tashiro (Teorema 1.2) no contexto dos quase sélitons de
Ricci imersos em uma variedade semi-Riemanniana. Esta aplicacao sera percebida da
seguinte maneira. Comegamos considerando uma variedade Riemanniana n-dimensional
M isometricamente imersa na variedade semi-Riemanniana (n + 1)-dimensional M. Em
seguida, provamos que se M é uma hipersuperficie Riemanniana umbilica e completa
em uma variedade semi-Riemanniana M de curvatura seccional constante, entdo todo
campo que determina uma estrutura de quase soliton de Ricci para M pode ser obtido
como componente tangente de um campo conforme no espago ambiente M. E este ultimo
fato que constitui uma ligagao para o espaco dos campos que determinam uma estrutura
de quase so6litons de Ricci. Mais precisamente, estudamos as condigoes que relacionam
um campo que determina uma estrutura de quase sélitons de Ricci para M com um
campo conforme em M. E esta relacdo que nos permitira obter uma classificacdo de
quase solitons de Ricci imersos no espirito do Teorema de Tashiro [37, p.252, Teorema
2]. A aplicagao do Teorema de Tashiro no contexto de quase solitons de Ricci imersos é
mais restrita do que o resultado de Tashiro, sendo que o Teorema de Tashiro consiste em
cinco tipos de variedades diferentes, enquanto que a nossa classificacao é mais reduzida

a trés tipos diferentes.

A tese esté organizada da seguinte forma: O Capitulo 1 contém os conceitos neces-
sérios para o entendimento do que sera tratado nos capitulos posteriores. No Capitulo 2
sao provados quatro importantes lemas que sao usados fortemente na demonstracao de
um dos teoremas do Capitulo 3, a saber, o Teorema 3.1. No Capitulo 4, elaboramos dois
exemplos e uma observagao que sao captados pelo Teorema 3.1 e também comentamos
a relagdo do Teorema 3.1 com os teoremas feitos no artigo de Aquino et al. [2]. No
Capitulo 5 apresentamos o Teorema 5.1 e elaboramos trés exemplos muito importantes
que, além de intrinsecamente interessantes, também sao usados na prova do Corolario

5.1, que é a manifestacao do Teorema de Tashiro em nosso contexto.



Capitulo 1

Preliminares

Como fica evidente no titulo e na introducao, o contexto desta tese é uma mistura
de algumas sub-areas da geometria diferencial. Por esta razao, e por uma questao de
clareza, esbocamos rapidamente neste capitulo preliminar algumas concepcoes bésicas
da geometria semi-Riemanniana, a teoria das subvariedades e a teoria de quase so6litons
de Ricci, bem como discutimos a teoria das transformagoes concirculares, as quais deram
origem aos campos concirculares. Nao nos detemos, no entanto, em discussoes a respeito
de quaisquer nogoes da geometria Riemanniana; porém estas serao apresentadas no

Apéndice, para aquele leitor sem muita familiaridade com o contetdo.

1.1 Nocgoes Basicas de Geometria Semi-Riemanniana

e Um Pouco da Teoria das Subvariedades

Nesta secao, faremos uma apresentacao de dois topicos basicos de Geometria Diferencial:
nocoes de geometria semi-Riemanniana e um pouco da teoria das subvariedades. Na
parte da teoria de geometria semi-Riemanniana, vamos apenas discutir seus elementos
bésicos, como por exemplo métrica, conexao e curvaturas, sempre nos preocupando em
fazer uma oportuna comparagao com a geometria Riemanniana. A diferenga notoria
entre as geometrias Riemanniana e semi-Riemanniana é a questao do indice da métrica
numa variedade diferencidvel. Quanto & parte da teoria de subvariadades, vamos dar
atencao as hipersuperficies tipo-espaco em uma variedade semi-Riemanniana, isto é, &
teoria de imersoes isométricas de uma variedade Riemanniana em uma variedade semi-
Riemanniana. Para deixar claro, nao iremos exibir todos os detalhes sobre tais teorias,

pois nosso objetivo é apenas apresenté-los ao leitor, para que ele possa seguir a leitura



do trabalho da maneira mais natural possivel. Caso se queira saber mais detalhes de
geometria Riemanniana, recomendamos as referéncias Carmo [9], Petersen [34] e Lee 28]
e os detalhes de geometria semi-Riemanniana e de teoria das subvariedades, a referéncia
O’Neill [33]. Para o leitor fazer um estudo de tais geometrias, ele precisa estudar a teoria
de variedades diferencidves ou suaves, e com essa fim ele pode consultar as referéncias

Lee [26, 27] e Brickell-Clark [7].

Ambas as geometrias, Riemanniana e semi-Riemanniana, estudam objetos abstratos
conhecidos como variedades diferenciaveis (ou suaves), as quais elas sempre estarao mu-
nidas de um tensor métrico. Tais variedades suaves munidas do tensor métrico vao ser
chamadas de variedades Riemannianas ou em geral de variedades semi-Riemannianas.
Na geometria Riemanniana, o tensor métrico tem indice zero, enquanto na geometria
semi-Riemanniana, tal tensor tem indice maior ou igual a zero. Podemos dizer que uma
variedade semi-Riemanniana é uma generalizacao de uma variedade Riemanniana, onde
as conexoes de Levi-Civita e os tensores curvatura sao expressos da mesma maneira,
contudo existem resultados que valem para o caso Riemanniano, mas nao valem para o

caso semi-Riemanniano. Para maiores informagoes consultar O’Neill [33].

Organizando notagoes, devemos sempre escrever uma barra superior para distinguir
o contexto semi-Riemanniano do contexto Riemanniano. Faremos toda a adaptacao
dos conceitos e propriedades que ocorrem em variedades Riemannianas para variedades
semi-Riemannianas. Agora vamos apresentar a defini¢ao de tensores, para chegarmos ao

conceito de variedade semi-Riemanniana.

—n—+1 . . ., . .
No que segue denotaremos por M uma variedade diferencidvel (n-+1)-dimensional
)
—n+1 ~ . . . —n+1 .
C>®(M" ") o espago das fungoes diferenciaveis definidas em M com valores reais,

. . . —n+1
X(M" ) o espago dos campos de vetores diferenciaveis reais em M e T,M 0

espaco tangente de WH no ponto p € MnH.

Definigao 1.1. Um (1,r)-tensor em uma variedade diferencidvel M ¢ uma aplicagao

T X0 x . x XA — x0T

/

-~

(r)
multilinear sobre o anel das fungoes diferencidveis C’OO(MnH). Em um (0,r)-tensor,
o contradominio é o COO(WH). Além disso, dados Yi,...,Y, € X(U), pede-se que
T(Yy,...,Y,) seja uma funcgao diferencidvel em um aberto U C M e seja C(U)-

linear em cada varidvel, isto €,

Ty, ..., fX+hY,. . Y,)=fT(Yi,....X,....Y, )+ hT(Y1,....Y,....Y,),



para todo X,Y € X(U) e f,h € C™(U).

.~ L . . .. a5ntl
Definicao 1.2. Um tensor métrico g em uma variedade diferencidvel M ¢ um (0,2)-
L, ——n+1 — . 5+l . .
tensor simétrico em M~ tal que g, € nao-degenerado para todo p € M, isto é, uma
A . ——n+1 _
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto escalar g, no espago

—n+1 . . .
tangente T, M que varia diferenciavelmente.

.~ . . . . . . .. —n+1
Definicao 1.3. Uma variedade semi-Riemannana é uma variedade diferencidvel M
. L, - _ .. n+1 —
munida de um tensor métrico g de indice constante em M . Neste caso, § € uma
L. . . . —n+1 B —n+1 _ . .
métrica semi-Riemanniana em M e denotar-se-a por (M, q) uwma variedade semi-

Riemanniana.

Em particular, se para cada p € Mnﬂ, g, ¢ positivo definido, dizemos que g é uma
métrica Riemanniana de M ¢ que (M”H,g) ¢ uma variedade Riemanniana.

Vale relembrar que para cada p € MnH, g, €

(a) positivo (negativo) definido, se para todo v € TpMnH, tal que v # 0, tem-se
9,(v,v) >0 (< 0);

(b) positivo (negativo) semi-definido, se g,(v,v) > 0 (< 0), para todo v € TPWH;

(c) ndo-degenerado, se para todo w € TPWH, g,(v,w) = 0, implica que v = 0.

Além disso, dizemos que um vetor nao-nulo v € TPWH é:

(i) tipo-espago, se g,(v,v) > 0;

(ii) tipo-tempo, se g,(v,v) < 0;

(iii) tipo-luz, se g,(v,v) = 0.

Para cada p € Mnﬂ, o indice de g,, denotado por T, é 0 maior ntmero inteiro
que é a dimensao de um subespaco vetorial de TPWH, no qual g, restrito a esse sub-
espago ¢ negativo definido. Enquanto que a assinatura de g, é o par (n+1—7171).
Consequentemente, 0 <7 <n+1e 7 =0 se, e somente se, g, ¢ positivo semi-definido.

E sabido que o valor de 7 é constante em cada componente conexa da variedade
—n+1 . ~ ——mn+1l . . .
M . Em especial, se 7 = 0, entao M ¢ uma variedade Riemanniana e se 7 =1 e

n+ 1 > 2, dizemos que M 6 uma variedade de Lorentz.

Quando necessario, adotaremos a notagao M:H para uma variedade semi-Riemanniana
(W“,g) de indice 7, onde 0 < 7 < n + 1. Podemos relacionar explicitamente o tensor
métrico g com o indice 7 da variedade. Isto pode ser feito da seguinte maneira: Consi-
dere R™! o espago semi-FEuclidiano com o tensor métrico canénico g de indice 7, onde

0 <7 <n+1. Dado um sistema de coordenadas locais, considere sua base coordenada



padrao {0, ...,0,11}. Entdo a métrica candnica semi-Euclidiana g é escrita da forma

n+l—7 n+1
g= dx? — Z dx?
=1 i=n+2—7
Isto é,
0, se 1#j
Gy = 1, se i=3,4,j=1,....n+1—7
-1, se 1=3,4,j=n4+2—7,...,n+1

Observe que tal base coordenada {0y,...,0,11} forma um referencial ortonormal na
métrica §. Escreva para cada i = 1,...,n+ 1, &; = g;; = §(9;,0;). Entao ¢; = 1, se

1=1,...n+1—7,eg;=—-1,8et=n+2—71,...,n+ 1.

Em particular, denotamos por Ryt o espago Buclidiano R™*! e por R o espaco

de Lorentz "1,

Observacao 1.1. Uma variedade diferencidvel sempre possui uma métrica Riemanni-
ana, contudo nem sempre possui uma métrica semi-Riemanniana, devido as obstrugoes

topologicas.

Uma vez que uma variedade diferenciavel tem uma métrica semi-Riemanniana, é
garantida a existéncia e a unicidade de uma conexao afim, simétrica, compativel com
a métrica, chamada conezdo de Levi-Civita, a qual denotaremos por V, que é til para
definir derivagao covariante de campos e de tensores, conforme veremos a seguir. Para

maiores detalhes consultar O’Neill [33, p.61, Teorema 11].

Definigao 1.4. A derivada covariante de um (1,7)-tensor T é um (1,7 + 1)-tensor VT

dado por

VT(X,Yi,....Y,)=Vx(T(Y1,....Y;)) = T(VxYy,....Y,) —... = T(Y1,...,VxY,). (1.1)

Para cada X € %(WH), define-se a derivada covariante VxT de T em relacio a

X como um tensor de mesma ordem que T' dado por
VxT(Ya,...Y,) =VT(X,Y},....Y,).

Analogamente a derivada covariante de um (0, 7)-tensor T é um (0,7 + 1)-tensor VT’

dado como em (1.1).



No que segue, considere o (1, 1)-tensor V7 : %(M”“) — %(WH) dado por VZ(X) =

VxZ. Assim, pela Defini¢do 1.4, teremos o (1, 2)-tensor dado por
ViyZ = VVZ(X,Y)
= Vx(VZ(Y)) - (VZ)(VxY)

= VxVvZ-Vg 7, (1.2)

para todo X,Y € %(WH). Analogamente,

VyxZ = VwVxZ - Ve, 2. (1.3)

Subtraindo (1.3) de (1.2) obtemos, para cada Z € %(M”“), o (1,2)-tensor dado por
VivZ —VyxZ =VxVyZ =y VxZ - Vixy Z
Fazendo Z variar na equacao anterior, uma conta direta mostra que teremos um
(1, 3)-tensor. O que motiva a definigdo seguinte.
Definicao 1.5. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O tensor curvatura de
Riemann € o (1,3)-tensor

R0 x x(0I) < x(M) — 21

dado por
R(X,Y)Z = —(VxyZ = VyxZ) = VyVxZ - VxVy Z + Vixy 2.

Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0,4)-

tensor
—n+1

R: x0T x 20y xx(0 Yy x x0T — o>@1r

dado por
R(X,Y, W) = g(R(X,Y)Z,W).

O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades:
(i) R(X,Y,ZW)=-R(Y,X,ZW)=R(Y,X,W, Z)

(i) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)

(i) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 (primeira identidade de Bianchi)



A partir do tensor curvatura definiremos os seguintes entes geométricos:

Definicao 1.6. Seja M uma variedade semi-Riemanniana (n 4 1)-dimensional e p
um ponto de M. A curvatura seccional K(z,y) sequndo um subespaco bidimensional
IT do espaco tangente TPWH, onde x,y € Il sao vetores linearmente independentes, €

definida por:

T T,Y)r,y
Rlay) - — w0
9(z, 2)g(y,y) — g(z,y)
Segue-se da Algebra linear que esta definicio ndo depende da escolha dos vetores line-

armente independentes z,y € II. Além disso, para uma base ortonormal {ej, ... e,41}

de TPWHH , temos

K (ei,e;5) = g(R(es, €5)ei,e5) = Rlei,ej, €5, ¢5).

O leitor pode encontrar a prova do fato acima em O’Neill 33, p.77, Lema 39].

Proposicao 1.1. Sejam M wma variedade semi-Riemanniana e pE M e !
tem curvatura seccional constante igual a ¢, entao
——n+1 - . ——n+1
para todo x,y,z,w € T,M , onde R € o tensor curvatura de M~ .
Demonstracao. Ver O'Neill [33, p.80, Corolario 43|. ]

Definicao 1.7. Definimos o tensor curvatura de Ricci de uma variedade semi-Riemanniana

——n+1 - ; "
M como o trago do tensor curvatura de Riemann. Isto €, se{ei1,...,enp1} CT,M

€ uma base ortonormal e e; = G(e;, e;) = £1, entao para todo x,y € TM”H

n+1 n+1

chxy 2519 (e;,x)ei,y Z&g (ei,y)es, x),

onde a ultima igualdade seque do item (ii) das propriedades do tensor curvatura. Por-

tanto, Ric € um (0,2)-tensor simétrico.
—n+1 . _ ~ .y,
Se M tem curvatura seccional constante ¢, entao o seu tensor de Ricci é dado por

Ric =¢ng. (1.4)



De fato, segue da Proposicao 1.1 e da Defini¢cao 1.7 que

n+1

Ric(z,y) Zelg (i, 7)es,y)

= E{Z&?(:U,y g(e;, e;) Z&g €i, Y ifez)}
= ¢{(n+1g(z, )—g(%y)}
= Eng(m,y),

para todos x,y € TpMnH

Definicao 1.8. A curvatura escalar de M ¢ uma fungdo S € COO(M”H) dada por

n+1
S = ZRZG(@Z’ e;) = ZZK(eZ, €;),
i=1 1<j

_ . . —n+1
enquanto que s = € a curvatura escalar normalizada de M

(n+1)n

Agora faremos um breve resumo da teoria das subvariedades, mais precisamente,
sobre hipersuperficies tipo-espaco em uma variedade semi-Riemanniana. Para isso, va-
mos denotar por (M",g) uma variedade Riemanniana n-dimensional com métrica g e
por (M”“,g) uma variedade semi-Riemanniana (n + 1)-dimensional com métrica g.
As conexdes de Levi-Civita correspondentes serdo denotadas por V e V, respectiva-
mente, assim como os tensores curvatura correspondentes serdo denotados por R e R,
respectivamente. Com isso, denote uma imersao isométrica da primeira variedade na
ultima por f : (M™,g) — (Mn+1,§), isto ¢, para cada ponto p € M", df, ¢ injetiva e
9p(X,Y) = Gy (dfp(X), dfp(Y)), para todos X,Y € T,M". Normalmente omitiremos
escrever explicitamente as dimensoes das variedades, pois acreditamos que isso nao deve
causar muita confusdo. Seja X(M) o anel dos campos de vetores tangentes suaves em
M, N o campo de vetores normais unitdrios em M, A : X(M) — X(M) o operador de
forma (ou operador de Weingarten) e a : X(M) x X(M) — X(M)* a segunda forma

fundamental da imersao f. Entao, as seguintes relacoes sao bem conhecidas:

Formula de Gauss.

VxY =VxY +a(X,Y).

Foérmula de Weingarten.

VN = —AX.



Equacao de Weingarten.
J(a(X,Y),N)=g(AX,Y).

Adotamos a seguinte notagao padrao: Escrevemos {ey,...,e,, N} para o referencial
adaptado & imersao f e exy = g(IN, N) = £1 para o sinal do campo de vetores normais
unitarios N a M. Se ey = 1, temos uma hipersuperficie Riemanniana imersa em uma
variedade Riemanniana com a orientacao padrao e se ey = —1, temos uma hipersuper-
ficie tipo-espaco imersa em uma variedade semi-Riemanniana temporalmente orientada,
isto é, munida de um vetor tipo-tempo, que no caso é o N. Para o caso ey = 1, defini-
mos a funcao curvatura média da imersao f por H = %tr(A) e para o caso ey = —1,
definimos a funcao curvatura média da imersao f por H = —%tr(A). Assim, em ambos
os casos definimos a fungdo curvatura média da imersao f por H = =Xtr(A). Enquanto
que H=HN = 2ir(A)N = 2tr(a) ¢ o vetor curvatura média de f.

As equagoes de Gauss e Codazzi para a imersao f serao de suma importancia para

nossas consideragoes. No contexto semi-Riemanniano eles 1éem como segue.

Equacao de Gauss. O’Neill [33, p.100, Teorema 5/

FRX,VZ,W)=g(RX,VZ,W) —g(a(X, Z),a(Y,W)) +G(a(Y, Z), a( X, W)).

Equacao de Codazzi. O’Neill [33, p.115, Proposi¢ao 33/

(RIX,Y)Z)" = (Vya)(X, Z) = (Vxa)(Y, Z).

Note que a equagao de Gauss pode ser reescrita como
GRX,Y)Z, W) =g(R(X,Y)Z, W) — eng(AX, Z)g(AY, W) + eng(AY, Z)g(AX, W),
enquanto que a equagao de Codazzi pode ser reescrita como
—(R(X,Y)N)" = (VyA)X — (VxA)Y.

Quanto ao referencial adaptado {ey, ..., e,, N} & imersdo f : (M,g) — (M,q), conside-

rando &; = g(es,e;) = £1 e ey = g(N,N) = %1, o tensor curvatura de Ricci de M é
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definido por
Ric(X,Y) = Zezg (ei, X)ei Y) + eng(R(N, X)N,Y)
= Zslg R(X, )Y, ;) + eng(R(X, N)Y, N),
enquanto que o tensor curvatura de Ricci de M ¢é definido por
Ric(X,Y) Ze,g (e;, X)e;, Y Ze,g R(X, €)Y, e;).
Entao, contraindo a equacao de Gauss obtém-se

Ric = Ric+enQy —nHA + ey A?, (1.5)

onde Qx(-,-) = g(R(-, N)-, N). Agora, se o espago ambiente (M"H(E),g) ¢ uma varie-
dade semi-Riemanniana com curvatura seccional constante ¢, segue da Proposicao 1.1

que Qy = encg. De fato,

QN(X,Y) = g(E<X7N)Y7N)
= E{E(X,Y)E(N,N) _§<N7Y)§(X7 N)}
= €NEg(X7Y)‘

Assim, pela Eq. (1.4), temos que a Eq. (1.5) reduz a
Ric=¢(n —1)g+nHA — ey A* (1.6)

Definigao 1.9. Dizemos que uma imersao isométrica f : (M", g) — (Mnﬂ,g_y) € total-

mente umbilica, se existe um campo de vetores normais ¢ € X(M)* tal que
a(X,Y) =g(X,Y)(,
para todos X, Y € X(M).
A Defini¢ao 1.9 é equivalente as seguintes afirmacoes:

e ( = H, ou seja, a(X,)Y) = g(X, Y)ﬁ, onde H é o vetor curvatura média de f,
para todos X,Y € X(M);

e G(a(X,Y),N) = eyHg(X,Y), para todos X,Y € X(M), onde H ¢é a fungao

curvatura média de f;
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e Existe uma fungao z suave em M™ tal que A = zI, onde I é o operador identidade
sobre X(M). Tal fungao z é chamada de fator de umbilicidade. Além disso, z =

enH, ou seja, A=cecyHI.

. =+l . © D .
Neste caso, se o espa¢o ambiente (M (¢),g) ¢ uma variedade semi-Riemanniana com

curvatura seccional constante ¢, segue da equagao de Codazzi que H é constante.

1.2 Descricao dos Campos Conformes em Espacos Semi-

Euclidianos

Nesta secao, faremos comentarios sobre o trabalho dos autores Kim et al. [23], onde eles
descreveram a construgao dos campos vetoriais conformes do espaco semi-Euclidiano
com indice qualquer, motivados por um resultado provado por eles. Cujo o enunciado é

o seguinte:

Teorema 1.1. Kim et al. [23, p.675, Teorema 3] Seja M™ uma hipersuperficie total-
mente umbilica conexa de um espago-forma semi-Riemanniano MZH(E). Entao todo
campo vetorial conforme em M™ pode ser obtido como parte tangente VT de um campo
vetorial conforme V' em MZH(E). Além disso, para todo campo vetorial conforme W em

. L. . —n+1,_ .
M™ eziste um unico campo vetorial conforme V- em M, (¢) que satisfaz V|ym = W.

O Teorema 1.1 vai ser de grande motivacao para as discussoes do Capitulo 3 que
desempenharao importante papel nas discussoes do Capitulo 4. Em vista disso, vamos
comegar a definir o que ¢ um campo conforme de vetores em uma variedade semi-

Riemanniana.

Definicao 1.10. Dada uma variedade semi-Riemanniana (M,g), um campo de vetores
V e %(W) € chamado conforme com respeito a métrica g, com fator conforme o €

C>=(M), quando a sequinte equagdo ocorre
‘CVE =20 g
Se (M(¢),g) é uma variedade semi-Riemanniana (n + 1)-dimensional com curvatura
seccional constante ¢, entao temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.2. Se V € X(M(2)) é um campo conforme de vetores na métrica g, com

fator conforme o, entao

Hesso = —¢co7q.
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Demonstracao. Desde que M (¢) é uma variedade semi-Riemanniana (n+1)-dimensional
carregando um campo de vetores conformes V' com fator conforme o, temos duas for-

mulas bastante exploradas no contexto semi-Riemanniano, a saber,

LRic = —(n — 1)Hesso — Aog (1.7)
e
L3 2 Ko 95 (1.8)
7S = — o — 250 .
v n+1 ’
onde Ric é o tensor de Ricci, Hesso é o Hessiano de o, Ao é o Laplaciano de o na métrica
ges= %, onde 5 e S denotam a curvatura escalar normalizada e a curvatura escalar

nao-normalizada, respectivamente. O leitor podera encontrar as formulas (1.7) e (1.8)

nas referéncias Yano [41, 40].

Por outro lado, desde que M (¢) tem curvatura seccional constante ¢, entdo 5 = C.
Além disso,

Li7Ric = 2enog (1.9)

Ly5=0. (1.10)

Assim, comparando as formulas (1.7) e (1.8) com as formulas (1.9) e (1.10), temos

(n —1)Hesso = —2enog — Aog (1.11)

e
. 1Za = —2co. (1.12)
Substituindo (1.12) em (1.11), concluimos a prova da Proposi¢ao 1.2. O

Agora estamos prontos para discutir a ideia da construcao dos campos de vetores
conformes nos espagos semi-FEuclidianos. Vamos considerar o espaco semi-FEuclidiano
(R™,g) com o tensor métrico g = >, da? + &,11da?,,, onde €, = £1. Note que,
se enp1 = 1, (R™1,g) é o espaco Euclidiano R"™! e se g,,,1 = —1, (R",g) é o espaco
de Lorentz L"*1. Se V ¢ um campo vetorial conforme em R™*!  isto ¢, L3¢ = 207,
entao, como a curvatura seccional ¢ do espago semi-Euclidiano é igual a zero, temos pela

Proposicao 1.2 que Hesso = 0, que implica

n+1
o(T) =021, .., 2un1) = Y iz + B =g(@,7) + B, (1.13)
i=1
para todo T = (z1,...,7,41) € R" onde @ = (ay,...,E4110041) € um vetor constante

em R"™! e B é uma constante real.
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Considerando a base coordenada {0, ..., 0,41} do R*™! temos
(‘Cvg)ij = 20@]’,

onde
0, se i#j
?ijz 1, se Z:j, i,jzl,...,n
€nt1, S 1=J=n-+1

Se 1 = j, entao

e (1.14)
g(van-HVa an+1) = &n+10.
Se i # 7, entao
(Vo V,0;) = =g(Va,V,0;). (1.15)
Sabendo que V é a derivada usual de R™*! na métrica g, podemos reescrever as equacoes
(1.14) e (1.15), respectivamente como:
y(&v, &) = 0
e (1.16)

y(an—&-lvvan-i-l) = &n410

e
Escrevendo V = (Vi,...,Vai1), entdo a equagao (1.16) passa a ser
OVi=o i=1,... . n+1, (1.18)

enquanto que a equagao (1.17) se traduzird como

e (1.19)

an+1‘/j = —€n+1(9jVn+1, j 7’é n + 1, ] = 1, oo, n.
Segue da equagao (1.18) que
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Decorre das equagoes (1.18) e (1.19) que

0;0;V; = —0,0,V; =—0;0;,V; = —0;0
= —oj, 1# 7, 1,5=1,...,n,
Ont10p11V; = —€31100410;Viia
= —£p4+10;0n11 Vi
= —ep4100

= —&pt10y, ]%n—l—l, jzl,

aiaiVnJrl = —€n+18¢3n+1vi
= —€n410n+10;V;

= _5n+1an+10-

= —E&p+10n+1, Z#n—i‘l, Z:17

&@Vk:O, 275]7&/{, Z,j,kzl,,n—l—l

Integrando a primeira equagao de (1.21) com respeito a x;, temos que

OVy = —aja; + i,

onde ¢; é uma funcao que nao depende de x;.

Derivando a equagdo (1.23) em relagdo a x;, temos que
0,0;V; = 0;¢;.
Por outro lado, devido & equagao (1.20), obteremos
0j¢i = Q.
Integrando (1.24) com respeito a z;, chegamos a
¢ = aixj + ¢j,

onde ¢; é uma funcao que nao depende de x; e nem de x;.
J J

Assim, a equagao (1.23) se nos apresentara como

&LV] = —Oéjl’i + Oé,;l’j + ij.

Derivando a equagao (1.25) em relagdo a xy, para todo k # i # j, chegaremos a

Ok0;Vj = O
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Pela equagao (1.22), teremos 0y¢; = 0. Assim, ¢; ndo depende de nenhum xy, para todo

k #1i# j. O que implica em ¢; = b;; ¢ uma constante real. Assim, (1.25) assumira
(97,‘/; = OéiiL'j — OéjfL‘i + bji7 (126)

para todo 7 # j, 7,5 = 1,...,n, onde b;; € R.

Integrando a segunda equagao de (1.21) com respeito a x, 1, teremos

Op1Vj = —€n11QTns1 + Py, (1.27)

onde ¢, ¢ uma fungao que nao depende de x,, .

Derivando a equagao (1.27) em relagao a z;, chegaremos a
0;0n41Vj = 0jdn11.
Por outro lado, a equagao (1.20) nos fornecera
01 = ns1. (1.28)
Integrando (1.28) com respeito a x;, poderemos escrever
Pn1 = 15 + O,

onde ¢; ¢ uma fungao que nao depende de x; e nem de x,41.

Assim, a equagdo (1.27) assumira a forma
Ont1Vj = —€n110Tpi1 + Qpi1®j + §j. (1.29)

Derivando a equacao (1.29) em relacao a z;, para todo i # j # n + 1, chegaremos a
relagao

aianﬂv} = ai¢j-

A equagao (1.22) nos informa que 0;¢; = 0. Portanto, ¢; nao depende de nenhum z;,
para todo ¢ # j # n + 1. O que implica em ¢; = b; 11 é uma constante real. Assim,

(1.29) devera ser escrita como
Ont1Vj = 01 — En 10Tyt + bjngs (1.30)

para todo j #n+1, j=1,...,n, onde b;,4+1 € R.

Integrando a terceira equagao de (1.21) com respeito a z;, teremos obtido

OiVoy1 = —Enp10m 175 + ¢, (1.31)
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onde ¢; é uma funcao que nao depende de z;.

Derivando a equagao (1.31) em relagdo a x,41, obtemos
On+10iVy11 = Opi1 i
Por outro lado, a equagao (1.20) nos fornece também
Onsri = . (1.32)
Integrando (1.32) com respeito a x,.1, chega-se a relagao
Gi = QiTpy1 + Onyt,

onde ¢,,1 é uma fungao que nao depende de x, 1 e nem de ;.

Portanto, a equagao (1.31) sera escrita como
OiVii1 = —€ni1Qni1%; + QTpi1 + Gpgr- (1.33)
Derivando a equacao (1.33) em relacdo a x;, para todo j # i # n + 1, encontraremos
0;0;Vit1 = 0;0n41.

Pela equacao (1.22), tem-se 0;¢,4+1 = 0. Portanto, ¢,41 nao depende de nenhum z;,
para todo j # ¢ # n+ 1. O que implica em ¢, 41 = b,11, € uma constante real. Assim,

(1.33) estara assumindo a forma
OiVot1 = QiTpi1 — Ent10n11%; + by 4, (1.34)

para todoi #n+1, i =1,...,n, onde b,11; € R e segue das equagoes (1.19) e (1.26)
que

bij + bji = 0, (1.35)
para todo i # j, 4,7 = 1,...,n e segue das equacoes (1.19), (1.30) e (1.34),
bint1 + Eny1bniri = 0, (1.36)

paratodoi#n+1, i=1,...,n.
Segue da equagao (1.18) que

Vi =0 =g(@.7) + . (1.37)
Integrando (1.37) com respeito a z, encontra-se

Vi = oz, — %xf o, (1.38)
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onde d; é uma funcao que nao depende de z;.

Derivando (1.38) em relagao a x5, obtém-se a relagao
02V = aiay + 0907
Por outro lado, a equagao (1.26) nos fornecera
0201 = —1 Xy + byo. (1.39)

Integrando (1.39) com respeito a x5, chega-se a relagao

(8%
51 = —7125% + b12$2 + (52,

onde 05 é uma funcao que nao depende de x5 e nem de x.

Portanto, (1.38) assume a forma

« «
Vi=o0x1 — éﬁ — 71563 + bioxy + 0.

A ideia basica aqui é a de se repetir o processo para x3, depois x4, até se chegar a x, 1.

Q
Vi=o0x — é(x% oo 22) Fbwy + o+ by, + O, (1.40)

onde d,, depende somente de 1.

Derivando (1.40) em relagao a x,1, chegamos a relagao
an+1‘/'1 = Qp4121 + anJrl(sn-
Por outro lado, pela equagao (1.30),

8n+15n = —&p1+101Tpa + bl,n—‘,—l- (141)

Integrando (1.41) em relagao a ,1, temos

a
Oy = —€n+171$721+1 + 0101 Tns1 + O, (1.42)

onde d,,1 é uma funcao que nao depende de nenhum z;, para todo:=1,...,n+ 1, que

se torna, portanto, 6,1 ¢ uma constante real.

Podemos tomar d,41 = %4, onde 7, ¢ uma constante real. Assim, (1.42) se reescreve

como
71

«
6n = —&p+1 71Q32L+1 + b17n+1$n+1 + 3 (143)
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Portanto, (1.40) assume a forma

1o}
Vi=0x,— El(z% +...+ xi + 5n+1$i+1) + b1y + . ..+ b1y + b1 1 Tngr + % (1.44)

A equagao (1.44) pode ser reescrita como

Vi(@) = Vi(zy, ...y xpg1) = 0(T)xy — —g T) + Z bijx; + —. (1.45)
J#1

Similarmente, podemos obter

Vi(@) = Vi(zy, ..., xp41) = 0(T)z; — —g T,T)+ wamj =, (1.46)
J#i

paracadat=1,...,n.
Segue da equagao (1.18) que

8n+1Vn+1 =0 = §(5, E) + 6 (147)
Integrando (1.47) com respeito a x,1, temos

Oy,
Vn—H =0Tn4+1 — TJrl 721-1-1 + 5n+17 (148)

onde 0,41 € uma fungao que nao depende de x,11.

Derivando (1.48) em relacao a x;, chegaremos a
0 Vip1 = a1 Tpq1 + O10p41-
Por outro lado, pela equagao (1.34),
01041 = —Ent10n 4101 + bpg1 1. (1.49)

Integrando (1.49) com respeito a x4, ficaremos com a relagao

Ont1 72

5 1+ bng1,121 + 01,

5n+1 = —&ny1—5

onde d; é uma funcao que nao depende de z; e nem de x,,1.

Portanto, (1.48) sera escrita como

S W) 2
Vag1 = 0Tpy1 — €n+17(l‘1 + En1%5 1) + bng1121 + 01

Repita-se o processo para xs, depois x3, até se chegar a z,,. Ao se chegar ao sub-indice

n — 1, ter-se-a

Qn41
Vn+1 = 0Tn4+1—En+1—5

5 (55%4' . -+$i_1 +€n+1$i+1)+bn+1,1$1+- oAbt 11 051,

(1.50)
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onde d,,_1 depende somente de z,,.

Derivando-se (1.50) em relagao a x,,, chega-se a
OnVii1 = QnTpi1 + Onlp_1.
Por outro lado, a equagao (1.34) nos informa que
Onln—1 = —Ent10041Tpn + byj1p. (1.51)

Integrando-se (1.51) em relagao a x,,, obtém-se

Opt1
5n—1 = _5n+1nT+37i + bn-i—l,nxn + 5117 (152)
onde 9,, ¢ uma funcao que nao depende de nenhum x;, para todo¢=1,...,n+ 1, o que

torna, 9, uma constante real.

Podemos tomar 4, = 24, onde 7,41 ¢ uma constante real. Assim, (1.52) sera lida

como

Apt1 9 Tn+1
bn n+n .
7 T, + Ont1.nTy + 5

571—1 = —En+1

Portanto, (1.50) assumira o formato

an n
Vn+1 = 0Tp4+1 — €n+1T+1(33% + ...+ JZ'EL -+ €n+13§'i+1) + bn+1’133'1 + ...+ bn+1,n$n -+ 724-1
(1.53)
A equagao (1.53) sera reescrita como
V — V o — Ay, b Yn+1
wt1(T) = Vo (21, - Tpg1) = 0(T) o1 — Enpa 5 9(z,7) + Z nt1,j L5 + 5
j#n+1
(1.54)
Portanto, pelas equagoes (1.46) e (1.54) temos
— SN S .
V(Z)=0(@)T — §g(x, T)a+ BT + 37 (1.55)
onde @ = (a1, ..., 0, En1ns1) € 7 = (Y1, -+, VnsTnr1) SAO vetores constantes, o é

uma funcdo dada por (1.13) e B = [b;;] € uma matriz (n + 1) X (n + 1) com entradas

satisfazendo as equagoes (1.35) e (1.36) e b; = 0, para todo i =1,...,n+ 1.

1.3 Produtos Warped

Nesta se¢ao, vamos rapidamente discutir a definicao de produto warped, que é um
dos objetos bem conhecidos tanto no contexo Riemanniano como no contexto semi-

Riemanniano. Ele é bastante utilizado como protétipo para descrever exemplos de quase
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s6litons de Ricci, que vamos apresentar na Secao 1.4 deste capitulo. Produtos warped
estao presentes em muitos trabalhos importantes, como por exemplo no artigo de Pigola
et al. [35], no artigo de Feitosa, Gomes et al. [16], no artigo de Catino [10], na tese de
Freitas [17| e também no proprio trabalho de Tashiro [37].

Definigao 1.11. Sejam (B, gg) e (F,gr) variedades Riemannianas. Considere-se a
variedade produto M = B X F e sejam mg : M — B enwp : M — F as projecoes
canonicas de M sobre B e F, respectivamente. Defina-se uma func¢ao suave e positiva

f:B =R eum(0,2)-tensor simétrico em M por
9 =598+ (f o mB)*Tpgr, (1.56)

onde mgp € TRgr denotam o pull-back de gp pela aplicagao mp e de gr pela aplicagao
7R, respectivamente. O tensor (1.56) define uma métrica Riemanniana em M, isto é,
cumpre as condi¢oes de ser nao-degenerada e de ser positiva definida. Munindo M com
a métrica g, dizemos que M € o produto warped de B e F' com func¢ao warping f, e
denotamos M = B x; F'. Denominamos a variedade B a base e a variedade F' por fibra

do produto warped M.

O produto warped que vai servir para o nosso proposito é do tipo em que a base é

um intervalo da reta ou o proprio R. Neste caso, a métrica warped de M é da forma

g=dt* + (f(t)*7pgr,

onde a funcao warping f depende apenas do parametro real t. Este tipo de produto
warped vai servir de prototipo para os nossos Exemplos 5.1 e 5.2 do Capitulo 5, a saber,

os produtos warped R X R"! e R X pon: H? L.

Para finalizar esta secao, vamos mostrar que as variedades R X« R" ™1 e R X sop H" !
tém curvatura seccional constante igual a —1. Para isto, utilizaremos um fato sobre a
curvatura seccional do produto warped M™ = [ x; F™~! mais geral, onde I C R é um
intervalo aberto da reta, podendo ser o proprio R, e F»~! é uma variedade Riemanniana
(n — 1)-dimensional. Esse fato é o de que M"™ tem curvatura seccional constante se, e
somente se, F"~! tem curvatura seccional constante (veja Neto [31, p.162, Exercicio
13]). Este fato ocorre nos exemplos R Xt R"™1 e R X g, H" L. Além disso, denotando
por ¢ o valor da constante da curvatura seccional de M™ = I x ; F"~!, temos uma formula

que expressa ¢ (veja Neto [31, p.162, Exercicio 13]),

I

R (1.57)

C =
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onde f” denota a derivada ordinaria de segunda ordem da fun¢ao warping f. Tomando
sucessivamente f = e’ e f = cosht, concluimos que R X R" ! e R Xpen: H* ! sdo

variedades Riemannianas, com curvatura seccional constante igual a —1.

1.4 Quase Sélitons de Ricci

Nesta secao, faremos uma nota sobre quase solitons de Ricci. Para isso, vamos iniciar
com um pequeno comentario sobre solitons de Ricci, que sao solugoes auto-similares do
fluxo de Ricci, conceito introduzido por Hamilton [20]. Para maiores detalhes sobre fluxo

de Ricci, o leitor pode consultar as referéncias Chow-Ni [13] e Chow-Knopf [14].

Também pode-se definir um soéliton de Ricci considerando uma variedade Riemanni-

ana (M", g), com um campo de vetores X e uma constante A satisfazendo a equacao
1

Em conexao com isso, denotamos um soliton de Ricci por (M™, g, X, \). A equagao
(1.58) foi estudada pelos autores Pigola et al. [35] com a condi¢ao de que o parametro A
seja uma funcao suave em M™, onde eles se referiam a esta nova classe como um quase
soliton de Ricci. Assim como com o soliton de Ricci, denotamos um quase séliton de

Ricci por (M"™, g, X, \), que por defini¢ao é dado como segue.

Definicao 1.12. Uma métrica Riemanniana g em uma variedade suave M™ é chamada

um quase soliton de Ricci se o tensor de Ricci de g satisfaz a equacao
, 1
Ric + §£Xg = \g, (1.59)
para algum campo de vetores X e uma fungao soliton A : M™ — R.

Quando X é um campo de vetores gradiente de alguma funcao diferenciavel f :
M — R, a métrica g é conhecida como um quase séliton de Ricci gradiente, a funcao f
é chamada uma funcao potencial e X é chamado um campo potencial. Assim, a equacao
(1.59) ¢ expressa como

Ric+ Hessf = MAg,
onde Hessf denota o Hessiano da fungao potencial f. Denotamos um quase séliton de
Ricci gradiente por (M"™, g, f, \).
Destacamos neste momento que os quase solitons de Ricci que vamos considerar

nesta tese sempre serao completos, o que garantird a conexidade das variedades em

consideracao.
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Para n > 3, se X é um campo de vetores Killing, que por definicao é um campo
que satisfaz Lxg = 0, entao M é uma variedade de Einstein, que por definicao é uma
variedade que satisfaz a equagdo Ric = Ag. Neste caso, segue do Teorema de Schur (veja
Carmo [9, p.118, Exercicio 8|), que A é uma constante. Além disso, quando o campo X
¢ nulo ou a funcao potencial f é constante, o quase soliton de Ricci é trivial, enquanto
que um quase soliton de Ricci nao trivial esta associado a um campo de vetores X nao

nulo ou a uma funcao potencial f nao constante.

Pigola et al. [35] produziram um lema (veja Pigola et al. [35, p.10, Lema 1.1])
que permite construir uma estrutura de quase soliton de Ricci num produto warped
em que a base é um intervalo da reta ou o proprio R e as fibras sao variedades de
Einstein. Tal lema é de grande motivacao para elaboracao dos nossos Exemplos 5.1

I com a métrica

e 5.2. Assim, pode-se afirmar que a variedade do tipo R X e H™™
warped g = dt* + (cosht)?*ggn-1, em que ggn—1 ¢ a métrica padrao da variedade H" !
(vamos explanar sobre esta variedade antes de apresentar o Exemplo 1.1) tem uma
estrutura de quase soliton de Ricci com fungao potencial f(t) = senht e fungao soliton
A(t) = senht — (n — 1). No nosso Exemplo 5.2 vamos descrever uma estrutura de quase
soliton de Ricci em R X 0 H" ! & luz de nosso Teorema 5.1. Além disso, Pigola et al. [35]

apresentaram resultados de obstrucoes de quase sélitons de Ricci, isto é, variedades que

nao admitem estrutura de quase soliton de Ricci, como a variedade produto H? x H?2.

Barros-Ribeiro Jr. [5] estudaram os quase solitons de Ricci nao triviais compactos,
onde eles obtiveram teoremas de rigidez. Posteriormente Batista, Barros et al. [3] mos-
traram que um quase soliton de Ricci nao trivial compacto (M", g, X, \) com curvatura
escalar constante é isométrico a uma esfera S™ (vamos explicitar uma estrutura de quase
soliton de Ricci desta variedade no Exemplo 1.1). Além disso, concluiram que todo quase
soliton de Ricci nao trivial compacto é gradiente. Calvifio-Louzao et al. [8] denominaram
por quase soliton de Ricci proprio um quase soliton de Ricci em que a funcao séliton A

nao pode ser constante.

No decorrer do desenvolvimento da teoria de quase soélitons de Ricci, Feitosa, Go-
mes et al. [16] apresentaram uma condi¢do necessaria e suficiente para que um produto
warped de Einstein tenha um estrutura de quase soliton de Ricci gradiente. Catino [10]
provou que em todo ponto regular da funcao potencial f de um quase séliton de Ricci
gradiente (M™, g, f,\) localmente conformemente flat, existe uma vizinhanga na qual
(M™, g, f,A\) € localmente um produto warped com fibras de curvatura seccional cons-

tante.
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Com o passar do tempo, os quase soOlitons de Ricci foram estudados por muitos
autores também como subvariedades Riemannianas imersas isometricamente. Citando
apenas alguns, por exemplo, Barros et al. [4] estudaram imersoes isométricas de um
quase soliton de Ricci (M"™, g, X, \) em uma variedade Riemanniana (Mv "tPg), onde
obtiveram resultados de obstrucoes com a finalidade de obter imersoes minimas sujei-
tas & curvatura seccional de M"+P. Aquino et al. [2] estudaram hipersuperficies que
admitem estrutura de quase séliton de Ricci em espacos-formas de curvatura seccional
constante, a saber, nos espacos hiperbodlico, de Sitter e de anti-Sitter, onde eles obti-
veram resultados que caracterizam as totalmente umbilicas nestes trés casos. Citamos
também Ag¢ikgoz Kaya-Onat [1], que estudaram os quase solitons de Ricci (M™, g, X, \)
compactos com a condi¢cao do campo de vetores X ser concircular, o que permitiu mos-
trar que M™ é isométrica a S™. Esses autores também estudaram os quase soélitons de
Ricci (M™, g, X, \) como subvariedades Riemannianas em uma variedade Riemanniana
(N™,g) com a condigao do campo de vetores X ser parte tangente de um campo concir-
cular (vamos discutir sobre isso na Segao 1.5) do ambiente N, obtendo um resultado de
caracterizagao para subvariedades totalmente umbilicas. Esses artigos ampliaram nossas
ideias para o desenvolvimento do problema desta tese. No Capitulo 4, vamos relacionar

o nosso Teorema 3.1 com os resultados de Aquino et al. [2].

Vale ressaltar que nem todos os quase sélitons de Ricci sao solugoes auto-similares
de um fluxo geométrico. Isto s6 ocorre em casos especiais que sao os solitons p-Einstein
dient 1 tant ifi ao-nul b — oY
gradientes para alguma constante p especifica, nao-nula, a saber, p € 00, 55y )
onde n é a dimensao destes objetos. Recentemente, Catino et al. [12| provaram que
tais estruturas especiais sao geradas por um fluxo geométrico mais geral do que o fluxo
de Riccei, chamado fluzo de Ricci-Bourguignon, descoberto por Bourguignon [6]. Uma
variedade Riemanniana (M™, g) é um soliton p-FEinstein gradiente, se existe uma fungao

suave f: M™ — R, tal que a métrica g satisfaz a equagao
Ric+ Hessf = pSg+ Ag,

para alguma constante real A, onde S é a curvatura escalar de M™. Para maiores detalhes

sobre essas estruturas especiais consultar Catino-Mazzieri [11].

Para terminar esta segao, faremos uma descri¢ao sobre as variedades Riemannianas
M"(ey), com ey = =+1, mais especificamente, M"(1) = S" ¢ M"(—1) = H". Em
consonancia com nosso interesse, vamos apresentar uma estrutura de quase soliton de

Ricci gradiente para M"(ey) no Exemplo 1.1. No Exemplo 4.1 e na nossa Observagao
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4.1, vamos determinar uma estrutura de quase soliton de Ricci para M™(ey) em vista

do nosso Teorema 3.1.

Consideremos o espago semi-Euclidiano (R"*! ) ja definido na Segdo 1.2 com o

tensor métrico

g= Z dx? + 5n+1dx721+1a

i=1
onde £,41 = +1. Se g,41 = 1, (R"1,g) é o espaco Euclidiano R"™ e se g,41 = —1,
(R™™1.g) é o espago de Lorentz L"*'. Ja vimos na Se¢ao 1.2 que a sua conexao de
Levi-Civita V é exatamente a derivada usual do espaco Euclidiano. Considere (M™, g)
uma hipersuperficie imersa isometricamente em (R"*1,g) com campo de vetores normais
unitarios N. Entao

AX = —VxN = —dN(X),

para todo X € X(M"), onde dN denota a diferencial da aplicagdo N : M™ — S", onde,

S™ é a esfera candnica definida por
S* = {z e R g(z,2) = 1}.
O espago hiperbolico canonico é definido por
H" = {z e L""";g(z,2) = =1, 41 > 1},

onde = (1,...,Zn11). O espago H" é uma hipersuperficie tipo-espago de L™, isto &,
g restrito a H" é uma métrica Riemanniana.

Vamos denotar estas duas variedades acima simplesmente por M"(ey) C (R"!,g),
com ey € {—1,1}.

Dados x € M"(ey) e v € T,M"(en), existe uma curva suave 3 : (—¢,€) — M"(ey)
tal que B(0) = x e %(O) = v. Assim, g(5(t),8(t)) = en. Derivando em ¢ e aplicando
em t = 0, temos

0=9(50).50)) =500, )

onde ¥ é o vetor posi¢do em z. Esta conta mostra que & L T,M"(ey). Com isso,
podemos definir o campo de vetores normais unitarios a M"(ey) por N(z) = &, com

9(Z,%) = en. Assim, o operador de Weingarten da imersao isométrica de (M"(ey), g)

em (R"*1g), onde g = glmn(cy) ¢ a métrica canoénica de M"(ey), é dado por

AX = —VxZ = -X,

para todo X € X(M"(ey)).
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Agora utilizando a férmula de Gauss da imersao isométrica, temos que a conexao de

Levi-Civita V de M"(ey) é dada por
VxY =VxY +eng(X,Y)Z,

para todos X,Y € X(M"(exn)). Além disso, utilizando a equagao de Gauss, podemos

obter que a curvatura seccional de M"(ey) é igual a ey .

Agora, estamos pronto para apresentar um discurso no qual (M"(ey), g) admite uma

estrutura de quase soliton de Ricci gradiente:

Exemplo 1.1. Seja M"(ey) a esfera unitdaria S™ com sua métrica padrao g, para ey = 1
ou o espago hiperbolico H™ com sua métrica padrao g, para ey = —1. Seja X um
campo vetorial suave em M"(ey) tal que para cada x € M"(ey), X(x) = vT(x), onde
v € um vetor arbitrdrio fivo do espaco Euclidiano R™ ! ou o espaco de Lorentz 1L."H!,
conforme ey = 1 ou ey = —1, respectivamente. Seja h, : M"(en) — R a fungao
altura em M"(en) correspondendo ao vetor v, dada por h,(x) = g(Z,v), para todo x €
M"(ey). Portanto, X (z) = Vhy(z) e Hessh, = —enxhyg. E sabido que M"(ey) € uma
variedade de Einstein, cujo tensor de Ricci é dado por Ric = en(n — 1)g. Portanto,
(M"(en), g, Vhy, Ay) € um quase soliton de Ricci gradiente com fungdo soliton N\, =

en(n —1) —enhy.

Observagao 1.2. As unicas estruturas de quase soliton de Ricci gradiente nao triviais
em S™ sao tais que as fungoes potenciais sao as funcoes alturas, a menos de constantes
e reescalonamento (veja a tese de Gomes [19]). Para o caso de H", no momento ainda

nao foi dada uma caracterizacao.

1.5 Uma Breve Discussao da Teoria das Transforma-

coes Concirculares

Nesta secao, faremos uma introducao sucinta da teoria das transformacgoes concircu-
lares, que é muito vasta e foi desenvolvida por muitos autores. Para isso, iremos nos
centrar apenas nos trabalhos de Yano [39] e Tashiro [37]. Para maiores detalhes sobre a
teoria o leitor pode consultar Fialkow [18], Ishihara-Tashiro [22], Ishihara [21] e Tashiro-
Miyashita [38]. Em 1939, Fialkow [18] estudou circulos geodésicos sob uma mudanca

conforme na métrica, onde deu origem as transformacgoes concirculares. Entre 1940 e
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1942, Yano [39] desenvolveu a teoria das transformagoes concirculares, que sao as trans-
formagoes conformes que preservam circulos geodésicos. Mais precisamente, considere
(M, g) e (M, g) variedades Riemannianas n-dimensionais. Uma transformagao concircu-
lar T" entre as variedades Riemannianas (M, g) e (M, §) ¢ uma transformagao conforme,

isto ¢, um difeomorfismo suave T": (M, g) — (M, g) tal que

T*g = p’y, (1.60)

onde 7§ denota o pull-back da métrica g pela aplicagao T" e p é uma func¢ao suave em
M. Além disso, T preserva circulos geodésicos, isto é, dado um circulo geodésico C em
(M, g), T(C) & um circulo geodésico em (M, g).

Seja V a conexao de Levi-Civita com respeito & métrica g. Dada uma curva suave
C em (M, g) parametrizada pelo comprimento de arco s, podemos definir as curvaturas

geodésicas de C por

dc dC\ 3

K1 —Iﬁl(S):g(V% V(Cil§£>2,
d*C d*C\ 3
o=l =75 0.9, 2)!

e por fim até a n-ésima curvatura geodésica,

o (s) = (V d"C - d”C)é
Rp = == an angc —/——
" g ds" dsn ’ ds™
SeJa Qs a derivagao covariante ao longo de C com respeito & métrica g. Tais derivadas
. . , 2 .
ds“ para ¢ = 2,...,n, podem ser obtidas através de % = ﬁ(@) Vdc o5, € assim
: dic _ D (di-'c di-'c @ d2c d"C T
sucessivamente o= = %(dsi*1> Va ac d a=t- Se as derivadas %2, 95, ..., 5 sao line-
armente independentes, podemos deﬁmr um referencial &, ...,&, ao longo da curva C
dado pelas equacoes
6,
— = K1§2
ds ’
dé&;
— = —ki—1&§i—1 + Kiiy1,
ds
para i = 2,...,n — 1, onde % é a derivacao covariante ao longo da curva na métrica

g. Esse referencial é chamado o referencial de Frenet. Se k; = 0, dizemos que a curva
C é uma geodésica, e se k1 é uma constante e ko = 0, dizemos que a curva C é um
circulo geodésico. Doravante, vamos estabelecer as derivacoes covariantes ao longo de C
na métrica g.
Uma equagao diferencial que caracteriza um circulo geodésico C é
d3C B d*C d*C\ dC
=) e
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De fato, se C é um circulo geodésico, entdao k; = k é uma constante. Assim, as duas

primeiras equagoes de Frenet se tornam

e _di_
ds?  ds ¥
d
% = —K&1
Entao ,
&c d 4, LdC
ds3 %(“52) = ﬁ% = —K& =—K s’
onde K% = g<§7§, %). Reciprocamente, supondo que % = —r2£, entdo
d3C d d*C d dr d&  dk 9 dk d3C
o~ )~ ) = et = e R = e+ O

Assim, Z—’;& = 0, o que implica que k é constante. Logo, C é um circulo geodésico. Esta
caracterizacao de circulo geodésico pode ser encontrada em Yano [39]. Sabe-se que em

geral transformacgoes conformes nao preservam circulos geodésicos.

Se uma transformagao conforme transforma todo circulo geodésico num circulo geo-
désico (transformagao concircular), entao a fungao p dada na Eq. (1.60) deve satisfazer
a equacao diferencial

Hessp = ¢g, (1.61)

para algum ¢ € C*(M). Reciprocamente, se a fun¢ao p dada na Eq. (1.60) satisfaz
a Eq. (1.61), entdo a transformagdo ¢ concircular. Para maiores detalhes consultar
Yano [39].

O termo concircular se tornou presente no desenvolvimento dos estudos neste ramo,
principalmente no trabalho de Tashiro [37|, cuja linha de trabalho, que doravante, sera
seguida por nos. Dada uma variedade Riemanniana (M, g), dizemos que uma funcao
p € C*(M) é uma fung¢ao concircular ou um campo escalar concircular se ela satisfaz
a Eq. (1.61) e a fungao ¢ dado na Eq. (1.61) é chamada a fun¢do caracteristica. Segue

imediatamente da Eq. (1.61) que
Ap
o="=L
n

Se a fungao caracteristica ¢ é da forma ¢ = —kp + b, onde b e k sdao constantes reais,

dizemos que p é um campo escalar concircular especial.

Devido & importancia desses conceitos, faremos aqui uma pequena discussao. Para
obter todos os detalhes, no entanto, recomendamos a leitura completa do artigo de

Tashiro [37]. Comece com um campo concircular p definido pela Eq. (1.61). Sabe-se que
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as trajetorias do campo vetorial Vp sao arcos geodésicos, exceto em pontos criticos de p
(pontos onde Vp se anula), e uma curva geodésica em M contendo tal arco é chamada
de p-curva. Além disso, dada uma familia de hipersuperficies de M satisfazendo p =
constante, exceto em pontos criticos de p, uma componente conexa de tal hipersuperficie
é chamada de p-hipersuperficie. Considere-se um campo escalar concircular especial p
satisfazendo a equacgao
Hessp = (—kp +b)g.
Dada uma curva geodésica [ com comprimento de arco s, pode-se reduzir a ultima
equagao a seguinte equagao diferencial ordinaria
d?p

@‘i‘k’p: b. (1.62)

Agora, levando em consideragao a assinatura da constante caracteristica k, é neces-

sario considerar os trés casos a seguir
k=0 (I), k=-c (II), k=¢c (II),

onde ¢ é uma constante positiva. Sabe-se que, escolhendo adequadamente o comprimento

do arco s, a solugao de (1.62) é dada por

(I,A) as (b=0),
1
(I,B) 5()52 +a (b#0),
(11, Ayp) aexpcs—%,
pls) = 4 (163
(II,A ) asinhes — —,
- c
(II1,B) acoshcs—C%,
b
171 —
K( ) acoscs+02,

onde a é uma constante arbitraria. Sabe-se que se M é completa, ou seja, para cada
ponto p de M, toda geodésica partindo de p esta definida em todo valor do parametro
real. Entao nos casos (1, A), (I1,Ap) e (II,A ) nao existem pontos criticos, nos casos
(I,B) e (I1, B) existe um ponto critico correspondente a s = 0, e no caso (/1) existem
dois pontos criticos correspondentes a s =0 e s = s Agora, nos casos (I, A), (I1, Ap)
e (II,A ) escolhemos o comprimento do arco s dzfs p-curvas de modo que os pontos
correspondentes a s = 0 estejam na mesma p-hipersuperficie. Como consequéncia, o

coeficiente a é o mesmo para todas as p-curvas. Tomando s como a n-ésima coordenada
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u™, segue do Lema 1.2 em Tashiro [37] que a forma métrica de M é dada por

(I,A)  a*ds?+ (du")?,
ds® = ¢ (I1,4y) (acexpeu™)?ds? + (du™)?, (1.64)

(II,A ) (accoshcu™)?ds?+ (du™)2

Note que ds? é a forma métrica de V, onde V é uma hipersuperficie de M. Uma
variedade Riemanniana completa, que é topologicamente um produto V x [ e tem a
métrica da forma (I1, Ag) ou (/1,A ) de (1.64), ¢ chamada espago pseudo-hiperbolico

do tipo zero ou tipo negativo, respectivamente.

Observacgao 1.3. Para esbocar a definicao dos conceitos de espagos pseudo-hiperbolicos
do tipo zero e negativo sequimos estritamente a notacao de Tashiro sequndo a qual V' C
M e, portanto, o simbolo ~~~ representa as caracteristicas da subvariedade V', e em
particular d s2 denota a forma métrica em' V. Lembramos ao leitor que nossa convengao
€ 0 oposto, ou seja, sempre usaremos a barra superior para denotar as caracteristicas da
variedade ambiente. Devemos usar exclusivamente V' para denotar campos de vetores

(consulte os capitulos posteriores).

Com o discurso acima, Tashiro [37] obteve seu classico Teorema 1.2 ja mencionado
na Introdugao e sem risco de confusao denotamos N como o ntimero de pontos criticos

isolados de p, o que nos faz enuncié-lo da seguinte forma:

Teorema 1.2. [Tashiro [37, p.252, Teorema 2|| Seja M uma variedade Riemanniana
completa de dimensao n > 2 e suponha que ela admite um campo concircular especial p
satisfazendo a equacao

Hessp = (—kp+b)g,

onde bk € R e g € a métrica Riemanniana em M. Entao, M é uma das segquintes

variedades:

1. Seb =k =0, o produto direto V x I de uma variedade Riemanniana completa

(n — 1)-dimensional V' com uma linha reta I,
2. Se k=0 masb#0, um espaco Euclidiano,
3. Sek=—c2<0eN =0, um espaco pseudo-hiperbélico do tipo zero ou negativo;

4. Sek=—c><0eN =1, um espaco hiperbélico de curvatura —c?, e

30



5. Sek =c* >0, um espago esférico de curvatura ¢*, onde ¢ € uma constante positiva.

Talvez valha a pena mencionar, como o proprio Tashiro comentou em seu artigo,
que o item (1) é um caso especial do teorema da decomposi¢ao de de Rham [15] e o
item (2) foi discutido pela primeira vez por Sasaki-Goto [36]. Além disso, o teorema
de Obata [32| é um caso particular do item (5), o que é uma caracterizagao da esfera

euclidiana de raio \/LE pela equagao
Hessp = —kpg, (1.65)

onde k > 0 é uma constante real.

A Eq. (1.65) acima também foi estudada por Masahiko [30] para os casos k = 0
e k < 0, onde ele obteve os seguintes resultados: se k = 0, tem-se que a Eq. (1.65)
caracteriza o produto direto V' x R de uma variedade Riemanniana completa (n — 1)-
dimensional V' com a reta real R; e se k < 0, tem-se dois casos: a solu¢ao nao trivial da
Eq. (1.65) ter um ponto critico caracteriza o espago hiperbolico e a solu¢do nao trivial
da Eq. (1.65) ndo ter nenhum ponto critico caracteriza o produto warped R x; V' de
uma reta real R com uma variedade Riemanniana completa (n — 1)-dimensional V', tal

que a func¢ao warping f > 0 satisfaz a equagao diferencial f” + kf = 0.
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Capitulo 2

Lemas Técnicos

Neste capitulo, provamos quatro lemas técnicos que serao empregados nos capitulos
posteriores. Antes de comegarmos com suas provas, dois comentérios merecem ser men-
cionados. Em primeiro lugar, esses lemas permanecerao validos para hipersuperficies
semi-Riemannianas M" isometricamente imersas em uma variedade semi-Riemanniana
M incluindo um sinal de assinatura. Em segundo lugar, impomos a exigéncia de que
0 espago ambiente e seja uma variedade semi-Riemanniana a fim de capturar tantos
casos quanto possivel; o espacgo hiperboélico H" e um produto warped sao dois exemplos.
Denotando V' a projecio tangente por V em M e por C := g(V, N) a fungdo angulo,

apresentamos tais lemas com suas provas:

Lema 2.1. Seja (M™, g) uma variedade semi-Riemanniana isometricamente imersa em

uma variedade semi-Riemanniana (WH,Q). Seja V € X(M). Entdo, em M vale
Ly — Lyg=—25CA.
Demonstragio. Sejam Y, Z € X(M). Escreva V =V +enxg(V, N)N. Entdao em M
ViV =Yy V 4+ aY,V) +enYg(V,N)N — eng(V, N)AY.

Note que esta mesma equagao também é valida trocando Y por Z, de modo que podemos

deduzir

(Lyq)(Y,Z) = g(VyV,2)+q(VZV,Y)
= (‘C\/g) (Y7 Z) - 25N§(V7 N)Q(Ayv Z)
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Observe que esse lema mede até que ponto a componente tangente de um campo ve-
torial conforme se desvia de ser conforme. O segundo lema é uma consequéncia imediata

do primeiro.

Lema 2.2. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana isometricamente imersa em uma

+1

variedade semi-Riemanniana (Hﬂ ,9) dotada de um campo vetorial conforme V €

X(M) com fator conforme o. A componente tangente de V traz uma estrutura de quase
soliton de Ricci em M se, e somente se, Ric = —iI —enyCA, onde \ € a funcao sdliton

e =0oly — A el éa aplicacao identidade.

Demonstracao. Se V oferece uma estrutura de quase soliton de Ricci em M, entao

Ric + %Evg = \g. Por hipotese, L3, = 20g. Entao pelo Lema 2.1
,Cvg = 20’|Mg—|—2€]v0./4, (21)

onde A é o (0,2)-tensor simétrico associado ao (1,1)-tensor A. Substituindo (2.1) na

equagao Ric + %ﬁvg = \g, obtemos
Ric = —yg —enCA,

onde A é a fungao soliton e ) = o|y — A.

Reciprocamente, suponha que Ric = —I — enyCA. Entao
. T, _
Ric = )\g - §£Vg - €NC.A.
Pelo Lema 2.1, temos Ric + %ﬁvg = \g. O]

Lema 2.3. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana isometricamente imersa em uma
variedade semi-Riemanniana (MnH,E) dotada de um campo vetorial conforme V €
X(M) com fator conforme o. O gradiente da fungdo dngulo € obtido por VC = —(V V)T
AV.

Demonstracao. Pela defini¢ao de gradiente, temos para X € X(M)

XC = g(VxV,N)+g(V,VxN)
= (Ly9)(X,N) —g(VNV, X) —g(V, AX)
= 205(X, N) = g((VxV)", X) — g(V, AX)
= —g(VxV)", X) = g(AV, X).
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Lema 2.4. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana isometricamente imersa em uma
. . . . ——n+1,_\ _ . —

variedade semi-Riemanniana (M~ (¢),g) de curvatura seccional constante ¢ e dotada

de um campo vetorial conforme V- € X(M) com fator conforme o. O Hessiano da fun¢ao

angulo € calculado como seque:

HessC(X,Y) = —(eC+ No)g(X,Y)+0g(AX,Y) +enCg(A*X,Y)

Além disso, o Laplaciano de C € dado por
AC = —(eC+ No)n —eyonH — enC||A||* —exnV (H).
Demonstracao. O Hessiano de C' é prontamente obtido pelo uso do Lema 2.3 como segue:

HessC(X,Y) =g(VxVC,Y)
= —g(Vx(VaV)T,Y) —g(Vx AV,Y)
= —g(VxVAV,Y) +g(Vx(VNV)"Y) = g(Vx AV,Y)

= —g(VxVaV.Y) +5(Vx(VaV)5Y) = g(Vx AV.Y) — g(AVXVY).

Note que

= — €
(VaV): = eng(VNV,N)N = ?N(Evy)(]\f, N)N = en(og(N, N))N = oN.
Usando esta ultima igualdade e o fato de que A é Codazzi, temos que

HessO(X,Y) = —g(VxVNV,Y)+G(Vx(oN),Y) - g((Vv A)X,Y) — g(AVxV,Y)
= —g(VxVNV,Y) +0g(VxN,Y) = g(VvA)X,Y) — g(AVxV,Y)

= —g(VxVAV,Y) —0g(AX,Y) — g((VvA)X,Y) — g(AVxV,Y).

QI

Considere agora as extensoes locais X e Y de X e Y, respectivamente, de forma que

VX =VyY =0. (2.2)

_g<vaNV7 Y) = _Ecg(yv ?) - g(v]\f X 77) - g(vﬁyNVa ?) + g( ﬁNYVa ?)
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Segue entao que

HessO(X,Y) = —eCg(X,Y)— Ng(VV,Y)+3(VaxV,Y) —0g(AX,Y)
—9(VvA)X,Y) — g(AVxVY).

Além disso,

VaixV = vAx(V—I—ENCN)
= vAXv—FéchAxN-i-éTNAX(C)N
= VuxV —enCA*X + ey AX(C)N.

Tomando a projecao tangencial, obtemos (Vx V)T = VaxV — enCA%X. Assim,

g(VaxV,Y) =g((VaxV)",Y) = g(VaxV,Y) — enCg(A*X,Y).

Portanto,
HessC(X,Y) = —cCg(X,Y)— Ng(VxV,Y) +g(VaxV,Y) — enCg(A*X,Y)
_Ug<AX7 Y) - g((vVA)X7 Y) - Q(AVXV, Y)
Escrevendo
HessC(X,Y)=8(X,Y)+T(X,Y),
onde

S(X,Y) = —eCy(X,Y) —enCg(A’X,Y) —0g(AX,Y) —g((Vy AX,Y)  (2.3)

T(X,Y)=—-Ng(VxV.Y) +g(VaxV,Y) — g(AVxV,Y),

obtemos que T é um tensor simétrico, como HessC e S. Assim,

2T(X,Y) = T(X,Y)+T(Y, X)
= —N[G(VxV.,Y)+5(VyV, X)] + g(VaxV.Y) + g(Vay V. X)
—g(AVxV)Y) — g(AVyV, X)
= —N[(Ly9)(X,Y)] + (Lvg)(AX,Y) — g(VyV, AX)
+(Lvg)(AY, X) — g(VxV, AY) = g(AVxV.Y) — g(AVyV, X).
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Usando o fato de que o campo é conforme, temos

2T(X,Y) = —2N[og(X,V)] + (Lvg)(AX,Y) + (Lyg)(AY, X)
—29(AVxV,Y) = 2g(AVyV, X)
— oN(0)g(X,Y) — 20N[§(X,Y)]
H(Lvg)(AX,Y) + (Lvg)(AY, X) — 2g(AV KV, Y) — 2g(AVyV, X)
— 2N(@)7(X,Y) - 20[5(VaX,Y) +5(X, Va¥)]
H(Lvg)(AX,Y) + (Lvg)(AY, X) — 2g(AVxV,Y) — 2g(AVyV, X).

Agora, segue-se da equagao (2.2) e do Lema 2.1 que

2T(X,Y) = —2N(0)g(X,Y)+20g(AX,Y) + 2eyCg(A*X,Y)
+209(AX,Y) 4 2enyCg(A2X,Y) — 29(AVV,Y) — 29(AVyV, X)
= —2N(0)g(X,Y) +40g(AX,Y) + 4enyCg(A*X,Y)
—29(AVXV,Y) — 2g(AVyV, X).

Portanto,

T(X,Y) = —N(0)g(X,Y) +209(AX,Y) + 2exCg(A*X,Y) (2.4)
—9(AVxVY) — g(AVyV, X).

As equagoes (2.3) e (2.4) concluem a prova da primeira parte do lema.

Para a segunda parte, tomamos o traco de Hess C' para obter

AC = —(¢C+ No)n+eyonH + eyC|A|]* = tr{X = (VyA)X}
2t {X v g(VxV, AX)}.

Uma vez que o traco comuta com a derivada covariante, segue-se que

Para calcular a dltima soma consideramos um referencial ortonormal {e;}! ; em M.

n

—2tr{X = g(VxV,AX)} = = > [9(V.,V. Ae;) + g(V.,V, Aey)]

=1

== (Lvg)(e:, Aey).

i=1
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Novamente, pelo Lema 2.1

—2tr{X — g(VxV,AX)} = — Z [QOQ(AGi, e;) + 2€N09(A26i,€i)]

i=1

= =2 [og(Ae; ;) +enCg(Ae;, e))]
i=1
= —QENUTLH—2€NC”AH2.

Portanto,
AC = —(eC+ No)n —eyonH — enC|A||* — ennV (H).
[

Embora a féormula acima para AC nao seja utilizada no presente trabalho, podera

ser utilizada em futuros textos correlatos.
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Capitulo 3

Quase Soélitons de Ricci Determinados

por Campos Conformes

Neste capitulo, provamos o primeiro teorema principal desta tese, que em esséncia pode
ser pensado como uma identificacao adequada de campos que geram os quase soélitons de
Ricci com campos conformes, o que nos fornece uma conexao imediata entre a teoria dos
quase soOlitons de Ricci e a teoria dos campos conformes e, em particular, dos campos
concirculares. Esse primeiro teorema foi pensado como uma adaptacao do Teorema 1.1
(Kim et al. [23, p.679, Teorema 3|) citado na Segao 1.2 do Capitulo 1, onde fizemos
uma adaptagao do caso de campos conformes para o caso de campos que geram uma
estrutura de quase soliton de Ricci, com a simples observacao de que o espaco dos campos
conformes coincide com o espaco dos campos que geram uma estrutura de quase séliton
de Ricci, momento em que reproduzimos a mesma demonstracao do Teorema 1.1 feita
pelos autores Kim et al. [23]. Agora, vamos preparar o terreno para o Teorema 3.1, com

as observagoes que se seguem.

No caso de hipersuperficies totalmente umbilicas M™ de MHH(E) obtém-se o campo

escalar concircular especial em M"™

HessC = (—kC +b)g, (3.1)
S

onde k = ﬁ e b= —No—eyoH sao constantes. Na verdade, para as hipersuper-
n(n —

- oy S~ T .
ficies umbilicas em M (¢) a curvatura média H é constante e AX = eyHX. Segue-se

38



do Lema 2.4 que

HessC(X,Y) = —(eC+ No)g(X,Y)+enyoHg(X,Y)+enCH?g(X,Y)
—€NHg(Vx‘/, Y) — gNHg(VyV, X)
= —[6C+ No —eyoH —enyCH?g(X,Y) —enH(Lyg)(X,Y).

Pelo Lema 2.1,

HessC(X,Y) = —[eC+ No —exoH —eyCH?g(X,Y) —2enH[o + CH]g(X,Y)
= —[(€+enyH*)C+ No +enyoH|g(X,Y).

Pela Eq. (1.6) a curvatura escalar S de M é dada por = C+eyH? que é

n(n —1)
constante. A soma No + eyoH também é constante, pois para todo X € X(M) a

Proposicao 1.2 nos indicara que

X(No+enoH) = XNo+eyHXo
= Hesso(X,N)+ (VxN)o +evHXo
= —cog(X,N)—AXoc+eyHXo
= 0.

Agora, estamos prontos para obter o primeiro resultado principal desta tese.

Teorema 3.1. Seja (M™,g) uma hipersuperficie Riemanniana, totalmente umbilica,
completa, de uma variedade semi-Riemanniana (MRH(E), g) de curvatura seccional cons-
tante ¢. Entao, cada campo que gera uma estrutura de quase soliton de Ricci para M™
pode ser obtido como a componente tangente de um campo vetorial conforme V. em
WH(E). Além disso, para qualquer campo V' que gera uma estrutura de quase soliton

. . . . = —nt1,_ .
de Ricci para M"™ existe um inico campo vetorial conforme V- em M (¢) satisfazendo

Demonstracao. Segue da Eq. (1.6) que as hipersuperficies totalmente umbilicas de uma
variedade semi-Riemanniana de curvatura seccional constante sao variedades de Einstein.
Assim, um campo vetorial V' que determina uma estrutura de quase soliton de Ricci
para M"™ é um campo vetorial conforme em M™. Reciprocamente, um campo vetorial
conforme em M"™ é um campo vetorial que determina uma estrutura de quase séliton
de Ricci para o mesmo. Assim, o espago vetorial dos campos vetoriais que geram uma
estrutura de quase soliton de Ricci para M™ coincide com o espago vetorial dos campos

vetoriais conformes em M™.

39



No que se segue, C(M) denota o espaco vetorial dos campos vetoriais conformes em
WH(E) e C(M) o espago vetorial dos campos vetoriais conformes em M"™. Estamos em
posicao de elaborar nossa prova usando alguns argumentos bem conhecidos na literatura
(ver por exemplo Kim et al. [23]).

Defina a aplicacdo linear ¥ : C(M) — C(M) por ¥(V) =V, onde V & a componente
tangente de V em M. Como M é umbilica, segue-se do Lema 2.1 que ¥ é bem definida.
Se V € Ker(¥), entdo V = eyCN e como M™ ¢ totalmente umbilica segue da equacao

(3.1) que C satisfaz equacao HessC = (—kC + b)g. Denote por FC(M™) o espago de

todas as funcgoes suaves em M" satisfazendo esta tdltima equacao. Entao a aplicacao

¢ : Ker(V) — FC(M™) dada por ®(V) = eyC ¢ linear e bem definida. Note que @ é
injetiva, pois se V € Ker(®), entdo C = 0 e V= 0, e por outro lado, V € Ker(¥)
implica V = 0. Afirmamos que dim FC(M") = n + 2 (ver Tashiro-Miyashita [38]).

Consequentemente, pelo Teorema do Nicleo e Imagem aplicado a ®, vale a desigualdade

dim Ker(¥) < dim FC(M"™) = n + 2. (3.2)

(n+2)(n+3)

Aplicando o Teorema do Ntcleo e da Imagem a W, sabendo que dim C(M) =

o dim (M) = (n+1)2(n+2)

e portanto, dim Ker(V) = dim FC(M™). Decorre portanto que, ¢ é sobrejetiva, e por-

2
(ver Kobayashi [24]), concluimos que (n+2) < dim Ker (W),

tanto bijetiva. Isto implica que W é sobrejetiva.

Entao, para qualquer campo vetorial conforme V' em M" existe um campo vetorial
conforme V em MnH(E) tal que V' = V. Desta forma, para qualquer campo vetorial
conforme fixado V em M" podemos escolher um campo vetorial conforme V em at (¢)
tal que ¥(Vy) = VOT = V. Considerando a componente normal de V dada por Vé =
enCN, entdao C,—C € FC(M™), e sendo ® uma bijecdo, existe um tinico V; € Ker(¥)
tal que V; |pr = —enCN. Portanto, V = V+V; é o campo vetorial conforme encontrado

m MnH(E) tal que V] = V. O

O Teorema 3.1 é muito importante para esta tese pelos seguintes motivos. Primeiro,
vai ter grande utilidade para o Capitulo 4, em especial por sua conexao com os Exemplos
4.1 e 4.2. Segundo, o Teorema 3.1 captando os Exemplos 4.1 e 4.2 que ja sao bem
conhecidos, o Teorema 3.1 é nao-vazio. Além disso, devido ao carater de generalidade
nas técnicas la utilizadas, ele poderia servir para construir novos exemplos, o que vai
permitir relacionar esse teorema com aqueles obtidos por Aquino et al. [2]. Maiores

detalhes sobre consideracoes aqui feitas poderao ser encontrados no Capitulo 4.
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Capitulo 4

Alguns Exemplos de Campos
Potenciais em Hipersuperficies
Totalmente Umbilicas nos Espacos

FEuclidianos e de Lorentz

Neste capitulo, elaboramos alguns exemplos concretos que ilustram o Teorema 3.1, mos-
trando que o mesmo é nao-vazio. Vamos também relaciona-lo com os resultados de
Aquino et al. [2]. Nosso ponto de partida é relembrar sobre a descrigao de campos con-
formes em espacos semi-Euclidianos feita na Secao 1.2 do Capitulo 1, que resumidamente

seria o seguinte: Dado um espago-forma (M (¢),q) com curvatura seccional constante ¢

e carregando campo conforme V' com fator conforme o, é valida a relagao

Hesso = —cog. (4.1)

Vamos relembrar esta descrigao em dois casos separados. Considere o espaco Euclidiano
(R™*!g) com o tensor métrico padrao g = Z?jll dz?. Seja V um campo vetorial con-
forme em R™™| isto ¢, L7g = 20g. Entdo, temos pela Eq. (4.1) que Hesso = 0, o que

implica em

n+1
U(f) = U(Ila"'axn-i-l) = Zai$i+ :g(avf) +57 (42)
i=1
para todo T = (z1,...,T,41) € R" onde @ = (ay,...,q,41) ¢ um vetor constante em
R™*! e 3 & uma constante real. Portanto,
— 1 1
V(Z)=0(T)T — Eg(x, T)a+ BT + 37 (4.3)
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onde @ = (v,...,0n41) €7 = (71,...,Yn+1) S0 vetores constantes e B = [b;;| ¢ uma
matriz (n+1) x (n+1) com entradas satisfazendo b;;+b;; =0eb; =0,4,j =1,...,n+1.
Em outro caso, considere um espaco de Lorentz L"*! com seu tensor métrico padrao
g=>1  dx? —dz?,,. Entdao um campo vetorial conforme V em L"! serd novamente
dado pela Eq. (4.3) com a pequena diferenga de que neste caso @ = (aq, ..., 0y, —Qpi1)
ebipi1 —bpr1;=0,parai#n+1,i=1,...,n

Agora, por esta breve discussao e em virtude do Teorema 3.1 estamos em posi¢ao
de obter prontamente campos que determinam uma estrutura de quase séliton de Ricci
para as hipersuperficies totalmente umbilicas nos espacos euclidiano e de Lorentz. A
rigor, tais hipersuperficies umbilicas passarao a ser o espaco euclidiano, o espaco esférico

e o espaco hiperbolico.

Exemplo 4.1. Seja (R",g) uma hipersuperficie do espago Euclidiano (R™,g), onde
g = g|rn. Escolhendo {ey, ..., en, eni1} para um referencial adaptado a imersao, onde e;
sdo os vetores candnicos do espaco Euclidiano R"! e tomando o campo vetorial normal

N = e,11 ao espagco R™, temos que a fun¢ao dngulo é dada por
C= g(va en—l—l) = VTL+17

onde V41 € a (n+ 1)-ésima coordenada do campo de vetores conformes V de (R"1 g)
dado na Eq. (4.3), que em coordenadas é representado como

n+1 n+1

V = (‘/15 ceey Vn7 VnJrl) = Z V;'ei = Zg(v7 ei)ei'
i=1 i=1

Pelo Teorema 3.1 temos que o campo V' que determina uma estrutura de quase soliton
de Ricci para R™ pode ser obtido tomando a projecio tangente do campo conforme V de
(R™*1)9). Isto é:

vV = V — C€n+1 = V — Vn+1€n+1
= (‘/17"'avnavn+1)_(07"')07Vn+1)
= <W7JVH7O):V|R"
Como o tensor de Ricci de R™ € identicamente nulo a sequinte equacao € vdlida

‘CVg = 2>‘ga

onde \ € a funcgao soliton de R™. Neste caso, temos uma hipersuperficie totalmente
geodésica, isto €, o operador de Weingarten A € identicamente nulo, e seque do Lema

2.2 que o|gn = A, onde o € dada pela Eq. (4.2).
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Vale lembrar que apresentamos as variedades Riemannianas M"(ey ), para ey = +1,
com a finalidade de obter o Exemplo 1.1. Haviamos nos comprometido a explicitar
M"™(en) com a estrutura de quase soliton de Ricci em vista do Teorema 3.1, o que sera

feito agora.

Exemplo 4.2. Considere M"(ey) como uma hipersuperficie totalmente umbilica nao-
geodésica do espago Euclidiano (R™,q) se ex = 1 ou do espaco de Lorentz ("', q)
se ey = —1. Para todo x € M"™(ey), tome o campo vetorial normal N = & a M"(en)
como o vetor posicao em x € M"(ey). Relembrando que §(Z,Z) = ey, pela Eq. (4.3) e

pela Eq. (4.2), obtemos

c = gV,
| P 1
= eNO — EENQ(% a) + g(BZ, %) + 5
1 L P 1, —
— §€N§<I’ a) + g(BZ,T) + 59(1‘,7) +enp
1 1 —

9(7,7)

onde hg = §(Z, @) e hy = §(Z,7) denotam as fungoes altura com respeito aos vetores @ e
7, respectivamente. Desde que G(BZ,Z) = 0 (isto seque do fato de que B é uma matriz

anti-simétrica com os elementos da diagonal principal nulos), entdo
1 1 —
C= §5Nh6+ §h7+€]\[6. (44)

Pelo Teorema 3.1 temos que o campo V' que determina uma estrutura de quase soliton de
Ricci para M"(ey) pode ser obtido tomando-se a projegcao tangente do campo conforme

V dado pela Eq. (4.3) como seque:

— 1 1 1 1 —
V = V’MW(EN) — é?NCf: or — 581\/6‘1‘ Bf—F 57— 5N(_€Nha+ §h7+6Nﬁ>f

2
1 _ . 1 . .
= —ésN(a — enha®) + 5(7 — enhs%) + BX
1 1

Por outro lado, o Exemplo 1.1 mostra que M"(ex) tem uma estrutura de quase séliton
de Ricci jd conhecida na literatura e como Ric = en(n —1)g e Lyg = (ha — enhy)g,

entao a fung¢ao soliton € dada por
1
)\:€N<n—1—§(h7—€Nh5)). (4.6)

Com 1isso, a técnica do Teorema 3.1 traz uma estrutura de quase soliton de Ricci para

M"™(en) com campo V' dado por (4.5) e uma fungao soliton A dada por (4.6).
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Observagao 4.1. O Teorema 3.1 também garante que € possivel associar todo campo
V' que determina uma estrutura de quase sdliton de Ricci para M"(en) a um tinico
campo conforme V. em (R"1 q) se ey = 1 ou em (L",5) se ey = —1 de tal maneira
que V|Mn(gN) = V. Neste caso, o campo conforme V restrito a M"™(en) sd tem parte
tangente. Isto ocorre se, e somente se, C' = 0 em M"(ey) e se, e somente se, pela

Eq. (4.4), @ = —en¥ e 3 = 0. Desta maneira, o campo V ¢ dado por

V=V

M"(EN) - 7T + Bf,
com a funcgao soliton dada por

)\:)\7:5N<n—1—h7>.

O Teorema 3.1 capta os Exemplos 4.1 e 4.2, mostrando ser um resultado nao-vazio.
Além disso, é um resultado que em geral vale para todas as subvariedades Riemannianas
de codimensao um, totalmente umbilicas e completas de um espago ambiente semi-
Riemanniano M (¢) de curvatura seccional constante ¢. Assim, o espaco ambiente M ()
pode ser o espaco esférico S™*!, o espaco hiperbdlico H"*! que sao variedades Rieman-
nianas de curvatura seccional constante 1 e —1, respectivamente, e também pode ser os
espacos de Sitter e de anti-Sitter, ou seja, sao espagos-formas Lorentzianos simplesmente

conexos, definidos respectivamente por

Sttt = {z e RI*% (z,2) =1} (4.7)

Hi ™ = {z € Ry (z,2) = -1}, (4.8)

onde R7"2 ¢ o espaco Euclidiano semi-Riemanniano (n+ 2)-dimensional de indice 1 com

métrica
n+1

= E dw} — day
i=1
e Ry*? & o espaco Euclidiano semi-Riemanniano (n + 2)-dimensional de indice 2 com

métrica
n
_ 2 2 2
= E da; —dw; = dry
i=1

O espaco Sitter S™™ e o espaco anti-Sitter H7 ™ sdo variedades semi-Riemannianas de
curvatura seccional constante iguais a 1 e —1, respectivamente.

Portanto, o Teorema 3.1 tem o poder de captar mais exemplos, considerando os
espacos ambientes mencionados acima. Além disso, vai nos permitir elaborar mais novos

exemplos (os Exemplos 5.1 e 5.2 que vamos apresentar no Capitulo 5).

44



Agora, vamos relacionar o Teorema 3.1 com os teoremas do artigo de Aquino et al. [2].
Primeiro, vamos apresentar o enunciado dos teoremas desse artigo com seus respectivos

corolarios.

Teorema 4.1. [2, p.6, Teorema 1] Seja ¢ : ¥ — H"™! uma hipersuperficie imersa em
H" . Suponha que para algum vetor nao-nulo a € R o campo de vetores a® fornece
uma estrutura de quase soliton de Ricci gradiente para ¥X". Se a itmagem da aplica¢ao
de Gauss de X" contém uma hipersuperficie totalmente umbilica tipo-espago de Spt!

determinada por a, entdo X" é uma hipersuperficie totalmente umbilica de H" 1.

Corolério 4.1. [2, p.7, Coroldrio 1] Se X" é uma hipersuperficie completa de H™ ™ tal
que, para algum vetor nao-nulo a € RT2, o campo de vetores a” fornece uma estrutura
de quase soliton de Ricci gradiente e a imagem da aplicacao de Gauss de X" contém
uma hipersuperficie totalmente umbilica tipo-espago de ST determinada por a, entdo
Y™ € isométrica ao H™.

Teorema 4.2. [2, p.8, Teorema 2] Seja 1) : X" — ST uma hipersuperficie tipo-espago
imersa em ST, Suponha que para algum vetor nao-nulo a € R7 o campo de vetores
a® fornece uma estrutura de quase soliton de Ricci gradiente para X". Se a imagem
da aplicagcio de Gauss de X" contém uma hipersuperficie totalmente umbilica de H™™*

determinada por a, entdo X" € uma hipersuperficie totalmente umbilica de ST

Corolario 4.2. [2, p.10, Coroldrio 2] Seja X" wma hipersuperficie tipo-espago completa
de ST tal que, para algum vetor nio-nulo a € R7™2, o campo de vetores a” fornece
uma estrutura de quase soliton de Ricci gradiente e a imagem da aplicagdo de Gauss de
X" contém uma hipersuperficie totalmente umbilica de H™ ' determinada por a. Entdo
" € isométrica a S™.

Teorema 4.3. [2, p.10, Teorema 3] Seja ¢ : X" — H"™ wma hipersuperficie tipo-
espago imersa em HT . Suponha que para algum vetor nao-nulo a € Ry o campo
de vetores a® fornece uma estrutura de quase séliton de Ricci gradiente para X". Se a
imagem da aplicagao de Gauss de X contém uma hipersuperficie totalmente umbilica de

H ™ determinada por a. Entio X" € wma hipersuperficie totalmente umbilica de H.

Corolario 4.3. [2, p.10, Coroldrio 3] Seja X™ uma hipersuperficie tipo-espago completa
de HI™ tal que, para algum vetor nao-nulo a € Ry*2, o campo de vetores a® fornece
uma estrutura de quase soliton de Ricci gradiente e a imagem da aplicagao de Gauss de
X" contém uma hipersuperficie totalmente umbilica de H?™ determinada por a. Entdo

X" € isométrica ao H™.
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Observe que nos Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3 (ver Aquino et al. [2]), a condi¢ao de uma
hipersuperficie ser totalmente umbilica é uma condi¢ao necesséria para uma hipersuper-
ficie ter uma estrutura de quase soliton de Ricci gradiente, quando se toma o campo
que determina tal estrutura como parte tangente de um vetor constante no R} (ou no
R5T?), em que os espacos ambientes sdao M(¢) = H"™', M(¢) = S e M(c) = H/ ™.
No caso de nosso Teorema 3.1 a condi¢ao de uma hipersuperficie ser totalmente umbilica
é uma condicao suficiente para uma hipersuperficie ter uma estrutura de quase séliton
de Ricci, tomando o campo que gera uma estrutura de quase séliton de Ricci como
parte tangente do campo conforme nos espagos ambientes M (¢) = H"*!, M(¢) = S}*!
e M(¢) = Hy™'. Além disso, os Corolarios 4.1, 4.2 e 4.3 (ver Aquino et al. [2]) acima
apontam que essas hipersuperficies totalmente umbilicas sao geodésicas. Por outro lado,

nosso Teorema 3.1 também inclui as hipersuperficies totalmente geodésicas.
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Capitulo 5

Uma Aplicacao do Teorema de Tashiro

Neste capitulo, apresentamos a prova do segundo teorema principal deste trabalho, que
nao é apenas interessante por si proprio, mas, mais importante ainda, compreende o
resultado através do qual o teorema de Tashiro se aplica em nosso contexto. Tal teorema
traz a luz a existéncia de um campo escalar concircular especial que leva a aplicacao do

teorema de Tashiro no contexto de quase sélitons de Ricci.

Faremos aqui uma breve discussao que motiva nosso segundo teorema. Inicialmente,
para hipersuperficies totalmente umbilicas M™ de WH(E), temos pela Eq. (3.1) do
Capitulo 3 que a funcao angulo C' é um campo escalar concircular especial. Mais preci-
samente,

HessC = (—kC +b)g,
S

onde k = ——— and b = —No — eyoH sao constantes.
n(n —1)
A densidade de um subconjunto de um espaco métrico M fornece uma propriedade
muito importante: a extensao de uma aplicacao continua. Vamos escrever de maneira

formal esta propriedade como segue:

Proposicao 5.1. Sejam U um subconjunto denso de um espago métrico M e f : U — N
uma aplicacao uniformemente continua, onde N € um espaco métrico completo. Fxiste
wma tinica extensio continua f : M — N, isto é, fly = f, a qual é uniformemente

continua.
Demonstragao. Ver Lima [29, p.157-158, Proposigao 8| O

A Proposicao 5.1 juntamente com os conceitos de conjunto denso vao ser fundamen-

tais para a conclusao da nossa prova do Teorema 5.1. Lembramos que na nossa situagao
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estamos tratando (M™, g) uma variedade Riemanniana completa, que do ponto de vista

topolégico ¢ um espaco topolégico metrizavel, com métrica completa.

Agora estamos em posicao de enunciar e provar nosso segundo teorema.

Teorema 5.1. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana isometricamente imersa em
uma variedade semi-Riemanniana (WH(E),E) de curvatura seccional constante ¢ e do-
tada de wm campo vetorial conforme V de modo que a componente tangente de V. gera
uma estrutura de quase séliton de Ricci sobre M. Sejam o o fator conforme de V e X
a fungao soliton. Suponha que 1 = o|y — N € diferente de zero em algum subconjunto
denso de M e Ric = pA, para alguma funcao suave p em M. Entao C € um campo

escalar concircular especial em (M™, g).
Demonstracao. Pelo Lema 2.2 obtemos

pA = —I —enCA. (5.1)
Observemos que

v,
M + €NC

para todo p € M tal que u(p) + enC(p) # 0. Entao, o conjunto aberto

U={pe M;up)+enC(p) # 0}

—n . €

de M™ ¢é totalmente umbilica em M +1(E) com curvatura média constante H = _+¢C"
HTEN

Neste caso, como ja visto na equagao (3.1), é véalido em U que

HessC = (—kC +b)g, (5.2)

S - )
onde k = ﬁ eb= —No—eyoH sao constantes. Portanto, C' € um campo escalar
n(n —

concircular especial em U. Se U é denso em M, entdo pela continuidade da Eq. (5.2),
segue da Proposigao 5.1 que HessC' = (—kC + b)g em todo M. Se U nao é denso em
M, entao deve existir uma vizinhanga aberta W em M —U tal que p+enyC =0 em W.
Agora, isso em conjunto com (5.1) implicara que 1 é identicamente nula em W, o que é

uma contradicao. O

Este Teorema 5.1 mostra que em certas hipoteses, a fungao angulo C' é um campo
escalar concircular especial. Isto nos permite aplicar o Teorema de Tashiro [37| em nosso
contexto. Agora, vamos elaborar exemplos que vao mostrar que este Teorema 5.1 é nao-

vazio. Além disso, esses exemplos vao permitir uma classificacao de quase soélitons de
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Ricci imersos em nosso contexto, que vamos apresentar no Corolario 5.1. Em primeiro
lugar, vamos mostrar que o Exemplo 4.2 que foi elaborado no Capitulo 4 em vista da
técnica do Teorema 3.1 satisfaz as hipdteses do Teorema 5.1, isto é, verificaremos todas

as hipoteses do Teorema 5.1.

No que segue, seja M"(ey) como no Exemplo 4.2 do Capitulo 4. Considerando a

fungao angulo C' definida pela Eq. (4.4) do Exemplo 4.2, temos que o Hessiano de C' é

1
HessC = %VHessha—i- §Hessh7
1 EN
= ——hgg— —h
2" T
1 € — _
S !

= (—enC+B)g. (5.3)

79

Assim, C' é um campo escalar concircular especial. Além disso, Ric = ey(n — 1)I =

—en(n —1)A, onde pp = —en(n — 1), e ainda
EN 1 —
1/1 = U|M”(5]\/) — A= —€N(n— ].) +7h7+ §ha+ﬂ

nao pode se anular em algum subconjunto denso de M"(ey). De fato, a tinica possibi-
lidade de 1 se anular, seria aquela onde os termos —en(n — 1), =hs + %ha e B seriam
nulos. Mas isso acarretaria por exemplo em que n = 1 (o que nao pode ocorrer, pois
n > 3). Portanto, todas as hipoteses do Teorema 5.1 sdo satisfeitas neste exemplo, e
portanto o Exemplo 4.2 é contemplado pelo Teorema 5.1.

O Exemplo 4.2 envolve dois casos: Seey =1, M (ey) =S"eseey = —1, M"(ey) =
H™.

No caso M"(ey) = S™, a curvatura escalar S > 0 é constante, pela Eq. (4.4), a fungao
angulo C' é dada por

O=%%+%m+3 (5.4)

Além disso, a funcao angulo C' em S™ tem dois pontos criticos, pois C' € um campo

escalar concircular especial em S".

O campo V que gera uma estrutura de quase soliton de Ricci para S™ é

1
V= _§aT + 5" + Bz, (5.5)
onde @ = (ay, ..., Qy, apyy), com fungao soliton
1
A:(n—1—§aw—h@). (5.6)
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No caso M"(en) = H", a curvatura escalar S < 0 é constante, a funcao angulo C' é
dada por:

11
C=—5ha+5hs—F. (5.7)

Além disso, a funcao angulo C' em H" tem um ponto critico, pois C' é um campo escalar

concircular especial em H".

O campo V' que gera uma estrutura de quase soliton de Ricci para H" é

1 1
V = -al + -7! 4+ Bz, (5.8)
2 2
onde @ = (ay, ..., 0, —apy1), com fungao soliton
1
A:—@—1—§WTH@) (5.9)

Além do Exemplo 4.2, vamos apresentar dois novos exemplos que também vao ilustrar
o Teorema 5.1, a saber, produtos warped. A motiva¢ao na elaboracao destes exemplos
é, por um lado o trabalho de Tashiro [37|, onde ele apresentou os espagos pseudo-
hiperbdlicos do tipo zero e do tipo negativo (apresentados na Eq. (1.64) da Secao 1.5)
e, por outro lado, um lema feito no trabalho de Pigola et al. [35, p.10, Lema 1.1](ja
haviamos discutido & respeito na se¢ao de quase solitons de Ricci) que permite construir
uma estrutura de quase séliton de Ricci gradiente em produtos warped cuja base é um
intervalo real ou o proprio R e as fibras sao variedades de Einstein. Deste lema, podemos
obter que os produtos warped dos tipos R Xt R" ™! e R X .osn: H" ! possuem estrutura de
quase soliton de Ricci gradiente com as suas respectivas fungoes potenciais frx _ gn-1 (t) =
e’ e frx,,.,mn-1(t) = senht e as suas respectivas fungoes solitons ARx -1 (t) = et —
(n —1) e Agx,,.,mn-1(t) = senht — (n —1). Além disso, R X R"™! e R X pqp H" !
sao variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas, com curvatura seccional
constante igual a —1 (fato apresentado na Eq. (1.57) da segao de produtos warped).
Assim, ambos os produtos warped sao isométricos ao espaco hiperboélico H", devido ao
Teorema de Cartan (veja Carmo [9, p.181, Teorema 4.1]). As isometrias destes produtos
warped envolvendo espago hiperbdlico, juntamente com a técnica adotada pelo Teorema
3.1, serao de grande importancia na elaboracao destes exemplos, que vao depender do

caso particular do Exemplo 4.2, que trata do caso hiperbélico.

Exemplo 5.1. Levando em conta as consideragoes acima, o espago pseudo-hiperbolico
(Rx R grx ,rn—1) do tipo zero € isométrico a (H", gun). Entdo, temos uma isometria

G:(RxaR™ Irx rr-1) = (H", gun), isto €, G ¢ um difeomorfismo suave que satisfaz

ngetR“—l(Xa Y) = gHn (dG(X)v dG(Y))>
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para todos X, Y € X(R x» R"™1), onde JRx Rn-1 € GHn denotam as métricas Riemanni-
anas de R X« R"™ e H", respectivamente. A isometria G é dada por G(t,x) = (z,e™"),
para todo (t,r) € R x» R"! (veja Neto [31, p.162]). Com isso, podemos conside-
rar (R X . R”_l,gRXctan) como uma hipersuperficie tipo-espago do espago de Lorentz
L),

Assim, para cada (t,z) € R X R"™! temos a decomposicao ortogonal

TowaL™! = Ti (R xo R™) @ <G(t, - > (5.10)

onde G(t,x) € o vetor posi¢ao em G(t,z) € H" e TgunH" = dG .2 (Tit.2) (R Xt R™71)).
Desta maneira, utilizando a isometria G, temos que R x .« R"™! tem curvatura escalar

constante S < 0. Denotando por Crx _,gn-1 a fungao dngulo em R X R™ ! temos pela
Eq. (5.7) que

1
2
Denotemos por Veyx ,gn-1 0 campo que gera uma estrutura de quase soliton de Ricci

1 _
Crxknt =C0G =—ghao G+ chyoG—f. (5.11)

para R x .+ R"™L. Pela decomposicio ortogonal dada por (5.10) e em vista da técnica do
Teorema 3.1, podemos obté-lo tomando a projecao tangente do campo vetorial conforme

V de L™ definida pela Eq. (4.3). Para qualquer (t,z) € R x» R"™!, temos
Ve zni(t,7) = dG_1<VHn(G(t,x))>
1 1
— 4G [aaT(G(t,x)) + 57" (Gt 2) + B(G(t,x )]
1 1
- 5d(;—l(aT(c:(t,g:))) +5dG™! <7T(G(t,m))> (5.12)
+ dG [B(G(t,x )}

onde Vign € o campo de H" dado por (5.8). Denotemos por Ricgy ,gn-1 € Ricgn 0s
tensores de Ricci de (R X Rn_l,gRXetRn—l) e de (H", gun), respectivamente. Uma vez
que G € uma isometria, levando em conta que toda isometria preserva tensores de Ricci,

deriwadas de Lie e funcoes solitons via pull-back, temos as sequintes relagoes:
Ricgy g1 = G Ricgn = —(n — 1)G"ggn
= —(n— 1)9R><et]R”*1a
EVRXetRn_1gR><€tR”—1 = G" Ly gun
= (et 15) 0 G) G g
= (et 13) 0 G) g
= (ha oG + hyo G) IRx ;Rn—1
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1
Nex it = A 0G=—(n—1=(hs+hs)) oG
1
_ —@—1—?%@G+MWGD, (5.13)

onde A\gn € a fungdo sdliton de H" dada na Eq. (5.9). Portanto, (R x. R""! g) tem
uma estrutura de quase sdliton de Ricci com campo Vg ,gn—1 dado por (5.12) e uma
fungao soliton dada por (5.13).

De posse das informacoes acima, verificaremos todas as hipdteses do Teorema 5.1
neste exemplo. Considerando a fung¢ao dngulo Crx ,ge—1 definida acima pela Eq. (5.11),

seque da Eq. (5.3) que o Hessiano de Cgy ,gn—1 € dado por
HessCryx ,gn-1 = G HessC
= (CoG+ B)G*gun
= (Crx rr1 +B)9RxetR”*1-

Assim, Cgry ,gn-1 € um campo escalar concircular especial. Entao, Cry ,gn-1 nao tem
e e

nenhum ponto critico. Além disso,
RZ'CRXetRn—l = —(n - ].)I = (TL - 1>ARXetR"717

onde Agx_,gn—1 denota o operador de Weingarten da hipersuperficie (Rx R, gRXetRn—l)

do espaco de Lorentz L™, o qual é dado por
Agx ro-1 = dG™ 1o Ao dG,

onde A é o operador de Weingarten da hipersuperficie (H", ggn) do espago de Lorentz

L e p=mn—1. Além disso,
1 1 —
lp = 0'|R><et]Rn—1 - )‘RXEtR"*1 = (n - 1) - §h7 oG + éhaO G + 6

nao pode se anular em algum subconjunto denso de Rx «R"1. Pois, a tinica possibilidade
de v se anular, serta aquela onde os termosn —1, —%h70G+ %haOG e B seriam nulos.
Mas isso acarretaria por exemplo em que n =1 (o que nao pode ocorrer, pois n > 3).

Portanto, todas as hipdteses do Teorema 5.1 sao satisfeitas neste exemplo.

Exemplo 5.2. Pelas mesmas consideragoes acima, o espago pseudo-hiperbolico (R X cosnt
H" !, grx.., 1) do tipo negativo € isométrico a (H", ggn). Entdo, temos uma isome-
tria P : (R Xeosnt H" ™Y, grx,,., mn-1) — (H™, gun), isto €, P € um difeomorfismo suave
satisfazendo

IRx oo in—1(X,Y) = gun (dP(X),dP(Y)),
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para todos X,Y € X(R Xeosne H' 1), onde grx.,., mn-1 € gun denotam as métricas Ri-
emannianas de R X oo H' 1 e H", respectivamente. Com isso, podemos considerar
(R Xeosne H' ™Y, gr,,, mn-1) como uma hipersuperficie tipo-espago do espago de Lorentz

(L™, 7).

Assim, para cada (t,1) € R X pens H' ™1, temos a decomposi¢ao ortogonal
Treal™ = Tpa) (R X o H™) @ <P(t, z > (5.14)

onde P(t,x) € o vetor posi¢ao de P(t,z) € H" e TpnH" = dP ) (Tit2) (R X cosne H"1)).
Desta maneira, utilizando a isometria P, temos que R X osne H' 1 tem curvatura
escalar constante S < 0. Denotando por Cry, , mun-1 @ fungao dngulo em R X ot H" !,

temos pela Eq. (5.7) que
1 1 —
CRx oottt = C O P =—Shgo P+ Shyo P —f. (5.15)

Denotemos por Vg, ., mn-1 0 campo que gera uma estrutura de quase soliton de Ricci
para R X coen H' L. Pela decomposigao ortogonal dada por (5.14) e em vista da técnica do
Teorema 3.1, podemos obté-lo tomando a projecao tangente do campo vetorial conforme
V de L™ definida pela Eq. (4.3). Para qualquer (t,7) € R X oo H' ™, temos
Vs (b2) = P~ (Vi (P(t,2)) )
1
= dP7[5a" (P(t.a)) +
1

- 5cu_D—l(aT(P(t,gc))) dP‘1<7T(P(t,x))> (5.16)

+ dp! [B (P(t,m )]
onde Vgn € o campo de H" dado por (5.8). Denotemos por Ricgy,,_, mn-1 € Ricgn o0s
tensores de Ricci de (R X cosne H" ™1, grx., ., 1) € de (H™, gun), respectivamente. Desde

que P € uma isometria, levando em conta que toda isometria preserva tensores de Ricci,

derivadas de Lie e funcoes solitons via pull-back, temos as relagoes:
RiCRxcoshtHn_l = P*RZCHTL = —(n — 1)P*an

= —(n- 1)9]R><COSMH”*1>

_ *
Vi tHn,lngmhtHn—l = PEVHngH"

= ((a+hs)o P)Pgan
= ((ha + hy) o P) IRX gountH 1

— <ha @) P + hv 9} P) gRXcoshtHn71

cosh
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1
AR coupiHin=1 = Amn 0 P = —(n —1-5hy+ ha)) opP
1

- —(n—l—ﬁ(h70P+haoP)>, (5.17)
onde \gn € a funcgao séliton de H" dada na Eq. (5.9). Portanto, (R X oens H' 1, g) tem
uma estrutura de quase soliton de Ricci com campo Vry , , mn—1 dado por (5.16) e uma

fungao soliton dada por (5.17).
De posse das informacgoes acima, verificaremos todas as hipdteses do Teorema 5.1

neste exemplo. Considerando a fungao angulo Cry_,_, un—1 definida acima pela Eq. (5.15),

seque da Eq. (5.3) que o Hessiano de Cgy,,_, un—1 € dado por

HessCgy, . umn—1 = P*HessC
= (CoP+p)P*gun

= (CRXcoshtHn_l + B)gRXcoshtHn_I.

Assim, Cgrx,, ., mun-1 € um campo escalar concircular especial. Entao, Cry,,_, mn-1 NGO

tem nenhum ponto critico. Além disso,
RicRXcoshtHn71 - _<n - 1)‘[ = (n - ]')ARXcoshtHn717

onde Agx.,., ,un—1 denota o operador de Weingarten da hipersuperficie (R X cosns HM L, ORx oy HO—1)

do espaco de Lorentz "', o qual é dado por
Agsx.,mn-1 =dP~ o Ao dP,

onde A é o operador de Weingarten da hipersuperficie (H", gun) do espago de Lorentz

L e p=mn—1. Além disso,
| 1 1 -
- X coshtH™ ™ - coshtH™ ™ - - — 550 o't
1/} IR Hn—1 )‘RX peHP—1 (TL ].) 2]17 P+2h Op+ﬁ

nao pode se anular em algum subconjunto denso de R X oo H' L. Pois, a tinica pos-
sibilidade de 1) se anular, seria aquela onde os termos n — 1, —%h; oP+ %ha oPep
seriam nulos. Mas isso acarretaria por exemplo em que n =1 (o que nao pode ocorrer,

pois n > 3). Portanto, todas as hipdteses do Teorema 5.1 sao satisfeitas neste exemplo.

Com isso, estamos prontos para obter uma classificacao de quase solitons de Ricci

lmersos em nosso contexto.
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Corolario 5.1. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana de curvatura escalar cons-

tante S diferente de zero satisfazendo as mesmas hipoteses do Teorema 5.1. Entao

tem-se as sequintes possibilidades:

i) Se S >0, entao (M™,g) € isométrica a S" e M deve ser um espaco Buclidiano;

ii) Se S < 0 e C tem um ponto critico, entao (M™,g) € isométrica a um espago

hiperbolico e M deve ser um espaco de Lorentz;

iii) Se S < 0 e C' ndao tem nenhum ponto critico, entao (M",g) é isométrica aos

produtos warped dados nos Eremplos 5.1 e 5.2 e M deve ser um espaco de

Lorentz.

Demonstracao. Pelas hipoteses do Teorema 5.1 temos que HessC' = (—kC + b)g, onde

k:

n(n —1)

S

e b= —No — eyo H sao constantes. Entao, obtemos as seguintes possibi-

lidades:

i)

ii)

iii)

Se S > 0, entdo aplicando o teorema de Tashiro [37], tem-se M™ = S™ e empre-
gando o Exemplo 4.2 M"™ = S" é munida de uma estrutura de quase séliton de
Ricci com campo potencial V' dado pela Eq. (5.5), fungao soliton dada por (5.6) e
fungao angulo C' dada por (5.4) e M deve ser R™! com o campo conforme V

dado por (4.3).

Se S < 0 e C tem um tnico ponto critico, entao aplicando o teorema de Tashiro [37],
tem-se M" = H" e empregando o Exemplo 4.2 M™ = H" é munida de uma estru-
tura de quase soliton de Ricci com campo potencial V' dado pela Eq. (5.8), fungao
soliton dada por (5.9) e a fungdo angulo C' dada por (5.7) e M deve ser L+

com o campo conforme V' dado por (4.3).

Se S < 0 e C' nao tem pontos criticos, entao aplicando o teorema de Tashiro [37],
tem-se M™ = R x . R"! ¢ empregando o Exemplo 5.1 M" = R x R"! ¢ munida
de uma estrutura de quase soliton de Ricci com campo potencial Vgy ,gn-1 dado
pela Eq. (5.12), fungao soliton dada por (5.13) e a fungao angulo Cgy ,gn—1 dada
por (5.11) como no Exemplo 5.1 ou tem-se M™ = R X psn H' ™! € empregando o

Exemplo 5.2 M"™ = R X e H* ™! ¢ munida de uma estrutura de quase soliton de
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Ricci com campo potencial Vg, , mn—1 dado pela Eq. (5.16), funcéo soliton dada
por (5.17) e a fungdo angulo Cgy, , mn-1 dada por (5.15) como no Exemplo 5.2 e

M deve ser L™ com o campo conforme V dado por (4.3).

]

Observagao 5.1. E importante notar neste ponto que, em contraste com o teorema
de Tashiro [37], o caso euclidiano é impossivel de ocorrer em nosso contexto porque no
Ezemplo 4.1 nds teriamos o|gn = A\, 0 que contradiz a hipdtese sobre 1p do Teorema
5.1. Logo, o FExemplo 4.1 ilustra o Teorema 3.1, porém nao wlustra o Teorema 5.1. Em
outras palavras, o caso totalmente geodésico nao pode ocorrer no Teorema 5.1. Portanto,
o Teorema 5.1 capta somente os casos totalmente umbilicos nao-geodésicos. Em wvista
disso, o Exemplo 4.2 ilustra os nossos dois resultados. Podemos entao dizer que nossos

dois resultados tem interseccao.
Recordemos que o Teorema 3.1 oferece uma técnica mais geral, que permitiu elaborar

os FExemplos 4.2, 5.1 e 5.2, que sao captados pelo Teorema 5.1. Com isso, podemos

elaborar mais exemplos novos em que os espag¢os ambientes sao M(¢) = S™™!, M(c) =

H"', M(c) = Sttt e M(c) = Hi M.
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Capitulo 6

Conclusao

Vamos recapitular o que foi feito nesta tese. Em principio provamos dois resultados

principais que possuem certas aplicagoes.

Para obter o primeiro resultado (Teorema 3.1) foi indispensavel estabelecer uma cone-
xao entre campos conformes e campos concirculares. Ele se relaciona com os resultados
feitos no trabalho de Aquino et al. [2]. No Teorema 3.1 a condi¢ao de hipersuperficie
totalmente umbilica é hipdtese e a condicao da hipersuperficie ter estrutura de quase
soliton de Ricci é tese. Enquanto no trabalho de Aquino et al. [2] a condi¢ao da hipersu-
perficie ter estrutura de quase soliton de Ricci é hipétese e a condi¢ao de hipersuperficie
totalmente umbilica é tese, e os espacos ambientes sao o espaco hiperbélico, o espaco de
Sitter e o espago de anti-Sitter. Além disso, o Teorema 3.1 traz uma técnica mais geral

para elaborar novos exemplos.

O segundo resultado (Teorema 5.1) permite captar os Exemplos 4.2, 5.1 e 5.2 em
que os espacos ambientes sao o espaco Euclidiano e o espaco de Lorentz. A técnica do
Teorema 3.1 permitiu elaborar estes exemplos. Juntando o segundo resultado com estes
exemplos, obtemos uma aplicagao do Teorema de Tashiro no contexto de quase sélitons
de Ricci imersos (Corolério 5.1), sempre deixando claro que o caso Euclidiano (Exemplo
4.1) nao é captado pelo Corolario 5.1, que em contrapartida é contemplado pelo Teorema
de Tashiro [37]. A fungao angulo foi de grande suporte para os nossos resultados, sendo
um campo escalar concircular especial, o que permitiu aplicar o teorema de Tashiro [37].
Além disso, em todos os nossos exemplos captados pelos resultados, a fungao angulo
é expressa em termos da funcao altura, que é muito utilizada no ramo da geometria
Diferencial para obter importantes resultados de caracterizagoes no contexto de quase

s6litons de Ricci.
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Nesta tese foram explorados exemplos Riemannianos de quase solitons de Ricci,
devido a uma aplica¢io do Teorema de Tashiro [37] em nosso contexto. Especula-
mos que ¢ possivel investigar mais exemplos, inclusive exemplos semi-Riemannianos
ainda neste nosso contexto, fazendo aplicacao de outros resultados estilo Teorema de
Tashiro [37] que permita abranger esses casos. Como por exemplo os resultados de
Kiihnel-Rademacher |25, p.240, Teorema 3.1 e Teorema 3.2|, onde eles exploram mais

exemplos Riemannianos e também exploram exemplos semi-Riemannianos.
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Apéndice

Neste Apéndice escreveremos alguns conceitos basicos presentes na teoria de Geometria
Riemanniana. O leitor pode estudar mais detalhes sobre estes conceitos nas referéncias
Lee [26], Carmo [9], Petersen [34] e Neto [31].

A derivagao covariante de tensores permite estender as variedades riemannianas cer-
tos operadores diferenciais de uso frequente no R". Passaremos a uma exposicao de
alguns destes operadores. Em tudo que segue, M" denotara uma variedade riemanniana
de dimensao n com métrica g e conexao de Levi-Civita V.

Seja f: M"™ — R uma fungao suave. O gradiente de f é o campo vetorial suave V f,
definido sobre M por

9(Vf.X)=Vxf=X(f)=df(X) (6.1)
para todo X € X(M).

Seja {e1,. .., e, } um referencial ortonormal em uma vizinhanga U C M. Entao, pela

definicao de gradiente, teremos em U

i

Mais geralmente, se 0, ..., 0, sao campos coordenados em U, teremos
V=Y 9701 (6.3)
ij=1

onde g;; = ¢(9;,0;) e (¢”) ¢ a inversa da matriz (g;;). Além disso, ¢ imediato das

propriedades de derivagao o seguinte fato: Se f,¢ : M — R sao fungoes suaves, entao

vale a regra da soma V(f +{) = Vf + V/ e a regra do produto V(f{) =(Vf + fVL.
Seja f : M — R uma fungao suave. Definimos o Hessiano de f como o (1, 1)-tensor

dado por
(Hessf)(X)=VxVf, VX eX(M) (6.4)
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ou como o (0, 2)-tensor dado por
H@SSf(X, Y) = g(vaf7 Y)

Neste caso, Hessf : X(M) x X(M) — C*(M) ¢ um tensor simétrico.
Seja f : M — R uma funcao diferenciavel. O Laplaciano de f é a fungao Af : M™ —
R dada por
Af =tr(Hessf). (6.5)

Mais precisamente, seja p € M e considere uma vizinhanga coordenada U C M de p

onde esteja definido um referencial ortonormal local {ey, ..., e,}. Entao

Af(p) =tr(Hessf), =Y g((Hess[)p(e:), e:).

i=1

Para finalizar, faremos um breve comentario sobre pull-back e derivada de Lie de
tensores. Para isso, enunciaremos o seguinte fato sobre equacgoes diferenciais ordinérias,
que é uma extensao do teorema fundamental de existéncia, unicidade e dependéncia das
condicgoes iniciais.

Fato: Seja X um campo de vetores suaves em M. Dado p € M, existem uma
vizinhanga U C M de p, um ntamero € > 0 e uma aplicagao suave ¢ : (—€,¢) x U = M
tais que a curva t — @(t,q), t € (—€,€), ¢ € U, é a unica curva suave satisfazendo
aet.a) = X(o(t,q) e 9(0,9) = q.

O fato acima pode ser encontrado na referéncia Lee [26].

A curva t — p(t,q) dada acima é chamada a curva integral de X em U. A aplicagao

¢ U — M dada por ¢(q) = ¢(t, q) é chamada o fluzo de X em U.

Se f: M — M é um difeomorfismo, o pull-back de um (0,2)-tensor 7' é um tensor

do mesmo tipo que a cada ponto p € M associa

([ T)p(Xp, Yp) == Tf(p)(dfp<Xp)a dfp(Yp))-

Assim, a derivada de Lie de T, com respeito ao campo X, é:

d

(LxT), = i tZOSO:TsDz(p)’

onde o difeomorfismo ¢; : U — ¢(U) é o fluxo de X, para cada t € (—¢,€). Sua relagao

com o colchete de Lie é obtida como aplicacao da propriedade

(EXT)(Y7 Z) = EXT(Ya Z) - T([X7 Y],Z) - T(Yv [X’ Z])
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Em particular, tomando 7" = ¢, teremos
Por outro lado,

(Lxah¥:2) = (5] i000).2)
(£} 9o ) (Vs Z) — gp(Y Z)]

= lim
t—0 t
1
= lim ~{g(deep(Y), dpilp(2)) i) = 9(Y, Z), ]

Podemos estender as definigoes acima de pull-back e derivada de Lie de (0, 2)-tensores

para (0, r)-tensores. Além disso, os resultados para os (1, r)-tensores sao anélogos.

Se f: M — M é um difeomorfismo, o pull-back de um (0, r)-tensor 7" é um tensor

do mesmo tipo que a cada ponto p € M associa

(f*T)p((Xl)m ) (Xr)p) = Tf(p)(dfp<<Xl)p)> e ’dfp((Xr)p))'

A derivada de Lie de um (0, 7)-tensor 7" em M, com respeito ao campo X, é definida

através de
(EXT)(Yi7 s 7}/T'> - X(T<)/17 s JK’))_T([X7}/1]7}/27 s 7}/7')_ ' _T(}/la s 7}/7"—17 [Xa K])

Em particular, a derivada de Lie de uma func¢ao suave f : M — R em relacao ao campo

de vetores X € X(M) é dada pela diferencial da func¢do, como segue:

Lxf=X(f)=df(X)=Vx[.

A derivada de Lie de um campo de vetores Y € X(M) em relagdo ao campo de vetores

X € X(M) ¢ dada pelo colchete de Lie, como segue:
LxY =[X,Y].

Para maiores detalhes, veja Lee [26].
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