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FORTES, F. N. A Variedade das dlgebras de Jordan de dimensdo 2 e 3 a partir de Bases de
Grobner. 2022. 85 p. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal do Amazonas, Manaus-
AM.

Resumo

Neste trabalho serdo apresentadas Bases de Grobner e seu processo algoritmico de obtencao,
bem como resultados de Geometria Algébrica sobre variedades afins. O cdlculo de bases de
Grobner permitird compreender o processo de andlise da classificacdo da variedade afim das
algebras de Jordan de dimensdes 2 e 3, as quais ndo sdo associativas. Com esse intuito, comeca-
mos com o estudo do algoritmo da divisdo no anel de polinémios [z1, . .., x,] sobre um corpo
arbitrario s e suas principais caracteristicas, por meio de diferentes ordena¢des monomiais, de-
talhando sua implementacgado algoritmica. Em seguida, sdo estudados o processo de construgao
de uma base de Grobner para um ideal polinomial I C k[xy,...,z,| que permite responder,
dentre outras perguntas, a questdo de pertinéncia de um polindmio a dado ideal, e também al-
guns exemplos de computacdo de bases de Grobner por meio da ferramenta computacional de
grande utilidade SageMath. Logo apds serdo estudados os conceitos de espaco afim A" (k),
variedade afim V' C A" (k) e suas propriedades, particularmente dimensdo e decomposi¢do em
componentes irredutiveis. Por fim, como aplicacdo das bases de Grobner, apresentaremos a
classificacdo das variedades de Jors(k) e Jors(x) sobre um corpo algebricamente fechado «,

estudando suas dimensdes e componentes irredutiveis.

Palavras-chave: Bases de Grobner; Geometria Algébrica; Variedade afim; Algebras de Jordan;

Dimensao e componentes irredutiveis.
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FORTES, E. N. The Variety of 2 and 3 dimensional Jordan Algebras and Grobner bases. 2022.
85 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Amazonas, Manaus-AM.

Abstract

In this work, we will present Grébner basis and an algorithm to obtain them, as well as
results from Algebraic Geometry on affine algebraic varieties. The calculation of Grobner ba-
ses will allow us to understand the process of analyzing the classification of the affine variety
of 2 and 3 dimensional Jordan algebras, which are not associative. For this purpose, we start
with the study of the division algorithm in the polynomial ring x[x1, ..., z,] over an arbitrary
field x and its main characteristics, through different monomial orderings, detailing its algo-
rithmic implementation. Then, the process of building a Grobner base for a polynomial ideal
I C K[zy,...,x,] is studied, which allows us to answer, among other questions, the problem of
ideal membership, and also some examples of computing Grobner bases using the highly useful
computational tool SageMath. Soon after, the concepts of affine space A"(k), affine variety
V' C A™(k) and their properties will be studied, in particular dimension and decomposition into
irreducible components. Finally, as an application of Grobner bases, we will present the clas-
sification of Jory (k) and Jors(k) over an algebraically closed field x, studying its dimensions

and irreducible components.

keywords: Grobner bases; Algebraic Geometry; Affine Variety; Jordan algebras; Dimension

and irreducible components.
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INTRODUCAO

O conceito de bases de Grobner foi desenvolvido em 1965 por Bruno Buchberger [[1] em
sua tese de doutorado, o qual as nomeou em homenagem a seu orientador Wolfgang Grébner.
Inicialmente, Buchberger teve como interesse obter elementos bases do anel de classes residuais
de um ideal polinomial zero-dimensional em k[z1, ..., x,], 0s quais embora ja se soubesse que
eram finitos ainda ndo havia um método para calcular e exibir tais geradores.

Com a apresentagdo e andlise detalhada do processo algoritmico de constru¢ao de uma base
de Grobner em sua tese abriu-se espago para diversas aplicagdes, € em particular a partir dos
anos 80, com o advento de novas geracdes de computadores baseados em microprocessadores e
sistemas operacionais, possibilitou-se melhor e mais ampla implementacao e uso em diferentes
dreas como em problemas de engenharia, ciéncia da computacdo e matemadtica, relacionados a
ideais polinomiais especificos.

Vale mencionar ainda que os conceitos de bases de Grobner sdo estendidos inclusive a casos
mais gerais, com os devidos ajustes, no estudo de calculo de geradores para Médulos, do cédlculo
de homologia de uma resolucao, de aplicac@o no estudo de criptandlise sobre anéis booleanos,
€ mesmo versdes ndo-comutativas sobre dlgebras de Quivers.

O objetivo central dessa dissertac@o € aplicar as bases de Grobner para obter a classificagio
das variedades afins das dlgebras ndo-associativas de Jordan de dimensdo 2 e 3 sobre um corpo
algebricamente fechado, cuja classificacdo pode ser encontrada de forma completa em [8]. Com
este fim, serd necessdrio estudar varios conceitos de Geometria Algébrica, fortemente apoiada
em conhecimentos de Algebra Comutativa.

A dissertagdo esta estruturada da seguinte maneira: No Capitulo 1 veremos as nocdes pre-
liminares de anel de polindmios em n indeterminadas sobre um corpo arbitrdrio x, bem como
definicdes e tipos distintos de ordens monomiais que serdo extremamente importantes para com-
preender o processo de funcionamento do algoritmo de divisdo em k[z1, . . ., z,| e de constru¢do
do algoritmo de Buchberger para o calculo de uma base de Grobner para um ideal polinomial

neste anel. Veremos de forma detalhada como funcionam esses algoritmos por meio de exem-
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plos e implementacdes através do software computacional SageMath. Demonstraremos muitos
resultados importantes utilizados nesse capitulo relacionados a ideais monomiais e bases de
Grobner. Ao fim desse capitulo teremos todas as ferramentas necessarias para obter um con-
junto de geradores de um ideal polinomial, bem como para responder a questao de pertinéncia
de um polindmio dado a certo ideal. As principais referéncias usadas na elaboracio deste capi-
tulo foram obtidas em [2]] e [7]].

No Capitulo 2 nos dedicaremos ao estudo de uma introdu¢do a Geometria Algébrica. Res-
saltamos que nos utilizaremos de diversos conceitos e resultados conhecidos de Algebra Co-
mutativa. Iniciaremos a primeira secdo deste capitulo com as nocoes e propriedades de espaco
afim e variedade afim, de ideal de uma variedade e sua relagdo com o ideal radical, bem como
os teoremas importantes de Nullstellensatz. Na seguinte se¢do estudaremos o fecho de Zariski
de uma variedade, sua decomposi¢cdo em variedades irredutiveis e a decomposicao primaria do
ideal polinomial relacionado. Prosseguiremos nas seguintes secdes estudando nog¢des impor-
tantes de Anel Coordenado, de Finitude e Normalizacdo de Noether, concluindo o capitulo com
o estudo da dimensdo de uma variedade, suas propriedades e diferentes formas de defini¢dao
e um processo para obter a dimensdo de uma variedade a partir de uma base de Grobner do
ideal polinomial correspondente. Para a elaboracdo deste capitulo consultamos [2], [4], [S]], [6]
e [10].

No Capitulo 3 comegaremos apresentando o conjunto das dlgebras de Jordan de dimensdo n
sobre um corpo k. Apresentaremos o processo de cédlculo das identidades polinomiais de suas
constantes de estrutura que determinam as variedades de Jors(k) e Jors(k) sobre um corpo
algebricamente fechado, explicitaremos cada um desses polindmios calculados. Prosseguindo
aplicaremos os conceitos estudados para o calculo de uma base de Grobner para o ideal dos po-
lindbmios que determinam .Jory(k), calcularemos a dimensdo dessa variedade e explicitaremos
as componentes irredutiveis obtidas. Por fim, de modo andlogo, comentaremos como € possi-
vel aplicar os mesmos passos para a classificagdo da variedade de Jors(rk). Esta classificagdo

embasada conforme [S§]].
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CAPITULO 1

BASES DE GROBNER

Neste capitulo apresentamos as defini¢des iniciais essenciais para a construg¢ao de nosso estudo
das Bases de Grobner em Geometria Algébrica. Iniciaremos definindo o anel de polindmios em
n indeterminadas sobre um corpo x, em seguida serdo definidos os elementos monomiais desse
anel, relacdoes de ordem entre eles, ideais monomiais e alguns resultados sobre os mesmos,
de modo a possibilitar a constru¢do dos dois principais algoritmos a serem estudados nesse
capitulo, a saber, o Algoritmo da Divisdo e o Algoritmo de Buchberger para o célculo de uma

Base de Grobner para um ideal polinomial.

1.1 Definicoes preliminares

Iniciemos esta se¢do definindo o anel com o qual trabalharemos, o anel k[x1, . .., z,].
Podemos definir o anel de polindmios em duas indeterminadas, denotadas por x e y do se-
guinte modo: seja A; = k[x] e definamos Ay = A, [y]. Temos que A;[y] é o anel de polindmios

na indeterminada y com coeficientes em A; = x[x]. Assim, um elemento de A, é da forma

f=fo)+ filx)y + fo(@)y® + - - + fu(x)y", onde fi(z) € A e

my my
fl($>yz = (Z CLZ‘jZL'j) Y= ZCI,Z—]‘{L‘]yZ, para m; € ZZO € a;; € K.
=0

J=0

Desse modo, podemos simplesmente dizer que f € um polindmio nas indeterminadas x e y

com coeficientes no corpo k:

Ay = Aily] = w[2][y] = Kz, y].

12



Entdo, procedendo recursivamente, podemos definir o Anel de Polindmios em 7 indetermi-

nadas como:
A, = Apaz,] = ke, . T [xn] = Kl @]

Observacgdo: sempre que o anel em questdo envolver apenas duas ou trés indeterminadas,
denotaremos, como usualmente, nas indeterminadas z, y e z.

Podemos entdo definir um mondmio no anel [z, . .., ;).
Definicao 1.1. Um mondmio nas indeterminadas x, xs, . . ., ,, € um produto da forma:

Qn

a1 .00
Ly L™y

onde todos os expoentes o, s, . . . , (, SA0 inteiros nao-negativos. O grau total desse mondmio

éasomaay + ag + - - + Q.

De modo a simplificar a notagdo podemos tomar o« = (aq, o, ..., q,), € escrever % =
it xg? - - 2. Dessa forma, para v = (0,0,...,0) teremos z® = le |a| = a1 +ag+- -+ ay,
denotara o grau total desse monoémio.

Com a defini¢do de ménomio podemos entdo definir um polindmio em k[xy, . .., z,].

Definicao 1.2. Um polindmio f nas indeterminadas z1, xs, ..., , com coeficientes em um
corpo x € uma combinagdo linear finita (com coeficientes em ) de mondmios. Escrevemos o

polindmio f na forma:
f= E a,T%, com a, € K,
e

com a soma sobre um nimero finito de n—iplas o = (a1, ag, ..., ) € ZY,,.

3
Como exemplo: f = 2z3y%z + §y3z3 —3zyz +y* € Qlz, y, 2].
Uma vez definido um polindmio podemos, analogamente ao que € feito no anel de polin6-

mios em uma indeterminada, definir a no¢éo de grau de um polindmio em k[xy, ..., z,].

Definicdo 1.3. Seja [ = Z aox® um polindmio em k[xy, T, . .., x,].

e

(7) Chamamos a,, de coeficiente do mondmio z°.
(77) Se a, # 0, entdo chamamos a,z* de termo do polindémio f.
(7i1) O grau total de f # 0, denotado como deg( f), € o mdximo |« cujo coeficiente a,, # 0.

Como exemplo: f = 5z3y?z + 3y32% — 3xyz + 22 € Rz, y, 2|, cujo grau total € deg(f) = 6.
Note que, no anel de polindmios k[z1, ..., x,|, podemos ter mais de um termo de um po-

lindmio com o0 mesmo grau, o que néo ocorre no anel k[x].

13



Concluindo esta sec@o, definiremos ideais no anel x[x1, . .., x,], subconjuntos para os quais
veremos varios resultados e calcularemos, mais a frente, um conjunto de geradores para os

mesmos.

Defini¢do 1.4. Um subconjunto I C k[xy,...,z,| é um ideal do anel k[z1, ..., z,| se satisfaz:
(1) 0 € I,
(17) Se f,g € I,entdo f — g € I;
(1it) Se f € I eh € K[x1,...,x,], entdo hf € I.

Podemos entdo estudar um conjunto determinado por um ndmero finito de polindmios e

verificar que ele, de fato, é um ideal em x|z, ..., ;).
Definicdo 1.5. Sejam fi, ..., f, polindmios ndo-nulos em x[x1, . .., ,]. Definamos o conjunto
denotado por (fy, ..., fs), da forma seguinte

<f17~‘-7fs>: Zhifi|h1,...,h56ﬁ[l’1,...,xn]
=1

O seguinte lema mostra que o conjunto definido acima € um ideal:
Lema 1.6. Sejam f1, ..., fs € [x1,. .., x,], ndo-nulos, (f1, ..., fs) éumidealde k[z1, ..., x,)].
Demonstracdo. Veja [2, pag 29].

Chamamos (fi, ..., fs) de ideal gerado por fi, ..., fs.

Questionamentos que podem surgir naturalmente nesse momento sao 0s seguintes: serd que

todo ideal I C k[zy,...,x,] possui um conjunto finito de geradores? Em outras palavras,
podemos escrever I = (fy,..., fs) para f; € k[x1,...,x,] ? E outra pergunta poderia ser, dado
f € K[xy,...,x,) eumideal I = (f1,..., fs), como determinar se f € I ?

Sabemos que no anel em uma indeterminada, dado um I C k[z], entdo I = (g) para algum
g € k[z]. Assim dado f € k[z], pelo algoritmo da divisdo temos que f = ¢ - g + r com
q,7 € k[z] er = 0 oudeg(r) < deg(g). Também sabemos que f € I = (g) se, e somente se
r = 0. Mas seré que isso também & vdlido em k[z1, ..., x,] ?

Para responder essas perguntas, precisamos definir mais alguns conceitos que serdo impor-

tantes e centrais para as constru¢des algoritmicas desse capitulo.

1.2 Ordens Monomiais

Nesta sec¢@o definiremos as ordens monomiais sobre o anel de polindmios x|y, ..., z,]|. Es-

sas ordens s@o essenciais para resolver, por exemplo, a ocorréncia de mais de um termo com
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mesmo grau em um polindmio, possibilitando definir, analogamente ao que € feito no anel x[x],
mondmios lideres e termos lideres, os quais serdo amplamente utilizados.
Para definir uma ordem monomial, iniciemos definindo relagdo de ordem parcial sobre um

conjunto.

Definicao 1.7. Uma relacdo R sobre um conjunto £ ndo-vazio é chamada relacdo de ordem
parcial sobre I se R é reflexiva, anti-simétrica e transitiva, isto €, R satisfaz as seguintes pro-

priedades:
(1) Se x € F, entdo zRx;
(i) Se x,y € FE, xRy e yRz, entdo x = y;
(7i1) Se z,y,z € E, xRy e yRz, entdo zRz.

Para expressar que a Rb, usamos comumente a nota¢do a < b. No caso em que aRbe a # b,

usamos entao a notagao a < b. Note que, equivalentemente, temos b > a,bem como b > a se

a # b.
Definicao 1.8. Classificamos um conjunto da seguinte forma:

(7) Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto sobre o qual estd definida uma relacdo

de ordem parcial;

(77) Seja R uma relagdo de ordem parcial sobre um conjunto E, os elementos a,b € E se
dizem comparaveis mediante R se a < bou b < a. No caso em que a # b, entdo a < b

oub < q;

(7ii) Se dois elementos quaisquer de um conjunto F forem comparéveis mediante R, entdo R
€ chamada relacdo de ordem total sobre £. Nesse caso, o conjunto £ € dito totalmente

ordenado por R.
Uma vez definida ordem parcial, temos o necessario para definir ordem monomial.

Definic¢do 1.9. Uma ordem monomial > sobre x[x1, . .., z,| € uma relagdo de ordem sobre ZZ,,
ou equivalentemente, uma relagdo de ordem sobre o conjunto de monémios z“, com o € Z%,

satisfazendo:
(i) > € uma relagdo de ordem total sobre ZZ;
(ii) Sea > ey € ZL, entdo a + v > B+ 7;

(iii) > € uma boa-ordenagdo sobre ZZ,, ou seja, todo subconjunto ndo-vazio de Z%, tem
um menor elemento mediante >. Isto é, se ) # A C Zgo, entdio 4 o € A tal que

B>aVpeA compf+#a.
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Um primeiro resultado importante sobre ordenagdo serd demonstrado no lema a seguir, a

saber, quando uma relacao de ordem é uma boa-ordenacao.

Lema 1.10. Uma relagdo de ordem > sobre 72, é uma boa-ordenagdo se, e somente se toda

sequéncia estritamente descendente em 7%, (1) > a(2) > a(3) > - - - termina.

Demonstragdo. Provemos pela contrapositiva: > ndo € uma boa-ordenacdo se, € somente se
existe uma sequéncia infinita estritamente descendente em Z2,,.

Se > ndo € uma boa-ordenagdo, entdo algum subconjunto ndo-vazio S C Z%, ndo tem
um menor elemento. Tomemos «(1) € S. Como «(1) ndo é o menor elemento, podemos
encontrar a(1) > «(2) € S. Como «(2) também ndo é o menor elemento, podemos encontrar
a(l) > a(2) > a(3) € S. Prosseguindo dessa forma, conseguiremos uma sequéncia infinita
estritamente descendente a(1) > a(2) > a(3) > - --

Reciprocamente, dada uma tal sequéncia infinita, entdo {«(1), ®(2), @(3),...} é um sub-

conjunto ndo-vazio de ZZ, sem um menor elemento, e assim, > ndo é uma boa-ordenagdo. W

Bem definidas as no¢des de ordem parcial e ordem monomial, podemos entao definir e exem-

plificar algumas das ordens monomiais sobre K[z, ..., z,].

Definicdo 1.11 (Ordem monomial lexicogrifica). Sejam o = (aq,...,a,) e 8= (B, ...,05.)
em Z%,. Dizemos que o >, [ se a entrada ndo-nula mais a esquerda do vetor diferenca

a — B € 7, é positiva. Escrevemos 2% >, 77 se a >, .

Como exemplos:

Temos que zy? >, y2z%, uma vez que o = (1,2,0) >, B8 = (0,3,4), pois a — 3 =
(1,2,0) — (0,3,4) = (1,—1,—4), ou seja, a entrada ndo-nula mais a esquerda, a primeira, é
positiva.

Temos também que z%y?z? >, x3y?z, uma vez que o = (3,2,4) >, 8 = (3,2,1), pois
a—p=(3,2,4)—(3,2,1) = (0,0, 3), ou seja, novamente a entrada ndo-nula mais a esquerda,
a ultima, € positiva.

A prépria ordem usual das indeterminadas z1, x,, . . . , z, € lexicogréfica:

(1,0,...,0) >4z (0,1,0,...,0) >jep -+ >per (0,...,0,1), @88IM &1 >jep T2 >ieq *** >ler T
Com efeito, note que sempre temos a entrada nao-nula mais a esquerda positiva.

Note que podemos ordenar as indeterminadas x1, x5, . . ., x, com a ordem lexicografica de
n! modos diferentes, isto é, permutando suas posi¢des na ordenacdo. Assim, ordenando as
indeterminadas em ordem decrescente T,, >je; L1 >jex - >l T1 OU permutando apenas xq
€ Tg, OU S€Ja, T >jex T1 iex L3 Slex * ° >lex Tn SA0 OUtros exemplos de ordenacdo a partir da
ordem lexicografica.

Mostremos entdo que a ordem lexicogréfica é, de fato, uma ordem monomial.

Proposi¢io 1.12. A ordem lexicogrdfica sobre 1.5, é uma ordem monomial.
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Demonstragdo. A ordem >, € uma ordem total. Com efeito, vejamos que dois monomios
quaisquer s3o sempre compardveis, isto €, dados «, 8 € Z%, um dos trés ocorre, por definigio:
% >, 27, ou seja, a entrada ndo-nula mais 2 esquerda em ov— 3 é positiva, digamos a; —3; > 0;
2% >, %, ou seja, a entrada ndo-nula mais 2 esquerda em 3—a é positiva, digamos 3;—a; > 0;
1® = 2%, nesse caso ocorrendoque o; — 3; =0Vi=1,... n.

Note também que temos z¢ >, =, ja que, como Zx € totalmente ordenado, segue que
a; > a; Vi=1,...,n. Assim satisfaz a propriedade reflexiva.

Se 7% >, 2° € 2P >0, 2 entdo ¢ = 2P. De fato, se ¥ # 27, entdo I k € {1,...,n} tal
que oy # S, € sendo 7 o menor indice tal que isso ocorra, entio:

Se a; < 3;, ndo poderiamos ter ¢ >, .
Se B; < a;, ndo poderiamos ter ¢ <, .
Portanto % = 2”. Assim satisfaz a propriedade anti-simétrica.

Se 2% > P e 2% >, 27 Entdio I jtalque a; = Bisei < j, e a; > f3;. Similarmente,
d ktal que 5; = v, se @ < k, e B, > ~y,. Como novamente, Z> € totalmente ordenado, temos
queouj=~k,ouj <kouj>k.

Sej <k,entdoa; =3 =7yset < j,ea; > f; =
Sek <j,entioa; = 5; =v;sei < k, e ar = Br > V.
Sej=~Fk,entdoa; = 3; = y;set < j,ea; > f; > ;.
Em todos os casos, o >, 7y € portanto x* >, 7. Assim satisfaz a propriedade transitiva.

Também temos que se o >, [, entdo a entrada ndo-nula mais a esquerda em o — /3 € posi-
tiva, digamos a; — 3; > 0. Note que 2 -27 = (2§ - - 2%)- (2" - - - an) = a7 gt =
%7 e, de modo analogo, z° - z7 = 2517,

Comotemos que (v +7v) — (f+7)=(a1+71 —B1 — Y1, o, Qn + Vo — B — ) =

= (ay — B1,...,a, — Bn) = a — f3, entdo a entrada ndo-nula mais a esquerda é novamente
a; — (B > 0.

Portanto z® - 27 >, 2% - 27.

Por fim, suponhamos, por contradi¢do, que >, ndo seja uma boa-ordena¢do. Entdo, pelo
Lema deve existir uma sequéncia infinita estritamente descendente (1) >p (2) >jep
-+ de elementos de Z%,.

Consideremos as primeiras entradas dos a(i) € ZZ,. Por definicdo de ordem lexicogrifica,
essas primeiras entradas formam uma sequéncia nio-crescente de inteiros ndo-negativos.
Como Z estd bem-ordenado, as primeiras coordenadas dos a(7) devem eventualmente esta-
bilizar. Em outras palavras, existe um [ tal que todas as primeiras entradas dos «(7) com i > [
sdo iguais.

Comegando em «(l), as segundas coordenadas e as subsequentes serdo entdo as utilizadas
para prosseguir determinando a ordenacao.

As segundas coordenadas dos a(1), a({+1), . .. formariam assim, novamente, uma sequéncia
nao-crescente de inteiros nao-negativos. Eventualmente estabilizando de igual modo.

Prosseguindo dessa forma, concluimos que para algum m, as entradas dos a(m), a(m + 1),
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..., seriam todas iguais. O que contradiria a suposicdo de que «(m) >, a(m + 1).
Portanto a ordem lexicogréfica € uma boa-ordenacao.
|

Note que com a ordem monomial lexicografica x >, ¥y >, 2 temos que um mondmio
em uma Unica varidvel € sempre maior pela ordem que outro mondmio envolvendo as demais
varidveis menores, por exemplo: x >, y°z>, ja que (1,0,0) — (0,5,3) = (1, —4, —3) e assim
a entrada ndo-nula mais a esquerda, 1, € positiva.

Desse modo é possivel que um mondmio de grau total inferior seja maior, pela ordenacao,
que outro de grau total superior, como visto no exemplo anterior.

Para levar em conta também o grau do mondmio para a ordenagdo, temos a ordem monomial

lexicografica graduada a seguir.

Defini¢ao 1.13 (Ordem monomial lexicogréfica graduada). Sejam «, 3 € Z%,. Dizemos que
Q> ger 0 s€ | = Zai > |6 = Zﬁi, ou |a| = |B] e a >, S.
i=1 i=1

Como exemplos:
Temos que xy?z° > e, x3y?, uma vez que |(1,2,5)] =8 > 5 =(3,2,0)].
Temos também que xy?z* > e, 2y2°, uma vez que |(1,2,4)] =7 = [(1,1,5)| e (1,2,4) >z
(1,1,5).

Perceba que, quando temos dois mondmios com mesmo grau total, entdo quem determina a
ordenacdo € a ordem lexicogréfica simples.

Andlogo a ordem lexicogréafica, a ordem lexicogréfica graduada é uma ordem monomial.
Proposicao 1.14. A ordem lexicogrdfica graduada > g1, € uma ordem monomial.
Demonstragdo. Veja [7, pag 9].

Também podemos definir uma ordem lexicografica que beneficie o menor expoente da dltima
indeterminada, de forma oposta a lexicografica simples, que ordena pelo maior expoente da

primeira indeterminada.

Defini¢ao 1.15 (Ordem monomial lexicogréfica graduada reversa). Sejam a, 8 € Z%,. Dizemos
n n

qUE O > greyies [ S€ || = Z a; > || = Z Bi, ou |a| = || e a entrada ndo-nula mais a direita

dea—pecZmé negativaf;1 -

Como exemplos, temos que 2y*z" > jeper z'y?2%, uma vez que |(1,4,7)] = 12 > 9 =
(4,2,3)].
Também zy°2% > jener wy2>, uma vez que [(1,5,2)] =8 =(4,1,3)| e (1,5,2) — (4,1,3) =
(—3,4,—1).

Note que ambas as ordens > g,jc; € > grever Utilizam o grau total dos mondmios da mesma

forma. Contudo elas sdo distintas, vejamos por exemplo que 2°yz >, x'y2?, jé que esses
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mondmios tem o mesmo grau total e (5,1,1) — (4, 1,2) = (1,0, —1), ou seja, a entrada ndo-nula
mais a esquerda € positiva; e também z°yz > grevles x*y2?, mas nesse caso por outro motivo, ja
que a entrada ndo-nula mais a direita € negativa.

No entanto, z2yz® >, 2y*z, uma vez que esses mondmios tem o mesmo grau total e
(2,1,3) — (1,4,1) = (1,-3,2), ou seja, a entrada ndo-nula mais a esquerda é positiva; e
xytz > greviex x%y23, j4 que a entrada ndo-nula mais a direita é negativa.

Comparando entdo esses trés tipos de ordens monomiais temos que, dado f = E a,x® um

polindmio ndo-nulo em k[z1,...,z,] e escolhida uma ordem monomial >, podeSos ordenar
seus termos monomiais obtendo uma expressdo para f relativa a essa ordem fixada.
Por exemplo, seja f = 4xy?z + 422 — 523 + 72?22 € Ry, ..., 1,].
Com respeito a ordem >, temos:
f= =523 4+ 7222 + day?z + 427
Com respeito a ordem > ., temos:
f =722 + day?z — 5a® + 42>
Com respeito a ordem > ;,¢y¢, t€mos:
[ =dxy’z + Ta%2% — 5a® + 422

1.3 Algoritmo da Divisao

Nesta secdo apresentamos a constru¢do do Algoritmo da divisdo no anel de polindmios em n
indeterminadas. Este algoritmo pode ser implementado em diversos softwares matematicos, em
nosso caso, utilizaremos o software livre SageMath [9] baseado na linguagem de programagao
Python.

Fixada uma ordem monomial podemos definir entdo os elementos essenciais para a imple-

mentacdo desse algoritmo, os mondmios e termos lideres de um polindmio.

Definicao 1.16. Seja [ = E aox® um polindmio ndo-nulo em k[z1,...,x,] € seja > uma
(6

ordem monomial. Definimos:

(1) O multigrau de f € multideg(f) = maz(a € Z%; | an # 0), onde 0 maximo é com

respeito a ordem monomial >;
(ii) O coeficiente lider de f é LC(f) = amultideg(f) € K

(4ii) O monodmio lider de f é LM (f) = z™Hde8(f) (com coeficiente 1);

(iv) O termo lider de f é LT(f) = LO(f) - LM(f) = Guultideg(s) T t198),

Por exemplo, seja f = 4xy?z + 422 — 523 + 72222, e tomando a ordem >, temos:
multideg(f) = (3,0,0)
LO(f) = -
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LM(f) = o
LT(f) = —bz3
Enquanto que, tomando a ordem >, , temos:
multideg(f) = (2,0, 2)
LO(f) =7
LM(f) = x%2*
LT(f) = 7Tx*2?
O resultado apresentado no lema a seguir, que serd utilizado na demonstra¢do do Algoritmo
da Divisdo mais a frente na secdo, analisa o que ocorre com os multigraus de um produto e de

uma soma de polindmios.
Lema 1.17. Sejam f, g € K[z, ..., x,] polindmios ndo-nulos. Entdo:
(7) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g),

(ii) Se f 4+ g # 0, entdo multideg(f + ¢g) < max(multideg(f), multideg(g)). Se em adigdo,
multideg(f) # multideg(g), tem-se igualdade.

Demonstragdo. Veja [2, pag 60].

Outra definicdo essencial para a constru¢do do Algoritmo da Divisdo € a de divisibilidade

entre mondmios.

Defini¢ao 1.18. Sejam «, 3 € Z2,. Dizemos que um mondémio z* divide um mondmio z* se

existe v € Z%, tal que 8 = v + a, isto €, 2P =27 o

Agora temos as ferramentas necessdrias para a constru¢do do Algoritmo da Divisdao em

KlZ1,...,T,] que nos permitird dividir um polindbmio f € k[zy,...,x,] por fi,...,fs €
Klx1,...,,], de modo que possamos expressar f na forma f = ¢, f1 + -+ + ¢sfs + 7, com
Gy -y Qs €T M K[T, ..., Ty

Passemos entdo a construcdo e prova da funcionalidade do algoritmo que fornece essa ex-

pressdo para um polindmio arbitrario f € k[z1,...,x,].

Teorema 1.19 (Algoritmo da Divisdo). Seja > uma ordem monomial sobre 7.5, e sejam I =
(f1,--., fs) uma s-ipla ordenada de polinémios ndo-nulos em k[xq, . .., x,). Entdo todo [ €
Klx1, ..., T, pode ser escrito como [ = qifi+- - +qsfs+7, onde qu, ..., qs, 7 € K|x1,. .., Ty,
er = 0our éuma combinagdo linear, com coeficientes em r, de mondémios, nenhum dos quais
é divisivel por algum LT (f),..., LT (fs). Chamamos r um resto de f na divisdo por F. Além
disso, se q; f; # 0, entdo multideg(f) > multideg(q; f;)-

Demonstragcdo. Provemos a existéncia de ¢y, ...,qs € r por meio de um algoritmo para sua

constru¢do e mostrando que o algoritmo funciona para as entradas fornecidas:
Input: fi,....fs, f
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Output: ¢,...,qs,7
¢ :=0;...5¢=0;7:=0

p=f
WHILE (p # 0) DO
1:=1

divisionocurred := false
WHILE (i < s) AND (divisionocurred := false) DO
IF (LT(f;)) divides (LT (p)) THEN
¢ = qi + LT (p)/LT(f;)
p:=p— (LT(p)/LT(f))fi
divisionocurred := true
ELSE
ti=1+1
IF (divisionocurred := false) THEN
r:=r+ LT(p)
=p— LT(p)
RETURN qi, ..., qs, 7

Note que neste algoritmo a varidvel p representa o dividendo intermedidrio em cada estdgio,
q1,- - -, Qs 08 quocientes e r o resto na divisdo de f por F.
A varidvel booleana divisionocurred indica quando algum LT'(f;) divide o LT (p) do divi-
dendo intermedidrio, e assim em cada loop uma das duas coisas ocorre: Se algum LT'(f;)
divide LT'(p), o algoritmo, similarmente ao caso em uma indeterminada, opera para cancelar
LT(p) em p e segue preenchendo ¢;; Se nenhum LT( f;) divide LT (p), o algoritmo opera para
cancelar LT'(p) em p e adiciona LT'(p) ao resto .

Para verificar que o algoritmo funciona, mostremos que em cada estagio temos

f=ah+-+aqfs+p+r (1)

Esta igualdade € claramente valida para os valores iniciais atribuidos. Com efeito:
f=0-fi+--+0-f,+f+0.

Supondo que temos a igualdade (1) valida em um estagio do algoritmo, se 0 préximo estigio
¢ um passo de divisao, ou seja, algum LT'(f;) divide LT'(p), entdo da igualdade
Gifi +p = afi + (LTW)/LT(f)) f: — (LTW) /LT fi +p = (a: + LT(p)/LT(f)) fit
+(p — (LT(p)/LT(f;))f:), podemos ver que o termo ¢; f; + p permanece inalterado.

Como as demais varidveis também ndo se alteraram nesse passo, entdo a igualdade (1) con-
tinua valida.

Por outro lado, se o préximo estdgio for um passo de resto, ou seja, cancelar L7'(p) em p e
adicionar LT'(p) a r, entdo o termo p + r permanece inalterado, jd que, (p — LT (p)) + (r +
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LT(p)) = p+r, e assim a igualdade (1) continua vélida.
Note que o algoritmo para quando p = 0, e nessa situagdo obtemos exatamente

f=ah+ - +qgfs+r

Como os termos LT'(p) sdo adicionados a 7 somente quando ndo sdo divisiveis por nenhum
dos LT(f;), entdo desse modo ou = 0 ou r tem a propriedade desejada quando o algoritmo
termina.

Agora, precisamos mostrar que o algoritmo eventualmente termina. Para isso, note que em
cada estdgio no qual atualizamos a varidvel p, s6 temos duas possibilidades: ou multideg(p)
diminui (relativamente a ordem >), ou p se torna 0.

Com efeito, primeiro suponhamos que durante um passo de divisdo tenhamos redefinido p

p=p— (LT(p)/LT(f))/f:.

Como LT (g)-LT(h) = LC(g)LM (g)-LC(h) LM (h) = LC(g) LC (h)g™tideg(o)  pmultideg(h)
— Lc(g)LC(h)QJmUItideg(g)+multideg(h) — LO(g)LC(h)l’mlﬂtideg(gh) — LT(gh)
Entao:

LT((LT(p)/LT(fi)) ) = LT(LT (p)/ LT (f))-LT(f;) = (LT (p)/ LT (f:))-LT(f:) = LT(p) (2)

Desse modo, p e (LT(p)/LT(f;))f; tem o mesmo termo lider. Consequentemente sua dife-
rencga, que resulta exatamente p’, deve ter multigrau estritamente menor, sendo p’ # 0. Resulta
andlogo se durante um passo de resto p tenha sido redefinido como

p'=p—LT(p).

Claramente temos que multideg(p’) < multideg(p), sendo p’ # 0 em ambos 0s casos.

Se o algoritmo nunca terminasse, ou seja, nunca chegdssemos a p = 0, entdo teriamos uma
sequéncia descendente estrita infinita de multigraus. Mas a boa-ordenacdo da ordem mono-
mial > garante que tal sequéncia ndo existe, portanto, eventualmente chegaremos ap = 0 e o
algoritmo encerrara.

Por fim, note que o algoritmo inicia com p = f e, como acabamos de mostrar, o0 multigrau
de p diminui. Entdo temos multideg(p) < multideg(f).

Note também que cada termo de um quociente ¢; ndo-nulo € da forma LT (p)/LT(f;) para
algum valor da varidvel p. Em outras palavras ¢; é da forma
0+ LT (py)/LT(fi) + LT (p2)/LT(f;) + --- + LT (pr)/LT(fi), onde estamos denotando por
p; a variavel p na j—ésima atualizagio de g;.

Assim, pelo Lema([I.I7]e por (2) temos:

multideg(LT (p1)/ LT (f:)) + multideg ;) = multideg((LT (p1)/LT(f;) - f) = multideg(p:)
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> multideg(p;) = multideg((LT(p;)/LT(fs) - ) = multideg(LT(p;)/LT(f)) + multideg( £,

Segue assim que multideg(LT (p1)/LT(f;)) > multideg(LT (p,;)/LT(f;)) para todo j =
multideg(LT (p1)/LT(f;)). Logo multideg(q; f;) =

— multideg((LT(p1)/LT(f))f) = multideg(py) < multideg(f), quando g f; # 0, o que
conclui a demonstracao. |

1,..., k. Portanto multideg(q;)

Vejamos um exemplo de forma a aplicar os passos do algoritmo e esclarecer seu funciona-
mento:

Fixada a ordem monomial & > 4, y. Sejam f = —2zy* + zy® € klx,y] e f1 = 2y — 2x,
fo= y3 + 4.

Entdo ordenando com a ordem z > e, y temos f = x?y® —2xy?, f1 = 2y —2ux, fo = y>+4
e portanto LT(f) = 2%y, LT(f)) = 2%y, LT(f2) = y*ep = .

Listemos p, os divisores, 0s quocientes e o resto:
p: 2%y — 2z’
q1: 0
q2: 0
f1:2%y — 22
fary®+4
r:0

Note que ambos os LT(f;) dividem LT (p), isto é, (z%y) | (z*y?) e (y3) | (x*y?).

Como f; estd listado primeiro, entdo:

LT(p) %y’

_ _ 2.3 2 Y 2 _ 2.3 2 _ 202 —
p—P—T(fl)(fl)—$y —2zy” — xzy(x y—2r) =7y’ —2uy” —y(ay — 22) =

=22 — 2wy — 2?2297 =0 e

Assim, atualizando as varidveis no algoritmo:
p:0
¢y
q2: 0
fi: 2%y — 22
foryP+4
r:0

Como p = 0, paramos e portanto obtemos:

f=afi+aeft+r=y@"y—22)+0-(y°+4)+0.
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Se por outro lado listarmos os divisores em outra ordem:
p 2ty — 2P
q:: 0

qs: 0
firy®+4

fo: 2y — 22
r:0

Novamente (z2y) | (z2y3) e (v*) | (z%y®). Mas como agora 3® + 4 est4 listado primeiro:

LT(p) 2 3 2 z%y? 3 2 3 2 2/.3
p=p— fi) = 2%y’ — 2zy” — Yo +4) =%y’ — 2xy° —x*(y° +4) =
) " ) (" +9)
= 2%y — 2wy — 2%y — 42’ = —2ay? —4a® e
LT
G =q + (p) =0+ 2% =2%

LT(f)

Assim, atualizando as varidveis:

p: —2xy* — 4a?

q : x?

q2: 0

firy®+4

fo: 2%y — 22

r:0
Como agora (y*) 1 (—2zy?) entdo passamos para fo.
Como também temos que (z%y) { (—2xy?) entdo:

p=p— LT(p) = —2xy* — 42 — (—2zy*) = —4a* e

r=r+LT(p) =0+ (—2xy*) = —2x1>

Assim, atualizando novamente as variaveis:
p: —4a?
q :x?
q2: 0
firiyP+4
fo: 2%y — 22
r: —2xy?
Por fim, como (y3) { (—42?) e (22y) 1 (—42?) entdo:

p=p—LT(p) = —42® — (—42®) =0 e

r=r+LT(p) = —2xy* — 42® = —2zy°* — 42°.
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Portanto obtemos:

f=qfotrqfi+r=2*0"+4)+0-(2%y — 22) + (—2zy* — 42?).

Note portanto que = 0 é condicdo suficiente para termos f € [ = (f1,..., fs), contudo ndo é
condicdo necessdria. No exemplo anterior, podemos perceber que obtivemos dois restos distin-
tos quando alteramos a ordem dos polindmios divisores. Assim, diferente do que ocorre no anel
k|x], o Algoritmo da Divisdo em k[zy, ..., x,] pode apresentar expressdes para f com restos
distintos dependendo da ordem monomial fixada e da ordem em que os polindmios divisores
estdo listados.

Surge naturalmente outro questionamento: serd que existe um conjunto de polindmios que
gere 0 mesmo ideal para os quais o resto da divisao de um polindmio por eles seja tnico?
Responderemos mais a frente, na secdo Bases de Grobner, a essa pergunta.

Para concluir essa se¢io, implementaremos o Algoritmo da divisdo no software livre Sage-
Math [9] em um exemplo.

Na primeira linha do cédigo, precisamos definir o Anel de Polindmios com o qual iremos
trabalhar, bem como a ordem monomial que serd utilizada pelo algoritmo. Nesse exemplo, o
anel serd Q[z, y| e a ordem serd a lexicografica x >, .

Note que precisaremos também definir uma funcdo que nos retorne se o termo lider de uma
lista ordenada de polindmios divisores F' = (fi,..., fs) divide o termo lider do polindmio
f. Definiremos essa funcdo no algoritmo com o nome "does-divide", a qual retornard como
resultado a varidvel booleana "division-occurred", que retorna portanto os valores "verdadeiro",
se a divisdo ocorreu, ou "falso", se ndo ocorreu a divisdo entre os termos lideres.

Definida essa fun¢do que estudard a divisibilidade, declaramos as varidveis necessdarias, a
saber, o polindmio dividendo f, uma lista ordenada com os polindmios divisores F' = (fi, fo)
e inicializamos o resto r = 0, uma varidvel auxiliar p = f e a lista de polindmios quocientes
Ali]. Note que o tamanho da lista de quocientes depende do nimero ”len(F')” de polindmios
divisores, ja que para cada f; teremos um ¢; correspondente.

Por fim implementamos o c6digo visto no Teorema [[.19] em um exemplo, procedendo a

divisdo do polindmio f = z?y + xy? + y* pelos polindmios f; = zy —le fo = y* — 1.

SageMath version 9.3 Console

sage: P.<x, y> = PolynomialRing(QQ, 2, order = "lex")

sage: division_occurred = False

sage: def does_divide(ml, m2):

et for ¢ in (vector(ZZ, ml.degrees()) - vector(ZZ, m2.degrees())):
ceeat if ¢ < 0:

ceeat return False

PP return True
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sage: F = [xxy — 1, y*2 - 1]

sage: f = xX"2%y + xxy"2 + y"2

sage: A = [P(0) for i in range (0, len(F))]

sage: r = P(0)

sage: p = £

sage: while p != P(0):

R i =0

el division_occurred = False

e while (i < len(F) and division_occurred == False):
et print (A, r)

el print (p)

e if does_divide(p.1lt (), F[i].1lt()):
e q = P(p.1t () /F[1i].1t())
R A[i] = A[i] + g

p = p —g*xF[i]

e division_occurred == False
ceeat else:

ceet i =i+l

et if division_occurred == False:

el r=1r + p.lt()

e p=p - p.lt()

[0, 0] O

X"N2xy + xxy"2 + yr2

True

[x, 0] O

X*xy"2 + x + y*2
True

[x + vy, 0] O
X + y*2 + vy
[x + vy, 0] O
X + y"2 + vy
[x + vy, 0] x
vh2 ty

[x + vy, 0] x
y2 +y
True

[x + vy, 1] x

y + 1

x + v, 1] x + vy
1

[x + vy, 1] x + vy
1

sage: print (A)
[x + vy, 1]
sage: print (r)

x +y + 1
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sage: print (p)
0

sage:

Note que inserimos convenientemente dentro do segundo while comandos para imprimir em
cada passo os valores da lista de quocientes e o resto, print(A, r), bem como a varidvel auxiliar
print(p). E exatamente esta varidvel p que determinaré a parada do algoritmo ja que ela foi
inicializada como p = f, isto €, quando chegarmos a p = 0 o algoritmo encerra.

Por fim, apds o algoritmo executar completamente, pedimos entdo para imprimir a lista de
quocientes final, o resto, e a varidvel auxiliar p, a qual como esperado terminou com o valor
p=0.

Logo, obtivemos o resultado da divisdo da forma:

f=afiteftr=@+y(@y—1)+0)E -+ @+y+1).

1.4 Ideais Monomiais

Nesta secdo apresentaremos resultados importantes sobre ideais monomiais que serdo ampla-
mente utilizados na sec@o seguinte para a construcio e implementacdo do Algoritmo da Base
de Grobner de um ideal polinomial.

Definimos ideal anteriormente na primeira se¢do e nesta se¢ao definiremos um tipo particular
de ideal chamado ideal monomial e veremos alguns resultados importantes sobre o ideal gerado

pelos termos lideres de um conjunto de polindmios.

Definicdo 1.20. Um ideal I C k[xy,...,x,] é um ideal monomial se existe um subconjunto
A C Z%, (possivelmente infinito) tal que I consiste de todos os polindmios que sdo somas
finitas da forma Z hox®, onde h, € K[xy,...,x,]|. Nesse caso escrevemos [ = (x| a € A).
acA
Como exemplo:
I = (a*y?, 2%y 2%y%) C kil y].
Como primeiro resultado, veremos uma forma simples de verificar se um certo monémio

esta em dado ideal monomial.

Lema 1.21. Seja [ = (z® | a € A) um ideal monomial. Entdo um mondmio z° estd em I se, e

somente se xP é divisivel por ° para algum o € A C 7%
Demonstracdo. Veja [2, pag 70].

Dessa forma, podemos verificar rapidamente se um mondmio estd em um ideal monomial,

assim como também conhecer todos os mondmios que estdao nesse ideal. Vejamos um exemplo:
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n
8 ° ® ® ® °
7 ° ® ® ® ®
6 ° 3 ® ° ®
2,5 ‘
5 ( )= ® ° ®
(3. 4)
4 ° ° °
3 ® ® ® ®
4.2)
2 e o o o
1 (m,n) — z™y"
0 ’ 2 3 4 5 6 7
m

Figura 1.1: Expoentes dos mondmios pertencentes a /.

Seja I = (x*y?, 23y*, 2%y°). Entdo pelo lema anterior, os expoentes dos mondmios em I for-
mam o conjunto ((4,2)+Z2,)U((3,4)+Z2,)U((2,5)+Z2%,). Os quais podem ser visualizados
na Figura[[.T]

Note que todos os mondmios a direita e acima de z*y? pertencem ao ideal /. Contudo
nenhum mondmio a esquerda ou abaixo de 23y pertence ao ideal I, j4 que estes ndo seriam
divisiveis por nenhum mondmio que gera /.

Agora veremos um resultado que nos possibilita verificar quando certo polindmio pertence

a dado ideal monomial.

Lema 1.22. Seja I = (x| o € A) um ideal monomial e seja € k[xy,...,x,|. Entdo f € 1

se, e somente se f é uma combinacdo k—linear de monémios em 1.

Demonstracdo. Podemos ver que se cada monomio de f for divisivel por algum z® € [, entdo
f pode ser escrito como f = Z hiz®®, e, por definicdo de ideal, f € 1.

Por outro lado, se f € I, entdo novamente f = Z hya®®, Expandindo cada h; como com-

(2
binacdo k—linear de monémios em k[z1, ..., x,], segue que f serd uma combinagdo x—linear

de mondmios onde cada um deles é divisivel por algum monémio em /. |

Segue facilmente o préximo resultado, o qual serd usado na demonstragao do Lema de Dick-

son.

Lema 1.23. Dois ideais monomiais sdo os mesmos se, e somente se possuent 0s mesmos mono-

mios.
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Demonstragdo. Veja [2, pag 72].

O Lema de Dickson a seguir precede um resultado mais geral de Algebra Comutativa, a
saber, o Teorema da Base de Hilbert, o qual, como veremos adiante, garante que todo ideal
polinomial possui uma base finita de polindmios. No caso particular do Lema de Dickson temos
o mesmo resultado aplicado a ideais monomiais garantindo que 0s mesmos possuem uma base

finita formada por mondmios.

Lema 1.24 (Lema de Dickson). Seja I = (z* | o € A) C k[z1,...,x,] um ideal monomial.
Entdo I pode ser escrito da forma I = (z®V), ... 2*¢)) onde a(1),...,a(s) € A C Z%,.

Demonstragdo. Faremos por indugdo sobre o nimero de indeterminadas n.

Se n = 1, entdo I é gerado por mondmios z{, onde o € A C Z~,. Seja 3 0 menor elemento
de A. Entdo f < a V a € A, de modo que xf divide todos os demais z{. Segue entdo que
I = <xf >

Assumamos agora que n > 1 e que o lema € verdadeiro para n — 1. Escrevamos as inde-
terminadas como xy, ..., Z,_1,y, de modo que os mondémios em k|x1, ..., T, 1,y] podem ser
escritos como z®y™, com o = (ay, ..., Q1) € Z;gl em € Zso.

Seja I C k[x1,...,2,_1,y| um ideal monomial. Para encontrar geradores para I, tomemos
J C K[zy,...,x,_1] ideal gerado pelos mondmios z* para os quais z®y™ € [ para algum
m > 0. Como J é um ideal monomial em k[z1, ..., x, 1], por hipétese de indugdo temos que
J = (oW, zo®),

Para cada 1 < i < s, temos da definicdo de J que )y € I para algum m; > 0. Seja m
o maior dos m;. Entéo para cada 0 < ! < m — 1, consideremos os ideais .J; C k[x1, ..., T, 1]
gerados pelos mondmios z°® tais que 22y € I.

Entdo, usando novamente a hipétese de indugdo, temos que J; = <x“l(1), e ,xal(sl)>. Afir-
mamos que [ € gerado pelos mondmios listados a seguir:

De J : x¢Wym . x&ym;
De Jy : x®W  goo(s0)

De J; : 21 Wy, ... gy

De J,, 1 : atm-1Dym=1  gpom-i(sm-1)ym=1

Primeiramente, note que todo mondmio em [ € divisivel por algum dessa lista. Com efeito,
tome z%y? € I. Se p > m, entdo z“ € J, logo = € divisivel por algum 220 assim x*yP serd
divisivel por algum z®®y™,

Se p < m — 1, entdlo, de forma andloga a p > m, x“y” seré divisivel por algum z*»()yP,
pela forma como construimos os J,,.

Segue assim do Lema [I.21] que os mondmios dessa lista geram um ideal que possui 0s
mesmos mondmios que /. E, do Lema|[1.23] segue que o ideal gerado por esses mondmios é o

proprio I. Logo, a afirmagao estd provada. |
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Apliquemos o Lema de Dickson para analisar o exemplo de ideal monomial dado na Figura

L2
Seja I = (z'y?, 23y, 22yP).

n
81 ° ® ® ®
7 ° ® ® ®
6 ° ® e ®
5.
4l
3]
5]
1.
0 1 2 3 4 5 6 .

Figura 1.2: Expoentes dos mondmios geradores de /.

Nesse caso, temos que J = (z?) C k[z].
De 2%y® € I, temos m = 5.
Entdo os J;para0 <[ <m — 1 = 4 sio:

Jo=J1 = {0};
Jy = J3 = <£C4>;
J4 = <JZ3>

Portanto [ é gerado pelos monomios: I = (x2y5, z%y?, xty3, 23y*).

1.5 Bases de Grobner e Algoritmo de Buchberger

Nesta sec¢do, ja tendo discutido as defini¢des e resultados necessarios, poderemos definir Base
de GoObner de um ideal polinomial, chegando no fim desta secdo ao estudo do algoritmo que
permite computar essa base, fixada uma ordem monomial.

Iniciemos com a defini¢c@o de ideal gerado pelos termos lideres dos polindmios pertencentes
a dado ideal.

Definicdo 1.25. Sejam [ C k[xy,...,x,] um ideal ndo-nulo, e > uma ordem monomial sobre

Klx1,...,z,|. Entdo:
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(7) Denotamos por LT'(I) o conjunto dos termos lideres dos elementos nao-nulos de I:
LT(I) ={cx* |3 fe€I\{0} com LT(f) = ca*}.

(71) Denotamos por (LT'(I)) o ideal gerado pelos elementos de LT'(1).

Observacao:

Caso I = (f1,..., fs), temos que (LT(f1),...,LT(fs)) e (LT(I)) podem ser ideais dife-
rentes. E verdade que LT'(f;) € LT(I) C (LT(I)), implicando que:
(LT(f1),...,LT(fs)) € (LT(I)). Contudo (LT'(I)) pode ser estritamente maior.

Vejamos um exemplo para esclarecer este fato:
Seja I = (fi, fa) = (2® — 22y, 2%y — 2y* + x) e a ordem >y, sobre [z, y|. Entdo:

v (2y — 2% + ) —y- (2° - 2wy) = 2%y — 229 +2? — 2Py + 22y =2* € L.

Assim x? = LT(2?) € (LT(I)).

Contudo z? ndo € divisivel por LT(f1) = z* nem por LT(f;) = z’y, portanto, z* ¢

(LT(f), LT (f2)) pelo Lema[[:21}

Provemos entdo que o ideal gerado pelos termos lideres € um ideal monomial.
Proposicao 1.26. Seja [ C k[xq,. .., x,] um ideal ndo-nulo.
(1) (LT(I)) é um ideal monomial;
(1) Existem gy, ..., g € I tais que (LT(I)) = (LT (g1), ..., LT (g¢))-

Demonstracdo. Sejam LM (g) os mondmios lider dos elementos g € 1\ {0}. Esses mondmios
geram o ideal monomial (LM (g) | g € I\ {0}).

Como para qualquer cz® € (LT (g) | g € I\ {0}), com 0 # ¢ € &, temos que ¢~ 'cx® €
(LT(g) | g € I\ {0}), ctea® =2 € (LM(g) | g € I \ {0}), entdo temos:

(LT(g) | g € I\{0}) C(LM(g) | g€ I\{0}).

Portanto (LM (g) | g € 1\ {0}) = (LT(g) | g € I\ {0}).
Logo, (LT(I)) = (LT (g) | g € I\ {0}) é também um ideal monomial.

Como (LT(I)) é um ideal monomial, entdo é gerado pelos mondmios LM (g) para g €
I'\{0}.

Assim, pelo Lema de Dickson, (LT(I)) = (LM (¢g1),...,LM/(g;)) para alguns g, ..., g €
I. Como LM(g;) e LT(g;) diferem apenas por um coeficiente ndo-nulo LC(g;) € K, segue
que:

(LM (g1),...,LM(g:)) = (LT(g1), ..., LT(gs))-

E portanto (LT(I)) = (LT (g1), ..., LT (gt)). |
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Com os resultados ja demonstrados poderemos apresentar uma prova construtiva do seguinte
resultado importantissimo de Algebra Comutativa, que ja haviamos mencionado, e que possibi-
litard responder também a um questionamento anterior, a saber, se todo ideal polinomial possui

uma base geradora finita.

Teorema 1.27 (Teorema da Base de Hilbert). Todo ideal I C k[z1, ..., x,] possui um conjunto
gerador finito. Em outras palavras, I = (g1, ..., g:) para alguns g,,...,g; € L.

Demonstragdo. Se I = {0}, entdo ndo hd nada a provar.

Se I possui algum polindmio ndo-nulo, entdo podemos construir um conjunto gerador finito
para [ da seguinte forma:

Primeiramente fixamos uma ordem monomial >. Associado a ordem, calculamos o ideal de
termos lideres (L7'(/)). Pela Proposi¢do existem gy,...,9: € I tais que (LT([)) =
(LT(g1),...,LT(g:))-

Afirmamos que I = (g1, ..., g;). Estd claro que (g1,...,9;) C I jAque cada g; € I.

Reciprocamente, seja um polindmio qualquer f € I. Entdo dividindo f por (g1,..., ),
podemos expressar f, pelo Algoritmo da Divisdo na forma f = ¢q1¢1 + --- + ¢:9: + r, onde
nenhum termo de r é divisivel por algum dos LT (¢1), ..., LT (g;)-

Note que r = f —q1g1 — -+ — gt € 1. Se r # 0, entdo terfamos LT'(r) € (LT (1)) =
(LT(g1),...,LT(g;)). Mas entdo, pelo Lema seguiria que LT'(r) deve ser divisivel por
algum LT(g;). Dessa contradi¢ao segue que r = 0.

Portanto f = q191 + -+ + @9: € {(g1,-..,9:), mostrando que I C (gy,...,¢9:). Logo a
afirmag@o estd provada. u

Podemos enfim, definir Base de Grobner de um ideal polinomial.

Definicio 1.28. Fixada uma ordem monomial sobre x[z1, . .., x,]. Um subconjunto finito G =

{g1,...,9:} deumideal I C k[xq,...,x,] ndo-nulo é dito ser uma base de Grébner se

(LT(g1), -, LT(g)) = (LT(I)) .

O resultado seguinte é consequéncia imediata do Teorema da Base de Hilbert e da defini¢ao

de Base de Grobner.

Corolario 1.29. Fixada uma ordem monomial sobre k[z1, . .., x,]. Todo ideal I C K[xy,. .., x,)
possui uma base de Grobner. Além disso, qualquer base de Grobner para um ideal I é uma
base de I.

Demonstra¢do. Dado um ideal ndo-nulo, o conjunto G = {gy, ..., ¢;} construido na prova do
Teorema da Base de Hilbert € uma base de Grobner para [ por defini¢do.

Note agora que se (LT (¢1),...,LT(g;)) = (LT(I)) entdo, como argumentado na prova do
Teorema da Base de Hilbert, temos que I = (g1, ..., g;). Portanto o conjunto G' é uma base
para [. ]
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Podemos entdo estudar algumas propriedades importantes sobre a Base de Grobner de um
ideal, permitindo, inclusive, responder um questionamento anterior sobre a existéncia de um
conjunto de polindmios para os quais tenhamos a unicidade do resto, independente da ordem

dos polindmios divisores.

Proposicao 1.30. Seja I C klxy,...,x,| um ideal e G = {g1, ..., g:} uma base de Gribner
para I. Entdo dado f € k[zi,...,x,], existe um tinico r € Klzy,...,x,| com as seguintes

propriedades:
(i) Nenhum termo de r é divisivel por algum dos LT (gy), ..., LT (g:).
(7i) Existe g € I tal que f = g+ r.

Em particular, v é o resto na divisdo de f por G = (gi,...,9:) ndo importando como os

elementos de G estdo listados.

Demonstragcdo. Da divisao de f por G obtemos f = q191 + - - - + q:g: + 7, onde r satisfaz (i).
Para satisfazer (ii) basta tomar g = ¢1 91 + - - - + ¢:g:- Assim a existéncia de r estd provada.
Para provar a unicidade, suponhamos que f = g +r = ¢’ + r/ satisfazendo (i) e (ii).

Entdo r — 1" = ¢’ — g € I, de modo que se » — ' # 0 entdo terfamos LT (r — ') €

(LT(I)) = (LT(q1),...,LT(g:)). Mas pelo Lema[1.21] seguiria que LT (r — ') seria divisivel

por algum LT (g;). Absurdo, ja que nenhum dos termos de r, ' é divisivel por algum LT '(g;).

Logo r — r’ = 0, e a unicidade estéd provada. |

Como haviamos comentado anteriormente, o fato de termos = 0 no Algoritmo da Divisdo
¢ condi¢do suficiente mas ndo necessdria para dizer que um polindmio dado pertence ao ideal
gerado pelos polindmios divisores. Lembre que essa afirmacao decorre do fato de podermos ter
restos distintos de acordo com a ordem em que os polindmios divisores sao listados.

Contudo, o resultado seguinte nos permite saber exatamente se um polindmio f pertence
a dado ideal, bastando para isso proceder a divisdo do mesmo pelos polindmios da Base de
Grobner do ideal dado.

Corolario 1.31. Seja G = {q1, ..., g;} uma base de Grobner para um ideal I C k[xy,. .., T,]

e seja f € K[z, ...,x,]. Entdo f € I se, e somente se o resto na divisdo de f por G é nulo.

Demonstragdo. Se r = 0, entdo, como visto anteriormente, ja seria suficiente para termos
fel.

Reciprocamente, dado f € I entdo escrevendo f = f + 0 satisfazemos as duas condi¢des da
Proposi¢ao[1.30] Assim, como o resto é tnico na divisdo de f por G, segue que r = 0. |

As defini¢des seguintes sdo importantes para a constru¢io do Critério de Buchberger que
veremos adiante, o qual serd uma ferramenta de grande utilidade para a constru¢ao do algoritmo

que possibilite encontrar uma Base de Grobner para um ideal dado.
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Definicao 1.32. Denotaremos por fF oresto na divisdo de f pela s-iplaordenada F' = (fi,..., f).
Note que se I’ é uma base de Grobner para (fi, ..., fs), pela Proposi¢do podemos consi-
derar F’ independente da ordem dos f;.

Vejamos um exemplo para esclarecer essa defini¢o, seja F' = (22y—vy?, xly? —y?) C k[z, y]

e f = 25y. Entdo realizando a divisdo de f por F, fixando >, obtemos:

oy = (2° + zy)(Py — v*) + 0+ (2'y* — v°) + 2y,

E assim 2%y = xy°.

Definicdo 1.33. Sejam f, g € k[z1, ..., x,] polindmios ndo-nulos.

(7) Se multideg(f) = « e multideg(g) = f, entdo tome v = (71,...,7,), onde v; =
max(a;, ;) para cada 1 < ¢ < n. Chamamos z7 de minimo miltiplo comum de LM (f)
e LM(g), e escrevemos 27 = lem(LM (f), LM(g)).
x" x7

(¢7) O S—polinomio de fe gé: S(f,g) = LT(f) f - LT(q) "9

Vale comentar que o nome "S—polindmio" vém do termo Syzygy polinomial. Veja [2,

Defini¢ao 2, pag 110].
Vejamos um exemplo para calcular o S—polindmio de um par de polindmios dados:
Sejam f = 23y? —z*y3+x e g = 3zty+y? em R[x,y] com a ordem > lex. Entdo v = (4, 2)

$4y2

2ty
3rty g

7372
S(f.9) = x(ay* — 2*y® + ) — (1/3)y(Bz"y + ¢*)
S(f,9) = =%y’ + 2% — (1/3)y°.
O Lema seguinte serd importante na demonstragao do Critério de Buchberger adiante.
Lema 1.34. Suponha que temos uma soma ZS: ¢ifi, com ¢; € K, onde multideg(f;) = 0 €
s 7::ls
7%y V i. Se multideg (Z ¢ fl> < 0, entdo Z c¢ifi € uma combinagdo linear, com coefici-

i=1 i=1

entes em r, dos S—polinémios S(f;, fi) para 1 < j, k < s. Além disso cada S(f;, fi) tem
multideg < 4.

Demonstracdo. Seja d; = LC(f;), de modo que c;d;z° é o termo lider de c; f; para cada i.

Como multideg(c; f;) = 0 e o multigrau de Z ¢; f; é estritamente menor que ¢, segue que
i=1
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S S S
Z c;d; = 0, pois do contrério teriamos LT’ (Z G fi> = (Z cidi> 20 e assim o multigrau
=1

i=1 i=1
seria igual a 0. Seja p; o polindmio mdnico ﬁ Entao
Zcifi = Zcidipi = cidipy + -+ + csdsps = erdi(p1 — p2) + (erdy + cada)(p2 — p3) + -+ +
i=1 i=1
+(erdi + cady + -+ + Cmrds—1)(Ps—1 — ps) + (erdi + cady + -+ + Cmrds1 + csds ) (ps)-

Como LT(f;) = d;x° para cada i, temos lem(LM (f;), LM(fy)) = 2° para 1 < j. k < s.

Assim: . v 4 4
S(fis fr) Zm'fj—m'sz PR fi— 02 “Je =Dpj — Dr-

Como Z c;d; = 0, entdo resulta que:
i=1

S

Z cifi = cidiS(f1, fa) +(crditcads)S(fa, f3)+- - -+ (crditcadot- - Acs_1ds1)S(fs—1, fs)
i=1

Como LT (p;) = 2° Vi, segue que multideg(S(f;, f)) = multideg(p; — px) < 0. [

Com os resultados ja demonstrados, estamos aptos para compreender a demonstragdo do
Critério de Buchberger, que nos permite saber se um conjunto de polindmios formam uma Base

de Grobner de um ideal.

Teorema 1.35 (Critério de Buchberger). Seja I C k[zy, ..., x,] um ideal. Entdo um conjunto
de geradores G = {g1,...,q:} para I é uma base de Gréobner para I se, e somente se para

todos os pares i # j, o resto na divisdo de S(g;, g;) por G (listado em alguma ordem) é zero.

Demonstragdo. (=) Se G é uma base de Grobner, entdo S(g;, g;) € 1, ja que é combinagéo de

pares de polindmios de G, e segue pelo Corolario(l.31|que S(g;,g;) = 0.
(<) Seja f € I nao-nulo. Devemos mostrar que LT (f) € (LT(g1),..., LT (g:))-

Dado que G é uma conjunto de geradores, existem h; € k[x1,. .., z,] tais que
t
f=> hig (1.1)
i=1

Do Lema sabemos que multideg(f) < max(multideg(h;g;) | hig; # 0).
Definamos H = {(hy,...,h) € k'[x1,...,2,] | f =D hig;}. Paratodo h € H considere
9;(h) = multideg(h;g;), 6(h) = maxz{d;(h)} e d = TZ}{”L d(h). Assim multideg(f) < 6.
S

Escolhido esse §, mostremos que multideg(f) = §. Suponhamos, por contradi¢do, que
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multideg(f) < 0. Entao poderiamos escrever f da seguinte forma

f= Z higi + Y higi = Z i9i + LT (hi)gi — LT(hi)gi) + > higs

;<8 6;<d
= Z (LT(h (hi — LT (hy))g:) + Z hig; (1.2)
;<0
= Z LT(h;)g; + Z(hz — LT (hi))gi + Z hig;.
§;=0 6;=0 ;<0

Observe que a segunda soma em (1.2) tem multigrau menor que J, ja que pelo Lema|l.17

multideg((h; — LT (h;))g;) = multideg(h; — LT (h;)) + multideg(g;)
< multideg(h;) + multideg(g;) = multideg(h;g;) = 0; = 0.

Como o mesmo vale para a terceira soma, entdo a primeira soma em (1.2) também deve ter

multigrau menor que §. Seja LT'(h;) = a;z*. Entdo, pelo Lema|1.34} Z LT(h;)g;, pode ser

escrita como combinag@o linear dos S—polindmios S(x% g;, % gy ). Como

vl xd vl 0
S(x%gj, 2% gp,) = (2%g)) = ——— - (2% g) = g — * Gk
x% LT (g;) x LT (gy) LT(g,) LT (gx)
o o 5=55(g;, gr), onde v = lem(LM (g;), LM (gy))
— . . =2 7 . . 2. = lecm i), R
m’yjk LT(g]) g] []j’yjk LT(gk) gk gjagk 7]]{2 g] gk’
entdo, existem cj;, € k tais que
D LT(hi)gi = cpa’ % S(g;, i) (1.3)
5i=6 ik

——G
Agora para cada S—polinémio, por hipétese do Teorema, temos que S(g;,gx) = 0. Assim
podemos escrever cada S(g;, g,) como

S(g;, 9r) Z Gijk i (1.4)
para alguns g;jx € K[z, ..., %,]. Temos ainda, pelo Algoritmo da Divisdo, que:
multideg(g;rg:) < multideg(S(g;, gx)) (1.5)

Assim,

t
DS (g, g0) = 20T Y qigegi,
i=1
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e fazendo b, = x° ik, .., obtemos:
ijk Qijk

2°75(g5, g1 wagl (1.6)

Observe que:
multideg(b;;rg;) = multideg(x‘s_”j’“qijkgi) — multideg(x‘s_m) + multideg(qi;x9:)
(1.5)
<" multideg(z°~"*) + multideg(S(g;, gx)) =
= multideg(2° 7% 5(g;, gx)) = multideg(S(z% g;, 2% gi)) < 0.

Assim, substituindo (1.6) em (1.3) resulta:

ZLT Zc.kx(S—“fij(g k) chk (Z szkgz> = Z]{vgv
v

Jik

onde multideg(f% g) < 0 para todo 7.

Finalmente, substituindo esse resultado em (1.2) obtemos:

f= Z f;vgw + Z(hz — LT (hi))gi + Z hig;.
Y 0;=0 0;<d
Assim, obtemos uma expressao para f como combinagdo dos polindmios g; onde cada termo

tem multigrau menor que J, o que contradiz a minimalidade de .

Logo multideg(f) = 9, e segue que multideg(f) = 0 = d;(h) = multideg(h;g;) para algum

ie{l,... t}.
Assim LM(f) = LM(h;g;), isto é, LM (f) é multiplo de LM (g;) e portanto LT(f) €
(LT(g1),...,LT(g:)), como queriamos mostrar. [

Vejamos a seguir um exemplo para aplicacdo do Critério de Buchberger com o intuito de
obtermos uma Base de Grobner para o ideal dado:

Sejam g; = 2° — 2zy e go = 2%y — 2y* + x em k[x,y]. Considerando I = (g;,¢2) €
G ={g1, 92} com a ordem >, .

Calculemos os S—polindmios para cada par de polinomios e verifiquemos se o resto da
divisdo pelos polindmios do conjunto GG € nulo, ja que esta € a condi¢c@o necessaria pelo Critério
de Buchberger.

Note que ndo precisamos calcular S(g1,g2) € S(g2, g1) jé este ultimo resultaria apenas no

polindmio oposto do primeiro, ou seja, com os sinais dos coeficientes opostos.

3 D ———
S(g1.92) = %(953 — 2zy) — iTZZj<x2y -2y +x)=—1%e 2 — 2 # 0.
Portanto G' = { g1, go} ndo é base de Grobner para .
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Facamos entdo g3 = —z% € G = {g1, g2, g3} Assim:
S(g1,g92) = —x* e agora —z2 =0
Agora calculemos para o segundo par:
%y y -
S(91,93) = ?(fﬂg — 2xy) — _—ﬁ(—i’?) = —2zye 2wy = —2xy #0.
Portanto G' = {¢1, g2, g3} ndo é base de Grobner para I.

Fagamos g4 = —2zy e G = {g1, g2, g3, ga }. Assim:
-G
S(g1,92) = —z’e (—2?) = OG
S(g1,93) = —2xy e agora (—2xy) =0
3

3
3y >y —
S(g1,91) = —5(2* = 2zy) — Txy(—?xy) = —2zy*e (—2zy%) =0

22 x? R
S(g2,93) = xTz(x2y — 2%+ ) — —;/2(—:):2) =2 +we (-2 +x) =2 +x#0

Portanto G' = {¢1, g2, g3, g4} ndo é base de Grobner para I.

Fagamos g5 = —2y* + e G = {g1, 92, g3, ga, g5} Assim:
—G
g1,G2) = —x% e (—22) =0

(
a
S(g1,93) = —2xy e (—2xy) =0
S(g1,94) = —2xy? e (—22y2) =0
z?y 3 iy 2 3, 1.4 3L
S(91,95) = ?(ﬂf — 2zy) — _2y2(_23/ +x) = —2ay° + 52" e (—22y° + 52%) =0
S(g2,93) = —2y* + x e agora (—2y> + 5U>G =0
S(an.91) = Sty — 2 +2) - L (<2ay) = 2P 4w (TP T E) =0
2y Y4 x2y _2$y
z?y? 2 2 z?y? 2 3 1.3 3 T
S(92,95) = 2y (v?y—2y +x)—_2y2(—2y 1) == =2y +ay+yr0 e (=297 +ay + 52%) =
0 2 2
2%y %y —
S(gs, 94) = —5(—2°) — (—2ry)=0e(0) =0
7y 7y G
S(gm.00) = o (%) = S ) = 1o (5 =0
2 2
Ty T 1 T nC
S(91.90) = 2 (~20) — (-2 4 0) = bt () =0

Nesse caso obtivemos S(gi—,gj)G =0 paratodoi # jcom 1 <i,5 <5.

Portanto G = {3 — 22y, 2%y — 2y* + x, —2%, —22y, —2y* + 2} é uma base de Grobner para
I = (23— 2zy, 2%y — 2y* + ).

Uma vez demonstrado e exemplificado o Critério de Buchberger podemos provar o Algo-
ritmo de Buchberger, que permite obter uma Base de Grobner para um ideal polinomial dado.

Nesse algoritmo, declaramos os polindmios candidatos a base de Grébner e inicializamos a
possivel base G com esses polindmios. Em seguida inicializamos um conjunto auxiliar G’, o

qual serd utilizado para calcular os S—polindmios. Note que o critério de parada do algoritmo
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¢ justamente quando todos os restos da divisdo de cada S—polindmio pelos polindmios que
estdo no conjunto auxiliar G’ for nulo. Para isso, cada vez que este resto ndo é nulo para
algum S—polindmio, atualizamos G adicionando esse resto ndo-nulo, ou seja G = G U {r}. E
repetimos o processo atualizando também o conjunto auxiliar G’ = G.

Se em algum passo todos os restos forem nulos, entdo a igualdade G = G’ sera verdadeira,
ja que nenhum resto terd sido adicionado a GG e o algoritmo encerra.

Provaremos o funcionamento desse algoritmo, isto €, que, de fato, em algum passo esse resto

serd nulo para cada S—polindmio e teremos assim uma Base de Grobner.

Teorema 1.36 (Algoritmo de Buchberger). Seja I = (fi,..., fs) um ideal polinomial néo-
nulo. Entdo uma base de Grobner para I pode ser construida em um niimero finito de passos
pelo seguinte algoritmo:

Input: F'= (f1,...,fs)
Output: uma base de Grobner G = (g1, ...,9;) para I, com F C G

G:=F
REPEAT
G =G
FOR cada par p, g, P #+ qgem G' DO
r=50.q)
IFr #0THEN G := GU{r}
UNTILG =G’
RETURN G
Demonstracdo. Seja G = {q¢1, ..., g} entdo:

(G) =(g1,---,9:) e (LT(G)) = (LT(qn),...,LT(g:))-

Mostremos que G C [ em cada estagio do algoritmo.

Isso é claramente verdade inicialmente, j4 que G = F C I. Suponhamos que em dada
G/

etapa temos G C [. Entdo, para p,q € G’, com p # ¢, temos que r = S(p,q) € I ja que
G/

S(p,q) = q1g1 + -+ @9+ S(p, q)
Assim:

—G/
Sp,q) =5 q) — (g1 + -+ qg) €1

Entdo no passo seguinte, adicionando r a GG, obtemos G := G U {r} C I. Note ainda que,

como G contém o conjunto F, entdo GG possui os polindmios que determinam /. O algoritmo
!

termina quando G = G’, ou seja, quando S(p, q)G = 0 para todo par {p, q}.
Pelo Critério de Buchberger segue entdo que GG é uma base de Grobner para [ = (G).
Resta mostrar que o algoritmo, de fato, termina.
Considerando o que ocorre em cada passo temos que o conjunto GG consiste de G’ (o an-

tigo (G) juntamente com os restos ndo-nulos de S—polindmios na divisao por G'. De modo
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(LT(G")) C (LT(G)), jaque G' C G. Além disso, se G’ # G, entdo (LT(G")) C (LT(G)),
uma vez que se um resto nio-nulo r foi adicionado a G entdo LT'(r) ndo é divisivel por
nenhum dos termos lideres dos elementos de G’, e desse modo LT (r) ¢ (LT(G")). Mas
LT(r) e (LT(G)).

Assim, de (LT(G")) C (LT(G)), vemos que os ideais (LT(G")) formam uma cadeia ascen-
dente de ideais em k[z1, . .., x,]:

(LT(GY)) € (LT(Gy)) < -+

Como k[xy,...,x,] é anel noetheriano [[10, Teorema 6.2.1], entdo a condi¢do de cadeia
ascendente de ideais garante que apds um nimero finito N > 1 de iteracdes essa cadeia estabi-
lizard, de modo que eventualmente teremos (LT(G'y)) = (LT (Gly 1)) = -.

Portanto teremos (LT'(G'y)) = (LT (G)), e assim G’ = G, em um nimero finito de passos.

|

O lema seguinte serd importante para a definicao de uma Base de Grobner reduzida para um

ideal polinomial, que veremos logo adiante.

Lema 1.37. Seja G uma base de Grobner para um ideal I C k[xy,...,x,]. Sejap € G um
polinomio tal que LT (p) € (LT(G \ {p})). Entdo G \ {p} é também uma base de Gribner
para 1.

Demonstragdo. Sabemos que (LT'(G)) = (LT (I)), por defini¢do. Se LT (p) € (LT (G \ {p})).
entdo temos que (LT(G \ {p})) = (LT(G)). Assim, por defini¢do, segue também que G \ {p}
¢ uma base de Grobner para /. [ ]

Definicao 1.38. Uma base de Grobner reduzida para um ideal polinomial / € uma base de
Grobner G para [ tal que:

(1) LC(p) = 1 paratodo p € G;
(i) Para todo p € GG, nenhum mondémio de p estd em (LT(G \ {p})).

Vale observar, neste momento, que cada um dos diversos softwares de aplicacdo matemética
como o Macaulay, Singular, Magma, Mathematica, bem como o SageMath, que estamos utili-
zando em nosso trabalho, tem rotinas e comandos préprios para calcular a Base de Grobner de
um ideal polinomial declarado.

Para aplicar ao exemplo ja visto onde calculamos uma Base de Grobner para o ideal [ =
(23 — 2xy, 2%y — 2y* + x), vejamos entdo o comando e o retorno apresentado, em SageMath:

SageMath version 9.3 Console

sage: P.<x, y> = PolynomialRing(QQ, 2, order = "deglex")
sage: f_1 = x"3 — 2xxx*y
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sage: 2 = X"2%y — 2xy"2 + X

f_
sage: I = ideal([f_1, £_21])
G

sage: = I.groebner_basis (’toy:buchberger’)

sage: print (G)
[Xx"3 = 2%xx*y, X "2xy — 2xy"2 + x, x"2, xxy, y"2 - 1/2%x]

sage:

Note que na primeira linha declaramos o anel de polindmios com o qual vamos trabalhar,
neste exemplo Q[z,y|, bem como a ordem monomial fixada que serd a ordem lexicografica
graduada >, que em SageMath se denota por deglex. Em seguida declaramos os polind-
mios f; e fy geradores do ideal I, e em seguida geramos este ideal com o comando I =
ideal([f1, f2]). Prosseguindo, o comando que calcula uma Base de Grobner para o ideal dado
¢ I.groebner_basis("toy : buchberger’). Observe ainda que o comando "toy : buchberger’
indica que estamos computando uma base pelo Critério de Buchberger, como visto no exemplo
anterior, que ndo é uma base reduzida, pois se omitirmos esse comando a base obtida serd uma
base reduzida.

Finalmente, visualizamos a Base de Grobner para o ideal /:

G = {2 — 2zy, 2%y — 2xy* + x, 2%, wy,y* — (1/2)z}

Observe que o software SageMath retorna, por padrao, uma Base de Grobner com os po-

linbmios todos monicos. Dai as diferencgas entre os coeficientes de alguns dos polindmios que

calculamos no exemplo e os retornados pelo SageMath.
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CAPITULO 2

INTRODUCAO A GEOMETRIA
ALGEBRICA

Neste capitulo veremos as definicdes de espago afim e de variedades afim, bem como concei-
tos importantes de Geometria Algébrica com o objetivo de termos as ferramentas necessarias
para o cdlculo da dimensdo de uma variedade afim determinada por um ideal polinomial. E
importante observar que esses conceitos se apoiam em resultados notadamente conhecidos de
Algebra Comutativa.

2.1 Espaco Afim e Variedades

Iniciaremos esta secdo com as defini¢cdes de espaco afim n—dimensional e variedade afim nesse

espago.

Definicao 2.1. Dado um corpo « e um inteiro positivo n, definimos o espaco afim n—dimensional

sobre £ como sendo o conjunto
A"(k) ={(a1,...,a,) | a1,...,a, € K}

Como exemplo de espago afim, podemos considerar o caso em que x = R. Nesse caso
obtemos o espaco R"™ com o qual se trabalha em Algebra Linear.
Note ainda que podemos relacionar polindmios ao espaco afim, observando que um polindmio
f = >, a.z® do anel de polindmios k[x1,...,x,] nos fornece uma fun¢do polinomial f :
A"(k) — k definida por f(ay,...,a,) € k.

Definicio 2.2. Seja x um corpo e sejam fi, ..., fs polindmios em [z, ..., x,]. Entdo o con-
junto V(f1, ..., fs) ={(a1,...,a,) € A™(r) | fi(ar,...,a,) =0V 1 <1i < s}échamado de
variedade afim definida por fi,..., f.
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O Lema seguinte caracteriza a unido e intersecao de variedades afins e a proposi¢do adiante

o ideal de uma variedade.
Lema 2.3. Se V,W C A"(k) sdo variedades afins, entdo sdo também VUW eV NW.
Demonstracdo. Veja [2, pag 11].

Proposicio 2.4. Seja V C A" (k) uma variedade afim. Entdo o conjunto
I(V)=A{f €klz1,...,x,] | flar,...,a,) =0V (ay,...,a,) € V}

é um ideal, chamado o ideal de V.

Demonstragdo. Veja [4, pag 20].

Note que tomando polinémios f1,. .., fs € k[x1, ..., z,], obtemos a variedade V(f1, ..., fs)
determinada por eles, e em seguida podemos obter o ideal dessa variedade I(V(fi,..., fs)).
Entdo surge um questionamento natural: serd que sempre I(V(f1,..., fs)) = (f1,..., fs) ?

Podemos estudar uma variedade V' C A" (k) passando para o ideal de todos os polindmios

que se anulam nela:
IV)=A{f€ecrlz,...,x,] | fla)=0VaecV}.

Desse modo, conseguimos uma relagdo V' — I(V'). Por outro lado, dado um ideal / C

Klx1,...,x,| podemos definir o conjunto:
V(I)={a€ A"(k) | fla) =0Vf e I}.

Esse conjunto é, de fato, uma variedade, ja que pelo Teorema [I.27| existem f,..., f; € I
tais que I = (f1,..., fs). Assim V(I) = V(fi,..., fs). De modo que também temos uma
relagdo I — V(I).

Lema 2.5. Sejam f1, ..., fs € k[x1,...,x,). Entdo (f1,..., fs) CIV(f1,.-.,fs))
Demonstragcdo. Veja [2, pag 34].

Note que podemos ter I(V(fy,..., fs)) estritamente maior que (f1,..., f). Seja (z%,y?),
verifiquemos que a inclusdo (22, y?) C I(V(x?, y*)) ndo é uma igualdade. Com efeito, calcule-
mos I(V(2?,4?)). Temos das equagdes 22 = y? = 0 que V = {(0,0)}.

Contudo, podemos verificar que I({(0,0)}) = (z,y), ou seja, I(V(z?,y?)) = (z,y). Com

efeito, a primeira dire¢do da igualdade é trivial, ja que qualquer polindmio da forma A(z, y)x +
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B(z,y)y se anula na origem. Reciprocamente, suponha que f = Z aija:iyj se anula na ori-
i?j
gem. Entdo o termo constante deve ser nulo agp = f(0,0) = 0 e consequentemente:

f=an+ Y ayr'y = (Z aij:c"lyj> T+ (Z aojyj1> y € (z,y).

(4,5)#(0,0) 1>0,5 7>0

Mas, note que o ideal (z, ) é estritamente maior que (2, y*), ja que, por exemplo x ¢ (z?, 3°).
A proposi¢do seguinte mostra um fato importante sobre o comportamento de reversdo de

inclusdo quando aplicamos I a duas variedades.

Proposicio 2.6. Sejam V' e W variedades afins em A" (k). Entdo:
VCW e I(V)DI(W).

Demonstragdo. Veja [4, pag 20].

O lema seguinte serd importante para as defini¢des e resultados relacionados a ideais radicais

adiante.
Lema 2.7. Seja V uma variedade. Se f™ € I(V'), entdo f € I(V).

Demonstragdo. Sejaa € V. Se f™ € I(V), entdo (f(a))™ = 0. Mas isso ocorre somente se
f(a) = 0. Como a € V ¢ arbitrario, devemos ter f € I(V). |

Definicdo 2.8. Seja I C k[zy, ..., x,| um ideal. O radical de I, denotado por V1, é o conjunto
{f | f™ € I para algum inteiro m > 1}.

Note que desse modo sempre temos I C /I ja que f € I implica que f' € I e, consequen-
temente, f € /I por defini¢o.

Definicao 2.9. Um ideal [ € radical se [ = VI , ou seja, se f™ € [ para algum inteiro m > 1
implica que f € .

Segue imediatamente do Lema 2.7/ que I(V') é um ideal radical.

Lema 2.10. Se [ é um ideal em k[x1, . .., x,], entdo /I é um ideal em k|x1, ..., x,] contendo
1.

Demonstragdo. Veja [2, pag 182].
Proposicao 2.11. Se [ é umideal de K[z, . . ., x,|, entdo /I é um ideal radical em K|x1, . . ., x,).

Demonstragdo. O lema anterior mostra que v/7 é um ideal em Klx1,...,T,], assim segue que

VI VI

Reciprocamente, seja f € \/+/I, entdo existe um inteiro m tal que f™ € v/I. E assim existem
um inteiro [ tal que (f™)! € I = f™ € I = f € v/I. Portanto \/+/I C +/I implicando na
igualdade \/v/I = v/I. Logo v/I é um ideal radical em &[z1, ..., z,). |
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Nos aproximamos nesse ponto, da relagdo entre o ideal de uma variedade e seu ideal radical.
Para demonstrarmos entdo a versdo forte do Teorema Nullstellensatz, precisamos da versao

fraca que nos garante que uma variedade nunca € vazia.

Teorema 2.12 (Nullstellensatz (fraco)). Seja I C k[x1,. .., x,] um ideal e & o fecho algébrico
de k. Consideremos I como um subconjunto do anel de polindmios R[z1, ..., x,]. Entdo sdo
equivalentes:

e V() = 0;

s lelistoé I =Rlxy,...,z,.

Demonstragdo. Veja [4, pag 43].

Teorema 2.13 (Nullstellensatz (forte)). Sejaxk = Ke I C k[x1,...,x,]| um ideal. Entdo:

I(v(I) =1

Demonstra¢do. Afirmamos que sendo x = R, dados f, f1,..., fs € K[z1,...,z,], entdo [ €
I(V(fi,..., [fs)) se, e somente se f™ € (fi,..., fs) paraalgum m > 1.

Com efeito, dado um polindmio f que se anula em todo zero comum dos polinémios f1, ..., fs,
queremos mostrar que existe um inteiro m > 1 e polindmios Fi, . . ., Fj tais que:

Considere o ideal I = (fy,..., fs,1 —yf) C k[z1,...,&n,y]. Afirmamos que V(I) = 0.

Suponha por absurdo que V(1) # () e seja (ay, ..., apn, any1) € V(I). Entao fi(ay,...,a,) =
filai,...,an,an11) = 0, e por hipdtese temos que f(ay,...,a,) = 0. No entanto, temos
que 1 — any1 flay, ... an) = 1. Assim (ay,. .., apn, ani1) ¢ V(I), 0 que é uma contradigio.
Portanto V(I~ ) = (). Aplicando agora o Teoremaconcluimos quel € I, consequentemente:

1 = Zpi<x17 e 7xn7y)fi +q<x17 e 7$n7y)(1 - yf)
i=1

para alguns polindmios p;, ¢ € k[z1,...,x,,y|. Fazendoy = 1/f(x1, ..., z,) segue que:

1= Zpi(xla <oy Iy, 1/f)fl
=1

Note que existe m suficientemente grande tal que, ao multiplicar por f™, elimine todos os de-

nominadores €
S

fm= Z F; f; para alguns polindmios F; € k[z1, ..., x,] como se queria.
i=1
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Para a outra inclusdo, note que se f € /I entdo f™ € I para algum m > 1. Consequente-
mente, f™ se anula em V(I), o que implica que f se anula em V(I). Assim v/ C I(V(I)), e

concluimos a demonstragao. n
O Teorema permite completar a correspondéncia entre ideais e variedades da forma:
(1) variedades afins é ideais, de modo que se I; C Iy entdo V(I;) 2 V(I3) ese V; C V5 entdo
1) 21(%).
(i1) Para qualquer variedade V, V(I(V')) = V, e para qualquer ideal I, V(~/I) = V(I).

(7i1) Quando x € algebricamente fechado, entdo as relagdes I e V, restritas aos ideais radicais,

sdo bijecdes que revertem inclusdo e inversas uma da outra.

2.2 Fecho de Zariski e Variedades irredutiveis

Nesta secdo estudaremos o fecho de Zariski de uma variedade e resultados importantes sobre
sua decomposicdao em componentes irredutiveis e sua correspondéncia com a decomposicao
primdria do ideal relacionado.

Note que a partir do Teorema juntamente com o fato de que se / C J entdo V(/) D
V(J) e com a seguinte proposi¢do teremos satisfeitos os axiomas para conjuntos fechados de
uma topologia sobre A" (k).

Proposicao 2.14. Seja R = k[x1, ..., x,), entdo:

* Sel,J € RentaoV(I)UV(J)=V({INJ).

Em particular, toda unido finita de variedades afins é uma variedade afim.

» Se {I,} é uma familia de ideais de R entdo

V)=V (Z 1A>
A A
Em particular, a intersecdo de qualquer familia de variedades afins é uma variedade
afim.
Demonstragdo. Veja [35, pag 16].

Desse modo, nessa topologia chamada topologia de Zariski, os conjuntos fechados sdo as

variedades V' C A" (k) e os conjuntos abertos sdo os complementos A" (k) \ V.

Proposicao 2.15. Se S C A"(k), a variedade afim V (1(S)), onde I(S) = {f € k[z1,...,x,] | :
f(a) =0V a € S}, é amenor variedade contendo S, isto é, se W C A"(k) € outra variedade
qualquer contendo S entdo V (1(S)) C W.
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Demonstragdo. Seja W uma variedade afim contendo .S, assim W 2 Se I[(W) C I(S). Dai,
segue que V(I(W)) O V(I(S)). Como W & uma variedade afim, entdo V(I(IW)) = W e o
resultado segue imediatamente. |

Definicao 2.16. O fecho de Zariski de um subconjunto do espago afim € a menor variedade
algébrica contendo o subconjunto. Se S C A" (k), o fecho de Zariski de S, denotado por S, é
igual a V(I(9)).

Para o pr6ximo teorema precisaremos de uma definicao de um tipo de ideal, chamado ideal

de eliminacdo.

Definicio 2.17. Dado um ideal I C k[xy,...,x,) e uminteiro 0 < k < n, o k-ésimo ideal de

eliminagcdo de I € o ideal I}, = I N K|xgy1,. .., 2,). Note que Iy = I e I, é um ideal de k.

Teorema 2.18 (Teorema do Fecho). Seja r algebricamente fechado, V- = V (f1,...,fs) C
A"(k), e seja m; - A"(k) — A"Y(k) a aplicacdo polinomial projecdo sobre as iltimas n — |
coordenadas. Se I é o l1—ésimo ideal de eliminagcdo I = (f1, fa, ..., fs) O KT, ..., Ty
entdo V (1;) é o fecho de Zariski de m(V').

Demonstragcdo. Veja [4, pag 36].

Em geral, se V' € uma variedade, entdo dizemos que um subconjunto S C V' é Zariski denso
emVseV =G, isto é, se V é o fecho de Zariski de S. Assim o Teorema nos diz que
m (V') é Zariski denso em V'(I;) quando « é algebricamente fechado.

Para chegarmos a decomposi¢ao de uma variedade serdo necessdrias as defini¢des seguintes.

Definicao 2.19. Uma variedade afim V' C A" (k) é dita irredutivel se quando V ¢é escrita na
forma V="V, U Vs, com Vy e V, variedades afins, entdo ou Vi, =V ou Vo = V.

Desse modo, uma variedade V' € irredutivel se ndo pode ser expressa como unido V' = ViUV,

de variedades afins V7, V5 propriamente contidas em V. Caso contrério, V' € dita redutivel.

Defini¢do 2.20. Um ideal I = Klxy,...,x,| é dito primo se quando f,g € K[x1,...,2,] e
fgel, entdofelougel.

Agora, podemos relacionar uma variedade irredutivel ao seu ideal.

Proposicao 2.21. Seja V' C A" (k) uma variedade afim. Entdo V € irredutivel se, e somente se
I(V') é um ideal primo.

Demonstragcdo. Veja [5, pag 23].
Relembremos a definicdo de ideal maximal e um resultado importante em seguida.

Defini¢do 2.22. Um ideal I € k[zy,...,x,] é dito maximal se I # k[xy,...,z,] e para qual-

quer ideal J que contenha [ tenha-se que J = [ ou J = k[zq,...,x,].
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Proposicdo 2.23. Se « é um corpo qualquer, um ideal I C K[z, ..., x,] da forma
=(r1—ay,...,r, —a,)

é maximal, onde a4, . .., a, € k.

Demonstracdo. Suponhamos que J é um ideal contendo estritamente /. Entdo deve existir
f € Jtal que f ¢ I. Sabemos pelo Algoritmo da Divisdo que podemos escrever f = ¢;(x —
ay) + -+ qu(r —a,) +rcomaqy,...,q, € Klxy,...,x,] e € K. Como ¢y (z —ay) + -+ +
qn(x—a,) € I'e f ¢ Ientdor # 0. Agora,como f € Jeq(x—ay)+---+qn(x—a,) € I C J,
também temos

r=f—(gl@z—a)+ -+ qr—a,)) €l

Sendor # Oentdo 1 = (1/r)-r € Jelogo J = klxy, ...,z |
Note que como V(x1 — ay,...,z, — a,) = {(a1,...,a,)} entdo todo ponto (ai,...,a,) €

Klx1,...,x,| corresponde a um ideal maximal (z1 — ay,...,x, — ap).

Proposicio 2.24. Se « é um corpo qualquer, um ideal maximal em K[+, ..., x,] é primo.

Demonstragcdo. Veja [2, pag 210].

Agora, poderemos ver que todos os ideais maximais em k[xy,...,2,| sdo exatamente 0s
vistos na Proposicao [2.23]
Teorema 2.25. Se x é um corpo algebricamente fechado, entdo todo ideal maximal de k[z1, . . ., T,
é da forma (x, — ay, ..., T, — a,) para alguns a, . .. ,a, € K.
Demonstracdo. Seja I C k[xy,...,x,] maximal. Entdo I # k[zy,...,x,]| e segue pelo Teo-

rema2.12|que V(I) # (). Assim existe algum ponto (ay, ..., a,) € V(I), ouseja, todo f € I se
anula nesse ponto de modo que f € I({(ay,...,a,)}). Entao I C I({(ay,...,a,)}). Mas como

também temos que I({(ay,...,a,)} = (x — ay,...,z, — a,) e da inclusdo acima obtemos
I C{x—ay,...,x, —an) S K[T1,..., 2]
Portanto, como [ é maximal segue que [ = (v — ay, ..., T, — ay,). [ |

Vejamos agora como podemos caracterizar a decomposi¢ao de uma variedade afim.

Proposicao 2.26. Seja V' € A™(k) uma variedade afim. Entdo V pode ser escrita como uma

unido finita V="V, U ---UV,,, onde cada V; é uma variedade irredutivel.

Demonstragdo. SejaV uma variedade redutivel. Entdo podemos escrever VV como V' = V;UV/,
onde por definicdo V' # Vi e V # V/. Se V; e V] s@o unides finitas de irredutiveis, entdo
V também seria. Digamos, sem perda de generalidade, que V/ ndo seja uma unido finita de

48



irredutiveis. Entdo repetindo a argumentagdo, digamos que V/ = V5, U VJ, com V] # V; e
V{ # V,. Digamos agora que V, ndo seja uma unido finita de irredutiveis. Prosseguindo dessa

forma, obteremos uma sequéncia de variedades afins:
VOVIDV; D com VAV #AVy#. ..
Aplicando I, obtemos entdo uma sequéncia de ideais, revertendo a inclusao:
I(V) cI(vy) S I(Vy) € -+

Como k[z1, ..., x,] é Noethereriano, pela condi¢do de cadeia ascendente de ideais temos para
algum indice N que I(Vy) = I(Vy,,;) V @ > 1, seguindo que V3, = Vi, V ¢ > 1. Portanto
obtemos que Vi € irredutivel e logo a variedade V' pode ser escrita como uma unido finita de

irredutiveis. |

Definicio 2.27. Seja V' € A"(k) uma variedade afim. Uma decomposi¢do V =V, U--- UV,

onde cada V; é uma variedade irredutivel, é chamada decomposi¢do minimal se V; ¢ V; para
i 7.
Teorema 2.28. Seja V' € A"(k) uma variedade afim. Entdo V possui uma decomposi¢do

minimal V. = V; U -+ U V,,, com V; € V; para i # j. Além disso essa decomposi¢do minimal

é unica a ndo ser pela ordem na qual V1, . . ., V,, estdo escritas.
Demonstragdo. Veja |35, pag 26].

Quando obtemos uma decomposi¢do minimal para uma variedade V', essas variedades irre-

dutiveis V; sao chamadas componentes irredutiveis de V.

Definicao 2.29. Um ideal proprio q € A = k[xy,...,x,] é dito primdrio se f,g € Ae fg € q
implica que f € qou g € /4.

Assim, claramente, todo ideal primo € primério.

Definicdo 2.30. Seja I C k[xy,...,2,] um ideal. Uma decomposi¢do priméria de / é uma

expressdo para / como uma interse¢do finita de ideais primarios
I=g1NqeN---qe.

Essa decomposi¢@o é chamada minimal se os /q; sdo todos distintos e se ¢; 2 () ;2;9; para

todo 7.

Teorema 2.31 (Lasker-Noether). Todo ideal I € k[xy,...,x,] possui uma decomposi¢cdo pri-

mdria minimal.
Demonstragdo. Veja |5, pag 28].
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Assim para obter a decomposi¢do de uma variedade afim em suas componentes irredutiveis,

basta procurar a decomposi¢@o primdria minimal do ideal correspondente.

2.3 Anel Coordenado

Nesta secdo comentaremos sobre o Anel Coordenado de uma variedade afim e sua relacdo com
a defini¢do de variedades isomorfas. Comecamos com as defini¢des e resultados de aplicacdes

polinomiais.

Definicao 2.32. Sejam V' € A™(k) e W € A"(k) variedades. Uma funcdo ¢ : V' — W ¢ dita

ser uma aplica¢@o polinomial se existem polindmios fi, ..., f, € k[z1,...,x,] tais que
olay, ... am) = (filar, ..., am), ..., fulal,...,ay)) paratodo (aq,...,ay,) € V.
Dizemos que a n—upla de polindmios (fi, ..., f,) € (k[z1,...,,))" representa ¢ e os f; sdo

as componentes dessa representacao.

Proposicao 2.33. Seja V € A™(k) uma variedade afim. Entdo:

(1) feg € Klxy,..., x| representam a mesma funcdo polinomial sobre V' se, e somente se
f—gel(V).
(1) (f1,---s fn) € (g1, ..., gn) representam a mesma aplicagdo polinomial de V em A" (k) se,

e somente se f; — g; € [(V) para cada 1 <1i < n.

Demonstracdo. Se f — g = h € I(V), entdo para qualquer ponto p = (ay, ..., a,) € V temos
f(p) — g(p) = h(p) = 0. Consequentemente, f e g representam a mesma fungéo sobre V.
Reciprocamente, se f e g representam a mesma fun¢ao polinomial, entdo, em todo p € V' temos
f(p) — g(p) = 0. Assim f — g € I(V) por definigdo.

O item (ii) segue diretamente de (i). |

Podemos definir agora o Anel Coordenado.

Defini¢io 2.34. Denotamos por x[V] a cole¢do de fungdes polinomiais ¢ : V' — k, e chamamos
esse conjunto de Anel Coordenado da Variedade Afim V' C A"(k).

Note que, de fato, esse conjunto € um anel com as seguintes operacoes:

Sejam duas fungdes polinomiais f, g € x[V], entdo temos para todo p € V que:
(&) (f +9)(p) = f(p) + 9(p):
(i) (f - 9)(p) = f(p) - 9(p).

Podemos construir um isomorfismo natural x[xq,. .., z,|/I(V) = k[V]. De modo que os
elementos de x[V] podem ser vistos tanto como fungdes polinomiais quanto como classes resi-
duais de polindmios médulo I(V'), como veremos adiante.

Vejamos, primeiramente, alguns resultados importantes sobre a congruéncia médulo um

ideal.
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Definicdo 2.35. Seja [ C k[zy,...,x,] umideal e sejam f, g € k[xq,...,x,]. Dizemos que f
e g sdo congruentes médulo 7, e escrevemos f =g mod I,se f —g € I.

Proposicao 2.36. Seja I C k[, ..., x,] umideal. Entdo congruéncia médulo I é uma relagdo

de equivaléncia sobre K|x1, . .., Ty,).
Demonstragdo. Veja [2, pag 240].

Definicio 2.37. O quociente de x|z, ..., 2z,| médulo I, é o conjunto das classes de equivalén-

cia com a congruéncia médulo [:

Ky, .. xn)/T ={[f] | [ € Klz1,..., 2]}

Proposicao 2.38. Seja I um ideal em K[z, ..., x,]. O quociente Klxy, ... ,x,|/I é um anel

comutativo com a soma e o produto definidos da forma:
(i) [f]1+ 9] = [f + g], com a soma em K[z, ..., x,);
(1) [f] - [g] = [f - g], com o produto em k[x1, ..., ).
Demonstragdo. Veja [2, pag 242].

Note que a correspondéncia entre os elementos de «[V] e os elementos de k[z1, . . . , 2, /I(V)

preserva somas € produtos.

Proposicao 2.39. Seja @ : k[z1,...,x,]/I(V) — &[V] e sejam [f],[g] € K[z1,...,2,]/I(V)
entdo:

(1) ([f + g]) = @([f]) + @([9]);
(i) ®([f - g]) = ([f]) - ©([g])-
Demonstragcdo. Veja [2, pag 243]

A seguinte proposi¢do relaciona os ideais de um anel quociente com os ideais no anel origi-

nal.
Proposicao 2.40. Seja [ um ideal em k|x1, . . ., x,|. Os ideais no anel quociente k|x1, . .., x,|/1
estdo em correspondéncia bijetiva com os ideais de k[xq, . .., x,] contendo I, isto é, os ideais

J satisfazendo I C J C k[xq,. .., Ty).
Demonstracdo. Veja [2, pag 244].

Vejamos uma relagdo importante entre um ideal radical no anel coordenado e seu correspon-

dente em K[z, ..., Zy).

Proposicao 2.41. Um ideal J C K[V € radical se, e somente se o ideal correspondente J =
{f €rlzy,....;x,] | [f] € J} C Klxy,. .., x,] € radical.
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Demonstracdo. Assumindo J como ideal radical, e sendo f € k[z1, ..., x,] satisfazendo f™ €
J para algum m > 1. Entdo [f™] = [f]---[f] = [f]™ € J. Como J é, por hipétese, radical,
—

™m VEZES

isso implica que [f] € J, e consequentemente f € .J. Portanto J também é um ideal radical.

Reciprocamente, se J é radical e [f]™ € J,entdo [f™] € J, e assim f € J. Como .J é radical,
por hipétese, segue que f € .J, e consequentemente [f] € J. Assim J também € um ideal
radical. ]

Prossigamos agora caracterizando variedades isomorfas em espacos afins arbitrarios.

Definicdo 2.42. Sejam VV C A™(k) e W C A"(k) variedades afins. Dizemos que V' e W sdo
isomorfas se existem func¢des polinomiais v : V- — We g : W — V taisque awo § = idy €

ﬂoa:idv

Proposicao 2.43. Sejam V' e W variedades (possivelmente em diferentes espacos afins).

(1) Seja o : V- — W uma fungdo polinomial. Entdo para toda fungdo polinomial ¢ : W — K,
a composicdo ¢ o « : 'V — Kk também é uma fungdo polinomial. Além disso, a funcdo
o k[W] — k[V] definida por o*(¢p) = ¢ o a é um homomorfismo de anéis, que é a

identidade para funcdes constantes k C k[W].

Note que o* vai em diregdo oposta a «, jd que ela leva fungcoes de W em fungoes de V.

Por essa razdo chamamos o* de funcdo pull-back.

(77) Reciprocamente, seja ® : k[W]| — k[V| um homomorfismo de anéis que é a identidade

para funcoes constantes. Entdo existe uma tinica funcdo polinomial o : V' — W tal que

= a”.
Demonstracdo. (i) Supondo que V' C A™(k) tem coordenadas x1,...,2, e W C A"(k)
tem coordenadas v,...,y,. Entdo ¢ : W — &k pode ser representada por um polindmio
f(y1,...,yn) ea: V — W pode ser representada por uma n—upla de polindmios:
a(xy, ..o xm) = (h(zr, .oy @m)y oo b2, o 20))
Calculando a composi¢do ¢ o « substituindo «(z1, . . ., x,,) em ¢, obtemos:
(poa)(xy,...,xm) = fla(xy,...;2n)) = f(hi(z1, .. 2m), s ho(T1, .., ), que é um
polindmio em x4, . . ., x,,. Consequentemente ¢ o o ¢ uma fung@o polinomial.

Assim sendo, podemos definir o* : k[W] — &[V].
Para mostrar que a* ¢ um homomorfismo de anéis, seja 1) outro elemento de «[W], representado

por um polinémio g(yi, . .., y,). Entdo:

(Oﬁ((ﬁ—l— 1?))(1‘17 cee ,SL‘m) - ((¢+¢) Oa)(xlv cee ,SL’m)
=(poa)(xy,...,xm)+ (Yoa)(z,...,Tm)
= (a"(¢) + ™ (V) (1, ., Tm).
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Portanto o*(¢ + ¢) = a*(¢p) + a*(¥).
De modo anélogo:

(O./*(gb ) ¢))($17’xm) = ((¢ )oa)(:cl,...,xm)
= (¢oa)(@1, .., Tp) (Yoa)(x1,. .., Tm)
= (a*(¢) - (V) (21, ..., ).

Portanto a*(¢ - 1) = a*(¢) - a*(v). Logo o* € um homomorfismo de anéis.
Por fim, considere [a] € x[W] para algum a € k. Entdo [a| é uma fungdo constante em W
de valor a, e segue que a*([a]) = [a] o « é constante em V' novamente com valor a. Assim

*

a* = [a], de forma que o € a funcdo identidade para fungdes constantes.

(ii) Agora, seja ® : k[W] — k[V] um homomorfismo de anéis que € a identidade para

funcdes constantes. Precisamos mostrar que ¢ vem de alguma funcio polinomial o : V' — W.

Jaque W C A"(k) tem coordenadas v, . . ., ¥, podemos conseguir fungdes coordenadas [y;] €
k[W]. Assim ®([y;]) € k[V] e uma vez que V C A" (k) tem coordenadas z1, . . ., x,,, podemos
escrever ®([y;]) = [hi(x1, ..., zm)] € k[V] para algum polindmio h; € K[xy, ..., Ty

Consideremos entdo a funcdo polinomial:
a= (hi(z1,. m)y oy bz, )

Vamos mostrar que « leva V em W e que & = «*. Dado um polindmio F' € k[yy, ..., Y]
qualquer, afirmamos que [F' o o] = ®([F]) em s[V].

Para verificar isso, note que:

[Foal=[F(h,....h)] = F(,..., [ha]) = F@([ya]). . ., D([yn]))

Onde a segunda igualdade segue das defini¢des de soma e produto em x[V], e a terceira igual-
dade segue de [h;] = ®([ys])-

Mas [F| = [F(yi, .. .,Yn)] € uma combinag¢do x—linear de produtos de [y;], de modo que:
F(®([n1)),---»2([yn]) = ([F(y1,---,9n)]) = ®([F]) ja que & é homomorfismo de anéis
que ¢ a identidade sobre . Logo [F' o o] = ®([F]) em k[V].

Para mostrarmos agora que « leva V' em W, dado um ponto (cy, . .., ¢,,) € V, devemos mostrar
que a(cy, ..., cn) € W. Se F € I(W), entdo [F] = 0 em x[W], e sendo & um homomorfismo
de anéis, temos que O ([F]) = 0 em [V]. Implicando que [F' o o] € a func¢do nulaem V.

Assim, em particular temos:
[FO a}<cl7 s 7Cm) = F(@(Cl, c. 7Cm>> = 0.

Como F foi tomado arbitrariamente em (W), segue que a(cy, ..., ¢,) € W como desejado.
Uma vez sabendo que « leva VV em W temos entdo que [F] o a = ®([F]) para qualquer [F] em

k[W]. E como o*([F]) = [F] o «, segue que & = a*.
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Resta somente mostrar que « € unicamente determinado. Supondo que tenhamos 3 : V. — W
com & = 5%,

Se [ esté representado por 5(z1, ..., %) = (ﬂl(:vl, ey Tm)y ey B2, ... T)), entdo nota-

mos que 5*([y;]) = [yi]of = [}{,-(xl, .y Ty)]- Ecomo a* = & = * temos que [h;] = [ﬁl] para
todo i. Dessa forma h; e ﬁz ddo o mesmo polindmio em V', e consequentemente «(h, ..., h,)

eps (h~1, ..., hy,) definem a mesma fun¢do em V. Dai « = [ e a unicidade estd provada. |

Teorema 2.44. Duas variedades afins V' C A™(k) e W C A™(k) sdo isomorfas se, e somente
se existe um isomorfismo k[V] = k[W| de anéis coordenados que é a identidade para fungées

constantes.

Demonstragdo. Suponha-seque o : V' — We 3 : W — V sejam fungdes polinomiais inversas
uma da outra. Entdo a o 8 = idy, onde idy, : W — W € funcdo identidade. Isso implica que
(a0 B) (¢) = idjy (¢) = poidy = ¢, ¥V ¢ € K[W].

Contudo, também temos que (o 3)*(¢) = ¢po(ao ) = (poa)off =a*(p)of = f*(a*(9)) =
(8* o a*)(¢). Consequentemente («vo 5)* = * o o = id,w) como fungdo identidade de x[W
nele mesmo.

De modo andlogo, podemos mostrar que (3 o a)* = a* o 3* = id,y.

Dai, se V' e W sdo variedades isomorfas, entdo x[V] = x[W], e pela Proposi¢ao esse
isomorfismo € a identidade para funcdes constantes.

Para a reciproca, devemos mostrar que se temos um isomorfismo de anéis ¢ : x[W] — k[V]
que ¢ a identidade para fungdes constantes, entdo ® ¢ ! vem de fung¢des polinomiais inversas
entre Ve IV.

Pela Proposicao j4 sabemos que ® = o* para alguma o : V — W e &1 = * para
alguma 3 : W — V. Precisamos mostrar entdo que « e 3 sdo func¢des inversas.

Consideremos a composi¢do ao 3 : W — W, a qual € claramente uma func¢do polinomial, e

para qualquer ¢ € k[W]:

(a0 B)(9) = B"(a"(9)) = 2 (D(9)) = ¢.

Como a fungdo identidade idy, : W — W é uma funcdo polinomial sobre W, e id}, (¢) =
¢, ¥ ¢ € k[W], podemos concluir que (o o §)* = id};, e entdo o o § = idy, cuja unicidade
também segue da Proposicao [2.43]

De modo andlogo, pode-se obter que 5 o a = idy, e consequentemente o e [ sdo fungdes

inversas, e concluimos a demonstragao. [

2.4 Finitude Relativa e Normalizacao de Noether

Nesta secdo estudaremos conceitos de finitude que ajudardo a compreender a noc¢ao algébrica

de dimensdo de uma variedade que veremos adiante.
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Comecamos com um resultado importante sobre o complemento do ideal dos termos lideres
(LT(I)).

Proposicao 2.45. Fixe uma ordem monomial sobre k|xy, ..., 1z, e seja I C k[xy,...,x,] um
ideal. Todo [ € kl[xy,...,x,] é congruente médulo I a um tinico polinémio v que é uma

combinagdo k—linear dos monémios no complemento de (LT (I)).

Demonstracdo. Seja G uma base de Grobner para [ e seja f € k[xq,...,x,]. Pelo algoritmo
da divisdo, o resto r = f¢ satisfaz f = ¢+ r, com ¢ € I. Consequentemente f —r = q € I,
eentdo f = r mod I. Também temos que r é uma combinacdo x—linear dos mondmios
x® ¢ (LT(I)). |

Como comentamos anteriormente, no desenvolvimento histérico de aplicacdo das bases de
Grobner, Buchberger tinha o interesse de encontrar representantes padrdo para as classes resi-
duais em anéis quocientes. Note também que dado / = I(V') para uma variedade V, entdo a
Proposi¢ao fornece representantes padrdo para as fungdes polinomiais ¢ € k[V]. Desse
modo, podemos aplicar esta proposi¢ao para descrever a estrutura algébrica do anel quociente

Rlxy, ..., xp]/1.

Proposicao 2.46. Seja I C k[zy,...,x,] um ideal. Entdo K[z, . .., x,]/I é isomorfo como um
espago k—vetorial a S = Span(z®| z® ¢ (LT(I))).

Demonstragdo. Veja [2, pag 250].

Note desse modo que dado um ideal I C k[zy,...,x,] ¢ G uma base de Grobner para 1,
entdo para todo [f] € k[z1,...,x,]/] podemos encontrar um representante padrio f = fg em
S = Span(x®|z* ¢ (LT(I))), onde:

o [f] + [g] sera representado por f +ge
* [f] - [g] serd representado por f - g € S

O Teorema seguinte permite determinar quando uma variedade contém apenas um ndmero
finto de pontos, isto €, de forma equivalente quando um sistema de equacdes polinomiais possui

apenas um numero finito de solucdes no espaco afim.

Teorema 2.47 (Teorema da Finitude). Seja I C k[z1, ..., x,| umideal, > uma ordem monomial

sobre K[y, ..., x,] e considerando as seguintes afirmagdes:
i Para cadai, 1 < i < n, existe algum m; > 0 tal que x;"" € (LT(I)).

ii Seja G uma base de Grobner para 1. Entdo para cada i, 1 < 1 < n, existe algum m; > 0 tal

que "' = LM (g) para algum g € G.

iii O conjunto {z®|x* ¢ (LT(I))} é finito.
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iv O espago k—vetorial K[z1, ..., x,]/]I é finito-dimensional.
v V(I) C A™(k) é um conjunto finito.

Entdo (i)-(iv) sdo equivalentes e todos implicam em (v). Além disso, se K é algebricamente

fechado, entdo (i)-(v) sdo todos equivalentes.
Demonstragcdo. Veja [2, pag 252].
Definicao 2.48. Uma x—algebra é um anel que contém o corpo x como um subanel. E também:

(1) Uma r—adlgebra é finitamente gerada se contém um nimero finito de elementos tais que
todo elemento pode ser expresso como um polindmio (com coeficientes em x) nesses

finitos elementos.

(79) Um homomorfismo de x—dalgebras ¢ um homomorfismo de anéis que € a identidade nos

elementos de k.

Além disso, uma ~—algebra é um espaco vetorial sobre ~, onde a adi¢do € definida pela
adicdo no anel, e a multiplicagdo por escalar é a multiplicacdo pelos elementos do subanel x.

Um exemplo € o Anel Coordenado de uma variedade ndo-vazia.

Defini¢ao 2.49. Dado um anel comutativo .S e um subanel R C S, dizemos que S ¢ finito sobre

R se existem finitos elementos sy, ..., s; € S tais que todo s € S pode ser escrito da forma
s=a181 +---+as;, com ay,...,a; € R

A partir dessa defini¢do temos a seguinte proposi¢ao sobre a finitude de um subconjunto.

Proposicao 2.50. Assumindo que S ¢ finito sobre R. Entdo todo s € S satisfaz uma equacdo
da forma

s+ast+-+a =0, comay,...,q; € R
Demonstragdo. Veja [2, pag 279].

Note que em geral, um elemento s € S € inteiro sobre um subanél R se satisfaz uma equagao
como na proposicao anterior. Desse modo a Proposi¢ao [2.50| nos diz que se .S € finito sobre R,
entdo todo elemento de S € inteiro sobre K.

Veremos a seguir uma versao relativa do Teorema para a qual precisamos da seguinte
definicao de ordem monomial.

Definicao 2.51. Fixe um inteiro 1 < [ < n. Dizemos que uma ordem monomial > sobre
Klx1,...,x,] é do tipo de [—eliminagdo se qualquer monémio envolvendo uma das varidveis

x1,...,2; é maior que todos os mondmios em K[z 1, . . ., Tp].
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Teorema 2.52 (Finitude Relativa). Seja I C k[xy,...,Zn,Y1,- -, Ym| um ideal tal que I N
KlY1, -, Ym] = {0} e fixe uma ordem do tipo de l—eliminagdo. Entdo as seguintes afirmagoes

sdo equivalentes:
(1) Para cada i, 1 < i <, existe algum m; > 0 tal que x;" € (LT(I)).

(ii) Seja G uma base de Grébner para 1. Entdo para cada i, 1 < i <, existe algum m; > 0

tal que x]"" = LM (g) para algum g € G.
(iii) O conjunto {z* | 3 8 € LT, tal que x*y® ¢ (LT(I))} é finito.
(1) O anel K|z, ..., Tn,Y1,...,Ym|/ I € finito sobre o subanel K[y, . .., Yn).

Demonstragdo. (i)<(ii) Andloga ao Teorema[2.47]

(ii)=-(iii) Se alguma poténcia x;" € (LT(I)) para 1 < i < n, entdo qualquer mondmio
oy = 29" ... 2% yP para o qual algum o; > m; estd em (LT(I)). Consequentemente um
mondmio no complemento de (LT'(I)) deve ter o; < m; — 1 para todo 1 < i < n. Como
resultado, existem no maximo m; - my - - - m,, mondmios = tais que z*y® ¢ (LT (I)).
(iii)=(@v) Tome f € K[zr1,...,Zn,Y1,--.,Ym| arbitrdrio e divida f por G pelo algoritmo da
divisdo. Obteremos assim f = g + r, onde g € I e r € uma combinagdo linear de mondmios
r*y® ¢ (LT(I)). Por suposicdo, apenas um niimero finito de z’s aparecem nesses mondmios,
digamos =, ..., x*. Agrupando os termos de r que compartilham o mesmo x®/, podemos

escrever f da forma
f=g+biz® + -+ bx* com b; € Klyy, ..., Yn

Tomando [f] para denotar a classe de equivaléncia de f no anel quociente x[x1, ..., Zn, Y1, - - -, Ym]/ 1,
como g € I, segue da equacdo anterior que

[f] = [g + bix®t + -+ + bz™] = [g] + [iz™] + -+ + [z™] = [bra®] + -+ - + [hz™] =
bi[x®] + -+ + by[x®], em K[x1, . .. Ty Y1y - - Y] /1

Assim [z°1], ..., [x“] satisfazem a defini¢do, mostrando que o anel K[x1, ..., Ty, Y1, .-, Ym]/]
é finito sobre o subanél k[y1, . .., Y.

(iv)=-(i) Fixe 1 < i < n. Por (iv) e pela Proposi¢ao[2.50] existe uma equacdo

(2] + ar[z] 4+ - -+ ag =0, coma; € K[Y1, ..., Y] €M K[T1, - ooy Ty Y1y - - Y]/
Voltando para o anel k[x1, ..., Tn, Y1, .., Ym), 1SS0 significa que

¢+ aptt 4 rag € L

i

Como a ordem utilizada é do tipo de n—eliminacéo, entdo x; € maior que qualquer mondmio em
Yty -y Ym. COMO 08 a; € K[y1, ..., Ynm], isso implica que z¢ > LT(ajx?*j) paral < j < d.
Segue entio que v = LT (z¢ + ayzd~" + -+ + a4) € (LT(I)) como desejado. |
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Do Teorema da Finitude temos que V (/) finito é equivalente aos demais itens quando x
¢ algebricamente fechado. Surge entdo uma pergunta, de modo natural, sobre um significado
geométrico similar para o Teorema da Finitude Relativa no caso em que x é algebricamente
fechado.

Primeiramente vejamos o significado geométrico de um ideal I C K[z, ..., Zn, Y1, - - -, Ym)-
A incluséo de k—élgebras [y, ..., Ym] € K[T1,...,Zn, Y1, .., Ym] corresponde & proje¢do
K" — k™ que leva um ponto (a,b) = (aq,...,a,,b1,...,b,) em suas Gltimas m coorde-

nadas b. O ideal I fornece uma variedade V(1) C A"*™(x). Compondo essa inclusdo com a
projecdo obtemos: 7 : V(1) — A" (k).

Assimum ponto b = (by, .. ., b, ) fornece dois objetos: um algébrico, oideal I, € k[x1,. .., 2],
que € obtido fazendo y; = b; em todos os elementos desse ideal; e um geométrico, a fibra
71 (b) = V(I) N (A™(k) x {b}), que consiste de todos os pontos de V() cujas dltimas m

coordenadas sdo dadas por b.

Definicao 2.53. Elementos u, ..., u,, em uma x—algebra A sao ditos algebricamente inde-
pendentes sobre x quando o unico polindmio f € A com coeficientes em « satisfazendo
f(uq, ..., uy,) = 0¢&o polindmio nulo.

Quando isso ocorre, o subanel k[uy, ..., u,| C A é isomorfo a um anel de polindmios em m

indeterminadas.

Para finalizar essa se¢do, vejamos um resultado importante sobre essa independéncia algé-
brica.

Teorema 2.54 (Normalizagdo de Noether). Seja k um corpo infinito e seja A uma k—dlgebra

finitamente gerada. Entdo:

(1) Existem elementos algebricamente independentes u,, . . ., u,, € A tais que A é finito sobre
RlUp, ..oy Up).

(ii) Se A € gerado por sy, . ..,s; como uma k—dlgebra entdo m <l e uy,...,u, podem ser
escolhidos para serem combinagoes k—lineares de s1, . . ., s;.

Demonstragdo. Veja [5, pag 123].

Note que para encontrar uma normaliza¢do de Noether para k[z1, ..., x,]/I, podemos com-
putar uma base de Grobner G para I com ordem lexicografica. Escolhendo as coordenadas
de modo que cada ideal de eliminag¢do ndo-nulo I}, 1 = I N k[zy,. .., x,] contém um polind-
mio monico em xy, entdo se ¢ é o menor inteiro tal que /. = (0) obtemos uma sequéncia de
extensodes inteiras de anéis

RlTet1y oy Tn) CR[Zey oo xy]/ley T C S
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cuja composi¢do € uma normaliza¢do de Noether para S com m = n — c. Assim para cada
1 <k < ¢ —1, checamos se G possui um polindmio nas varidveis zy, . . . , ¥, que seja monico

em . Se possuir entdo a composicao
RlTett1y oy Tn) CRITY, . 2] = S = Rxy, ..., 2,)/1

¢ uma normalizacdo de Noether.

2.5 Dimensao de uma Variedade e Funcao de Hilbert

Nessa se¢do veremos a definicdo de dimensdo de uma variedade afim, bem como resultados
importantes a partir da fun¢do de Hilbert e ao final um processo para o calculo da dimensao a
partir do ideal dos termos lideres da base de Grobner computada para o ideal correspondente a

variedade.

Definicio 2.55. Seja S C {xy,...,z,}, um conjunto ndo-vazio qualquer de varidveis. A varie-
dade V/(.S) obtida igualando cada varidvel z; € S a zero, é chamado um subespago coordenado

em KTy, ..., Ty

Assim, por exemplo, para o ideal monomial I = (z%y, 2®) C k[z, 3], denotando H, = V()

paraxz = 0e H, = V(y) paray = 0, temos que:

V(I) =V (z*y) NV (2?)
= (H, U H,) N H,
=(H,NH,)U(H,NH,)

=H,
Proposicao 2.56. A variedade de um ideal monomial em k|xy, ..., x,| é uma unido finita de
subespagos coordenados de A™ (k).
~ a1 .00 ar z A .
Demonstragdo. Note que se 3 xy” - - - x7” € um mondmio em k|1, ..., 7,] com a; > 1 para

1 <5 <r, entdo

Vi(egtag - afr) = Hy, UH,, U---UH,, ,onde Hy =V (x).
Assim a variedade definida por um mondmio € uma unido de hiperplanos coordenados. Note
ainda que existem apenas n tais hiperplanos. Como um ideal monomial é gerado por uma co-
lecdo finita de mondmios, a variedade correspondendo a um ideal monomial é uma interse¢ao
finita de unides de hiperplanos coordenados. Assim, pela propriedade distributiva de interse-
¢cdes sobre unides, qualquer intersecdo finita de unides de hiperplanos coordenados pode ser

reescrita como uma unido finita de intersecdes de hiperplanos coordenados. Como a interse¢ao
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de qualquer colecdo de hiperplanos coordenados € um subespaco coordenado, entdo segue o

resultado desejado. u

Note que quando escrevemos a variedade de um ideal monomial / como uma unido de finitos
subespacos coordenados podemos omitir um subespaco que esteja contido em outro na unido.
Assim escrevemos V (/) como uma unido de subespagos coordenados: V(1) = V,UV,U- - -UV,
onde V; C V; parai # j.

Definicio 2.57. Seja V' uma variedade, a qual é a unido de finitos subespagos lineares de A" (k).
Entdo a dimensdo de V', denotada dim V', é a maior das dimensdes dos subespagos.

Assim, por exemplo, a dimensdo da unido de dois planos e uma reta é 2, e a dimensdo da
unido de trés retas € 1.

Computar a dimensao de uma variedade correspondendo a um ideal monomial € encontrar o
maximo das dimensodes dos subespagos coordenados contidos em V(7).
Seja I = (my, ..., m;) um ideal proprio gerado pelos mondmios m;, para computar dim V(1)

precisamos obter a componente de maior dimensdo em

t

V(I) = V(m,).

=1
Se podemos encontrar uma colecdo de varidveis z;, , . . ., z;, tais que ao menos uma delas apa-
re¢a em cada m;, entdo o subespago coordenado definido pelas equagdes x;, = --- = z;, =0

estd contido em V(7). Isso significa que devemos buscar as varidveis que ocorrem em tantos
diferentes m; quanto possivel.

Assimparal < j < ttemos M; = {l € {1,...,n} | z; divide o monémio m;} sendo
o conjunto de indices das varidveis ocorrendo com expoente > 1 em m;. Seja M = {J C
{1,....n} | JNM; #0V 1< j <t} consiste de todos os subconjuntos de {1, ...,n} que ndo
possuem interse¢do vazia com todo conjunto )/;. Denotemos por |.J| o nimero de elementos
em um conjunto .J.

Com a nota¢do acima, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.58. A dimensdo da variedade determinada por um ideal monomial é
dimV(I) =n—min(|J| | J € M)

Demonstracdo. Seja J = {iy,...,i.} um elemento de M tal que |J| = r é minimo em M.
Como cada mondmio m; contém alguma poténcia de algum z;, para 1 < [ < r, o subespaco
coordendo W = V' (x;,,...,x;, ) estd contidoem V' (/). A dimensdode W én —r =n—|J|e,
consequentemente, pela Defini¢do a dimensdo de V (/) € ao menos n — |J|.

Se V/(I) tivesse dimensdo maior que n — r, entdo para algum s < r existiria um subespaco

coordenado W’ = V (xy,,...,x;,) contido em V(I). Cada monémio m; se anularia em W' e,
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em particular, se anularia no ponto de W’ cuja [;—ésima coordenada € 0 para 1 < i < s e cujas

demais coordenadas sio 1. Consequentemente, a0 menos um dos x;, deve dividir m;, e seguiria

que J' = {ly,...,ls} € M. Como |J'| = s < r, isso contradiria a minimalidade de .
Portanto a dimensdo de V(1) é n — | J|. |
Exemplo 2.59. Seja [ = (z3x3, 25z 23x,22) = (my,ma,m3), onde m; = zizd my =

5.4 _ 2 2

Assim My = {2,3}, My = {1,3} e M3 = {1,2,3} eentdo M = {{1,2,3},{1,2},{1, 3},{2,3}, {3} }.
Portanto min(|J| | J € M) = 1, implicando que dim V' (I) =3 — 1 = 2.

Exemplo 2.60. Consideremos um ideal préprio monomial I C k[z,y|. Sendo I # k|x,y],

entdo V (I) é uma das possibilidades:
(a) A origem O = {(0,0)}, V(x,y),
(b) O eixo das abscissas Ox, V (y);
(¢) O eixo das ordenadas Oy, V (z);
(d) A unido dos eixos Oz e Oy, V (zy).

Note que podemos analisar cada caso a partir do fato que I C /1. No caso (a), devemos ter
2% € I ey’ € I para alguns inteiros a,b > 0. Desse modo o niimero de monémios que nio

estdo em / € finito. Observe na Figura2.1]

n

° e o o b o o o b ° o
° ] ] ] ] ° ° ° ] ° °
° ° ° ] ] ° ° o ® ° ®

Figura 2.1: Mondmios que ndo estdo no ideal /-caso a.

No caso (b), como V'(I) é o eixo Ox, nenhuma poténcia z* de x pode pertencer a I, devemos
ter 4° € I para algum inteiro b > 0. Observe na Figura

Seja | o minimo expoente de y que ocorre entre todos os mondomios em /. Note que [ < be
[ > 0j4 que nenhuma poténcia de = estd em /. Portanto os mondmios no complemento de [ sdo
os mondmios {x'y’ | i € Zso,0 < j <1 — 1}, que correspondem precisamente aos expoentes

em [ cépias do eixo horizontal em Zio, juntamente com um ndmero finito de outros mondmios,
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m, n

(m,n) < =™y"

Figura 2.2: Mondmios que ndo estdo no ideal /-caso b.

os quais podem ser caracterizados como m ¢ [ tais que 2"m € [ para algum r > 0. Assim,
os mondmios no complemento de I consistem de [ ’retas’ de mondmios juntamente com um
conjunto finito de mondmios.

No caso (c) a situacao € andloga ao caso (b), com a diferenca que as ’retas’ serdo paralelas
ao eixo vertical em Z2,,.

No caso (d), seja [; o expoente minimo de x que ocorre entre todos os mondmios de [, e
similarmente /5 0 expoente minimo de y. Assim, os mondmios no complemento de / consistem
de [; ’retas’ de mondmios {x'y’ | 0 < j < Iy — 1,j € Zso} paralelas ao eixo vertical, de o
retas” de mondmios {z'y’ | 0 < j <y — 1,1 € Z>(} paralelas ao eixo horizontal juntamente
com um numero finito de outros mondmios.

Portanto os monémios no complemento de um ideal monomial / C k[z,y] consistem de
um ndmero de infinitas familias de mondmios paralelas aos subespacos coordenados em ZQEO,
juntamente com uma coleg¢do finita de outros mondmios.

Generalizando, para cada ideal monomial [ seja C'(I) = {«a € Z2, | 2* ¢ I} o conjunto de
expoentes dos mondmios que ndo estdo em /. Sejam também
er = (1,0,...,0);

€y = (0,1,,0),
e, = (0,0,...,1).
Definicao 2.61. Definimos o subespago coordenado determinado por e;, , . . ., e;. como sendo o
conjunto [e;,, ..., e; | = {aie;, +---+are;, | aj € Zsp,1 < j <r}. Dizemos que [e;,,. .., €; |

€ um subespaco coordenado r-dimensional.

Defini¢ao 2.62. Um subconjunto de ZZ, é uma translagdo de um subespago coordenado [e;,, . . . , €;,]
se é da forma o + [e;,,...,e;, | = {a+ 5| 5 € [eiy,..., €]}, onde o = Z a;e;, com

i@ {i1,....ir}
a; > 0 inteiros.
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Essa restricdo sobre « significa que estamos transladando por um vetor perpendicular a
iy, ... €;,]. Porexemplo, {(1,l) | | € Z>o} = e; + [es] € uma translagdo do subespago
e2] no plano de expoentes Z2,.

A partir dessas defini¢des, a discussao sobre os mondmios no complemento de ideais mono-

miais em [z, y| pode ser resumida como:
(a) Se V(I) é a origem, entdo C'(I) consiste de um nimero finito de pontos;

(b) Se V(I) é o eixo Ox, entdo C(I) consiste de um nimero finito de translacdes de [e;] e,

possivelmente um nimero finito de pontos que ndo estdo nessas translagdes;

(c¢) Se V(I) é o eixo Oy, entdo C(I) consiste de um ndmero finito de translagdes de [es] e,

possivelmente um nimero finito de pontos que ndo estdo nessas translacoes;

(d) Se V(I) é a unido dos eixos Oz e Oy, entdo C'(I) consiste de um nimero finito de trans-
lagdes de [e;], um nimero finito de translagdes de [es] e, possivelmente um nimero finito

de pontos que nao estdo nessas translacoes.

Assim, podemos fornecer um primeiro resultado para a definicao de dimensao de uma vari-

edade correspondente a um ideal monomial.
Proposicao 2.63. Seja I C K[z, ..., x,] um ideal monomial proprio.

(1) O subespago coordenado V (x; | i & {i1,...,i.}) estd contido em V (I) se, e somente se
[€iyy . vei ] CC), istoé, V(x| i & {iy,...,0}) CV(I) <1 C(x;|i¢{ir,...,0}).

(7i) A dimensdo de V (I) é a dimensdo do maior subespaco coordenado em C(I).

Demonstragdo. (i) = Observe que W = V(z; | i ¢ {i1,...,i,}) contém o ponto p cuja
1;—€sima coordenada € 1 para 1 < j < r e cujas demais coordenadas sdo 0. Para qualquer
a € les,, ..., e;], 0 mondmio z* pode ser escrito na forma z® = ;" - - 27", Entdo 2® = 1
em p, de modo que z* ¢ I jaque p € W C V(I) por hipétese. Portanto o € C'(1).
< Suponhamos que [¢;,, ..., e;.] € C(I). Dado um mondmio m € I existe i ¢ {iy,...,%,}
tal que m = z;m’ para algum mondmio m’. Assim m € (x;|i ¢ {iy,...,i,.}). Portanto
I C{x;|i¢{i1,...,i}),concluindo que V(x; | ¢ ¢ {iy,...,i.}) C V(I).

(ii) O subespago coordenado V' (z; | @ ¢ {i1,...,4,}) tem dimensdo r. Segue de (i) que
as dimensdes dos subespacos coordenados de A" (k) contidos em V' (I) e os subespagos coor-
denados de ZZ contidos em C'(I) sdo os mesmos. Por defini¢do, dim V'(I) é o maximo das

dimensoes dos subespacos coordenados contidos em V'([]). |

Exemplo 2.64. Considere o ideal I = (z*y3, 2%y5).

Podemos verificar que nesse caso C(I) é a unido finita
CI) = [e]U(ea+le]) U (2e2+[ea])Ulea] U(er +[e2] ) UL (3, 4) FUL(3, 3) F U{(2,4) FU{(2, 3) }-
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Figura 2.3: Mondmios no complemento C'(1).

Note que os ultimos quatro conjuntos sdo translagées do subespago coordenado 0-dimensional
que é a origem em 1%, Veja que como a dimensdo do maior subespago coordenado em C(I) é

1 entdo temos dim V' (I) = 1. Retomaremos esse exemplo mais adiante.

Teorema 2.65. Se I C k[zy,...,x,] é um ideal monomial préprio, entdo C(I) pode ser es-
crito como uma unido finita (mas ndo necessariamente disjunta) de translagéoes de subespacos

coordenados de 7%,
Demonstragdo. Veja [2, pag 477].

Relembrando algumas nog¢des de combinatdria, vejamos no lema seguinte uma forma de

contar os monomios de certo grau, que serd ttil para a constru¢ao do polindmio de Hilbert.

Lema 2.66. O niimero de monoémios de grau total < s em K[z1, ..., x| € o coeficiente binomial
m—+ s

5
Demonstragdo. Veja [2, pag 478].

Assim segue do Lema [2.66] que o niimero de pontos de grau total < s em um subespago

. . m+s
coordenado m—dimensional de ZZ, é
= s
m+ s m-+s s+m)!
Note que quando m estd fixado, a expressao binomial + = + = M =
s m (sh)(m!)
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—1)--- 1)s! 1
_ (5+m)(3+m‘ ') (s+1)s :_'(S+m)(5+m_1).--(5+1)éumpolin6mi0de
s'm! m:

grau m na variavel s cujo coeficiente de s™ é —
m!
Lema 2.67. Seja o + [e;,, . .., e;,, ] uma translagdo do subespaco coordenado [e;,, . .., e; | C
Zgo, onde o« = Z a;e;.
i@ {i1,im}
i Dado s > |a|, entdo o niimero de pontos em o + [e;,, ..., ¢, | de grau total < s é igual a
m+s—|af
s — |af

il Esse niimero de pontos é uma funcdo polinomial de grau m na varidvel s, cujo coeficiente

de s é #
Demonstragdo. Veja [2, pag 479].

Teorema 2.68. Se [ C k[xy,...,x,] é um ideal monomial com dim V' (I) = d, entdo para todo
s suficientemente grande, o niimero de monomios que ndo estdo em I de grau total < s é um

polinémio de grau d na varidvel s.

Demonstragdo. Precisamos determinar o nimero de pontos em C'(/) de grau total < s. Pelo

Teorema [2.65| sabemos que C'(I) pode ser escrito como uma unido finita
Cl)=ThuT,U---UT,,

onde cada 7; € uma translagdo de um subespaco coordenado em Z%,. Podemos assumir que
T; # T; parai # j. A dimensdo de cada T; € a dimensdo do subespago associado. Como [ é
um ideal, segue que um subespago coordenado [e;,, €;,, ..., €; | estd em C(I) se, e somente se
alguma translacdo estd. Por hip6tese V(7) tem dimenséo d, entdo pela Proposicdo cada T;
tem dimensao < d, com a igualdade ocorrendo para ao menos um dos 7;.

Para contar o niimero total de pontos de grau total < s em C'(I), lembre que C'(I) é uma unido
de subespagos coordenados de Z%, ndo necessariamente disjunta. Entao usando o sobrescrito s

para denotar o subespaco consistindo de elementos de grau total < s temos:
CI)y=1TUTy---UT}.
Denotemos o nimero de elementos de em C(1)® como |C(1)?|.

Para proceder a contagem, note que, como os subespagos podem conter elementos comuns,
entdo ndo podemos simplesmente somar o nimero total de elementos de cada subespaco, ja
que alguns seriam contados mais de uma vez. Ou seja, aqueles que aparecem também nas

intersecgdes devem ser excluidos.
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Aplicando o principio da inclusdo-exclusdo obtemos:

CUPI=D 1T =3 1T 0T+ Y TN T;nT| =

1<j i<j<k

Pelo Lema sabemos que para s suficientemente grande, o nimero de pontos em cada
T? é um polindmio de grau m; = dim(7;) < d na variavel s, cujo coeficiente de s™ é 1/(m;!).
Note que o primeiro somatoério € um polindmio de grau exatamente d na varidvel s, ja que algum
T; tem dimensao d e os coeficientes, por serem todos positivos, ndo se cancelam.

7

(&

Se os polindmios correspondentes aos demais somatorios tiverem grau menor, entdo |C(/)®
um polindmio de grau d na varidvel s.

Note que a intersecdo de duas translacdes distintas de subespacos coordenados de dimensdes
m e r em ZZ, ou é vazia ou é uma translagdo de um subespaco de dimensdo < max(m,r).
Assim, no segundo somatdrio, como 7 # T entdo cada ;N7 € uma translacdo de subespagos
coordenados de Z%, de dimensdo < d. Portanto, pelo Lema o numero de pontos em cada
17 NT} € um polindbmio de grau < d. Somando estas interse¢des para ¢ < j, obtemos entdo um
polindmio de grau < d na varidvel s.

Analogamente procede-se aos demais somatdrios, seguindo portanto que |C'(/)®| € polindmio

de grau d na varidvel s como desejado. |

Retomando o Exemplo2.64} temos I = (x%?, 2%y°), com C(I) = Cy U C}, onde
C1 = [e1] U (e2 + [e1]) U (2e2 + [e1]) U [e2] U (e1 + [e2]) €
Co ={(3,4),(3,3),(2,4),(2,3)}.
Para contar o nimero de pontos em C'; de grau < s devemos contar em cada translacdo e subtrair

. .  [1+s
aqueles que foram contados mais de uma vez. O nimero de pontos em [es] é ( ) =
s

1+ (s—1)
s—1
nimero de pontos em [e1], e2 + [e1] € 2e5 + [e1] €, respectivamente, s + 1, se s — 1.

1
( —IS> = s+ 1. O nimero de pontos em e; + [es] é < = s. Similarmente, o

De todas as possiveis intersecdes, as Unicas ndo-vazias consistem de um tnico ponto, a saber:
(1,2),(1,1),(1,0),(0,2),(0,1),(0,0). Portanto, para s suficientemente grande, o nimero de
pontos em (' de grau < s € dado por:

ICfl=(s+1)+s+(s+1)+s+(s—1)—6=5s—5
Como em C temos quatro pontos, entao:
IC(I)*] = (5s —5) + 4 =b5s — 1.

Seja R = k[zy,...,x,]. Denote por R<s = K[x1,...,Z,]<s 0 conjunto de polindmios com
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~ . . . . [n+s
grau total < s em . Entdo R<, pode ser visto como um espaco vetorial de dimensao ) .
s

Dado um ideal / C R, denotemos por /<; = I N R<,, o conjunto de polindmios em I de grau

total < s, de modo que /<, € um subespacgo vetorial de R<;.

Definicao 2.69. A fungdo afim de Hilbert de um ideal I C R = k[zy,...,x,] € a fungdo

“H Fr/; sobre os inteiros ndo-negativos definida por:
aHFR/[(S) = dim<R§5/1§s> = dim RSS — dim [§57

com s € L.

Assim com essa terminologia podemos reescrever os resultados para ideais monomiais a
seguir:

Seja I um ideal monomial em R = k[z1, ..., x,]. Entdo:

(¢) Para s > 0 inteiro, “H Fp/;(s) é o nimero de mondmios que néo estdo em / de grau total
< 85

(i) Para s suficientemente grande, a fun¢do afim de Hilbert de / é dada pela fung¢ao polinomial
d
s
HFg/(s) = ;bi (d— i)’ comb; € Zeby > 0;

(#i1) O grau do polindmio correspondente a fungdo é o maximo das dimensdes dos subespagos

coordenados contidos em V' (1).

A proposi¢do seguinte serd importante para o processo de obtencdo da dimensdo de uma
variedade a partir do ideal monomial dos termos lideres.
Note que precisamos fixar uma ordem monomial cujo primeiro critério de ordenacdo seja o

grau total dos mondmios, como € o caso na ordem lexicografica graduada.

Proposicao 2.70. Seja I C R = k|xy,...,x,| um ideal e > uma ordem monomial graduada

sobre R. Entdo o ideal monomial (LT (I)) tem a mesma fun¢do afim de Hilbert que 1.

Demonstracdo. Assumamos que [ # {0}. Fixe s e considere o conjunto dos mondmios lideres
LM(f) de todos os elementos f € I<:

{LM(f) | | € I<s} = {LM(f1), -, LM (fm)}- (2.1)

para alguns polinomios f; € I<;.

Ordenando e suprimindo os duplicados, podemos assumir que LM (f;) > LM (fy) > -+ >
LM(f,). Afirmamos que fy,..., f,, formam uma base para /<; como um espago vetorial so-
bre .

Para verificar isso, considere uma combinacao linear nao-trivial a1 f; + - - - + a,, fn € escolha
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o menor ¢ tal que a; # 0. Entdo da forma que ordenamos os mondmios lideres ndo ha termo
que cancele a; LM (f;), de modo que essa combinacdo linear é ndo-nula. Consequentemente
f1,- .-, fm sdo linearmente independentes.

Seja W = [fi,..., fm] € I<s o subespago gerado por fi,..., fm. Se W # I, tome
[ € I<s\ W com LM(f) minimo. Entdo LM(f) = LM(f;) para algum i e, consequen-
temente LT'(f) = ALT'(f;) para algum A € k. Assim f — Af; € I, e seu mondmio lider tem
grau menor que f, de modo que f — Af; € W pela minimalidade de LM (f). Isso implicaria
que f € W, uma contradi¢do. Portanto, segue que W = [f1,..., fm] = I<s, € fi,.., fm
formam uma base para /<.

O ideal monomial (LT'(I)) é gerado pelos termos lideres, e portanto pelos mondmios lideres
dos elementos de I. Assim LM(f;) € (LT(I))., jd que f; € I<,. Afirmamos agora que
LM(f1),..., LM(f,) formam uma base para (Lf(] )) <, como espago vetorial. De modo an4-
logo ao feito acima, podemos ver que LM (f1),. .., LM_( fm) sdo linearmente independentes. E
assim, resta mostrar que [LM (f1), ..., LM(f,,)] = (LT(I))_,.

Isso equivale a verificar que

{LM(fy), .., LM(fn)} = {LM(f) | f € I.deg(LM(f)) < s}. (2.2)

Mas note que como > é uma ordem monomial graduada, entdo paratodo 0 # f € k[x1, ..., x,]
temos deg(LM (f)) = deg(f). Assim, em particular, se deg(LM (f)) < s entdo deg(f) < s.
Portanto (2.2) segue imediatamente de (2.1). Como I<, e (LT'(I))_, possuem a mesma dimen-

sdo, implica que suas fung¢des afins de Hilbert sao
“HFpyi(s) = dim(R</I<) = dim(R<s/ (LT(I)) <) = “HFrjwrn)(s)-

Com as defini¢des e proposi¢Oes seguintes podemos caracterizar a dimensio de uma varie-

dade a partir do polindmio de Hilbert.

Definicdo 2.71. O polindmio correspondente a fungdo afim de Hilbert * H F/;(s) para s sufi-

cientemente grande é chamado polindmio afim de Hilbert de I e é denotado por “H Pr/;(s).

Proposicao 2.72. Seja [ C R = k[xy,...,x,] um ideal, entdo os polinémios afins de Hilbert

de I e \/I possuem o mesmo grau.
Demonstragdo. Veja [2, pag 489].

Definicdo 2.73. A dimensdo de uma variedade afim V. C A"(k) ndo-vazia, denotada por
dim V, é o grau do polinémio afim de Hilbert do ideal correspondente I = I(V') C Klxy, ..., x,).

O teorema seguinte mostra que quando ~ é algebricamente fechado entdo para obter a di-
mensdo de uma variedade afim V(I) podemos usar o processo de obtenc¢do da dimensdo da
variedade do ideal monomial V ({LT(1))).
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Teorema 2.74 (Teorema da Dimenséo). Seja V' = V(I) uma variedade afim ndo-vazia, onde
I C R=kl[x1,...,2,| éumideal. Se k é algebricamente fechado, entdo dim 'V = deg(*H Pr/;).

Se, além disso, > é uma ordem monomial graduada entdo dimV = deg “H Pr/p1(1)).-

Demonstragdo. Sendo k algebricamente fechado, segue pelo Teorema que

Assim, pela Definicao temos que: dim V' = deg(“H Pr/1(v)) = deg(“H Py, /7) = deg(“H Pr/r),
com a ultima igualdade seguindo da Proposicao Se > € uma ordem graduada entdo pela
Proposicdo segue que: dim V' = deg(*H Pg/;) = deg “H Py (r1(1))- [

Assim, o Teorema nos permite calcular a dimensdo de uma variedade afim V' = V(1)

da seguinte forma:
* Calculamos uma base de Grobner G para o ideal I, usando uma ordem graduada;

¢ Calculamos a dimens&o d do maior subespaco coordenado contido em V ((LT'(I))), o

que pode ser feito seguindo os passos da Proposigao [2.58]

* Por fim, segue do Teorema anterior que dim V' = d.
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CAPITULO 3

A VARIEDADE DAS ALGEBRAS DE
JORDAN DE DIMENSAO 2 E 3

Definicao 3.1. Uma x—adlgebra de Jordan A, é uma algebra onde a multiplicacdo * satisfaz as
seguintes identidades para quaisquer z, y na dlgebra:

* TkyY =Yk,

* (@) ry)xw = (%) % (y * z)

Podemos notar que é uma algebra comutativa mas com uma associatividade fraca. Em nosso
estudo consideraremos o caso em que x é um corpo algebricamente fechado de char(k) =0, e
omitiremos *. Denotaremos por Jor, (k) o conjunto das dlgebras de Jordan de dimenséo n.

Seja (a,b,c) = (ab)c — a(be) o associador de a, b, ¢ € tomando J(x,y) = (2%, y,z). Seja
ainda {e1, ey} base de A € Jory(k), isto é, de uma dlgebra de Jordan de dimensdo 2 com as

constantes de estrutura a seguir:

2 __
€] = X161 + Zoeo
€169 = I3€1 + Ty9 = €561

2
e; = Tse1 + Tela

Obtenhamos as identidades polinomiais que relacionam essas constantes de estrutura. Para
tal, note primeiramente que .J(z,y) é linear na segunda entrada J(z,_) mas ndo € linear na

primeira entrada J(_, y). De fato:

J(z,y+2) = (2% y +2,2) = ((2)(y + 2))z = («*)((y + 2))
= (2%y + 2°2)x — 2% (yx + 22)
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= (2*y)z + (222)2 — 2 (yx) — 2°(22)
= J(z,y) + J(x, 2)

= ((z+ 2%y, +2) = ((z+2)%) (2 + 2) — (x + 2)*(y(z + 2))
= (% +2(z2) + 22)y)(x + 2) — (2° + 2(22) + 2%) (yz + y2)
= (¢y + 2(z2)y + 2%y) (2 + 2) — (a?)(yz) — (2°)(y2) — 2(z2)(yz) -
(x2)(y2) — (2°)(yx) — () (y2)
= (*y)z + (2°y)2 + 2((z2)y)z + 2((22)y)z + (2°y)x + (2*y)2—
— (2%)(yz) — (2%)(y2) — 2(x2)(yz) — 2(x2)(y2) — (%) (yz) — (*)(y2)
= J(z,y) + J(2,y) + (2%, y,2) + (2%, y, )+

2[((z2)y)x — (x2)(yz)] + 2[((x2)y)2 — (22)(y2)]
= J(z,y) + J(2,y) + 2[((z2)y)z — (22)(y2)] + 2[((z2)y)z — (x2)(yz)]+
+(2%,y,2) + (2%, y,2)

Desse modo, precisamos calcular J(eq, e1), J(eq, e2), J(ea, €1), J(ea, €2), J(e1+tes, e1) e J(e1+

tey, €2), onde o pardmetro t € K.

Calculemos J(eq, €1):

2
J(er,e1) = (e2e1)e; — e3(erer)
((1’161 + 1’262)61)61 (13161 + IQGQ)((L’lel + .T262)
= (2162 + Taeger)ey — i€ — 221 T9e169 — ToE5
= (z1(x1€1 + T2€9) + To(T3€1 + T4€2))E1—
2 2
— x1(z1e1 + T269) — 22179(x361 + T469) — X5(T5E1 + T6E2)
2 2 2
= x1€] + T1T2€162 + Tok3e] + ToXy€ol1—
3 2 9 9 2 2
— T1€1 — T1T2€ — LX1T2X3€61 — 2L 1X2T4€2 — T9X5€1 — ToTC2
_ 2
= z7(z1€1 + T2e2) + T122(23€1 + Ta€2) + Toxz(T1€1 + ToE2)+
+ 3 2 2
Towy(T3€1 + Ty€2) — Ti€] — TTo€y — 21 ToT3E1 —
2 2
— 2712949 — T5T5€1 — T5T6E2
3 3 2
= (a:l + X1T2T3 + T1ToT3 + ToT3Ty — T] — 2T1T2T3 — ZE2CL’5)61+

2 2 2 2 2
+ (a:lxg + T1 29Ty + THX3 4 ToTy — TITy — 2T1T9T4 — :c2x6)62

2 2 2 2
= (—a5w5 + Toxswy)er + (—x1 22Xy + X513 — THT6 + Toxy)en

Assim, como J (e, e;) = 0, obtemos as duas primeiras identidades polinomiais:

fh = —a325 + zox324 =0 e
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2 _ 2 2 2 _
fi1 = —T17974 + 573 — 576 + T2x] = 0,

onde f}; denota o polindmio obtido em .J(e;, €;) com respeito 2 componente ej,.
De modo andlogo, calculando J(eq, e2), J(ez, €1), J(e2, e2) obtemos as seguintes identida-
des polinomiais:
f112 = T1T2T5 — $2I§ + Tox3x6 — ToTaxs = 0;
fta = x3w5 — wow314 = 0;
fa = w223 — 232475 = 0;
f221 = T1X4T5 — ToX3T5 + ToT5Tg — 5’34211'5 —0;
fly = —m12% 4+ 2225 — 237506 + 1422 = 0;

I35

—Igl’g + x31425 = 0.

Calculemos agora o caso J(e; + teg, €3):

(e1 +teg)?es)(er + teg) — (e + tes)*(ea(er + tes))

(€2 + 2tejey + t2e3)ey) (e + tey) — (€2 + 2terey + t2e3)(egey + ted)

(e3)ey + 2t(ereg)en + (t2ed)es)(er + ten) — (e3(exer) + €3(te3) + (2teres)(eger)+
+ (2teres)(te3) + (t2€3)(eaer) + (t2€3)(te3))

= (efes)er — ef(eser) + ((tea)?es)(tea) — (tea)?(ea(tes)) + (w161 + waes)en)(tea)+
(t*(zse1 + wgea)es)er + (2t(xse; + zaen)er)er + (2t(wser + x4e0)er)(tey)—

—

— (2t(zzeq + x4€2))(t(xse1 + T662)) — (t2(1’561 + xges)) (w31 + T462)
= J(ey,e2) + J(teg, ea) + (z1€162 + x262)(t62) + (t2I5€162 + t2$66§)61+
+ (2tzzereq + 2txgey)er + (2taszeren + 2tzyed)(teg)—

J(61 + t62, 62) =

I
—~ ~~

+

x1€1 + xoes)(t(xser + xgea)) — (2t(z3e1 + w4€0) (361 + X469))—

2 2
— (t{lfll'g)el + tl‘1$661€2 + t1'21’5€2€1 + t$21‘6€2)—
— (2ta3el + 2tasmaerey + 2twzThene) + 2ties)—
— (223753 + 273760100 + 2t W4T50€1 + 2024 T6€5) —
2 2 2 2 2
— (Paswsed + tPaywseres + Prswese; + t2rywges)
2 2
= tx1x3€1€9 + tx124€5 + tT2T5€ 69 + txaxges+
2 2 2 2 2 2.2
+ t*r3xrse] + 17 rars560e1 + " r576€7 + L T5C2€1 +
+ 2tacge1 + 2txsxae9e1 + 2tx4x5el + 2tzaxgeser+
+ 2t? ZE3€162 + 2t? x3x462 + 2t* T4T5€160 + 212 x4x662—
—txirse; —t —t —t —
1T5€1 T1T2T5€2 T1T3T€1 T1X4T6€E2
2
— 1x2x375€1 — tXox 4569 — tToT5T6e1 — tToTgea—
— 2w xte; — Aromwies — 2l — 2agries—
T1T3€1 LoT3€2 T3Tyg€1 T3T, €2

— 2tx§x4el — thgxieQ — 215%21%61 — 2txix662—
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— 2% w3xsey — 202 T0x5 w500 — 2t2$§£U6€1 — 2% xs w4 6e0—
— 2t2x3x4x561 — 2t2xix562 — 2t2x4x5x661 — 2t2x4x§62—
— t2x1x3x561 — t2x2x3x562 — t2x3x4x5el — t2xix5eg—

— tzxgxgel - t2x3$4:1:6€2 - t2:1:4a:5:v661 — t2x4x§eg
= (t(2125 + 112475 + ToT3T5 + ToT5Te+

+ 2x1x§ + 2x§az4 + 2x17475 + 2030406 —

— $%.’E5 — 13T — T35 — Tol5Teg—

— 20105 — 2w5wy — 205my — 27575)+

+ 13 (212375 + T3T4T5 + T1T5T6 + T3Ta+

+ 2:U§ + 2032425 + 203T425 + 2T4X5T6—

— 2211375 — 2m§x6 — 203T45 — 2T4T50T6—

— T1T3T5 — T3T4T5 — T3l — T4T5T6))e1+

+ (H(212324 + T174T6 + ToTyTs + ToTE+

+ 2x2x§ + ngxi + 2291475 + 2@2@6—

— T1X2T5 — X1T4Tg — T2X4T5 — I2$§—

— 22075 — 2w37; — 21375 — 27576)+

+ 13 (2ow3w5 + X375 + ToT5T6 + T4To+

+ 2x§x4 + 231476 + Qxi:m + 2x4x(23—

— 2Tox3T5 — 203T4Xg — 21‘23;5 — 2x4:c§—

— ToT3Ts — TATs — T3Talg — T4Ta))es

Assim, com as devidas simplificacdes, obtemos as quatro identidades polinomiais seguintes:

flo = —2lys + 1123 — 212306 + 3217425 — 22504 + 2233476 — 20525 = 0;
]";/1272 = —21123%5 + T175T6 + 205 — 3xiw6 + 2237475 + 1372 — 147576 = 0;
ft%2 = —Z1Toys + T103T4 + 29245 — 22327 = 0;

f1:22,2 = —2T9T3T5 + ToT5T6 + 20374 — T37476 = 0,

onde ffﬁk e fti?,k: denotam o polindmio obtido em J(e; + teg, €;) com respeito a componente ey,
e ao parametro t ou t2, respectivamente.

De modo andlogo, calculando J((e; + tea, 1)) obtemos as demais quatro identidades poli-
nomiais seguintes:
fh = mixows — 22374 + 20327 — 2291475 = 0;
ft1271 = =222y + 2097375 + T3T4T6 — ToT576 = 0;
fZl = x%x4 — 1293 + T1XoTg — 31:@2 + 2x9x3T4 — 2T9T4X¢ + QIi = 0;
ft22,1 = 201137y — 22375 — X146 — 20203 + 397376 — ToTE + Tixe = 0

Assim a variedade afim das dlgebras de Jordan de dimensdo 2, Jory(k), no espaco afim
A®(k), é determinada por 16 polindmios que denotaremos por:
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1 2 1 2 1 )y 1 2
g1 = fi1:92 = fi1, 93 = Ji2: 90 = [i2, 95 = fo1, 96 = [3197 = [22: 98 = [oa,
1 1 2 2 1 1 2 2
9o = fr2,910 = [0, 911 = [fi2: 912 = fi20, 913 = [r1: 914 = fi21, 915 = fi1, 916 = fi2 4

Portanto para obter sua dimensao e componentes irredutiveis, precisamos calcular uma base
de Grobner para o ideal [ = (g1,...,916) C K|T1, T2, X3, 24, T5, x6). Para tal, adotaremos a
ordem monomial lexicografica graduada x1 > gep =+ > griex To-

Dessa forma, seja a 16—upla ordenada G = (g1, ..., i), iniciemos o calculo com os
S—polindmios dos primeiros pares de polindmios:

T1T3T4Ts

S = 2 (w3 ws + TaxaTy) —
(91, 92) 23, (—2325 + T2T324) E—

2
L1545 2 2 2
———— (=127 + T3x3 — T5x6 + ToTy)

2 3 3 2,2
= —X1X2T3%; + ToX3T5 — ToT5Te + LTy Ts

-
Onde o resto por G € S(g1,g2) = 0, uma vez que S(g1,92) = (—T2x3 + Tox6 — T3)g1 +

($3$4)92~

2 2
T1T5T5 2 T1T5T5 2
—2(—1‘21’5 + ZL‘21731'4> — —(ZE1I2[E5 — T2y + Tox3x — I’QIL‘4JZ5)
—T5T5 T1T2Tx

8(91793) =

2,2 2 2
= —X1T9T3%4 + XT3 — T3X3Le + T3T4T5

Onde o resto por G é mG = 0, uma vez que S(g1,93) = (—z4)q1 + (23)g2.
T35 2 23T 4
S(g1,94) = T%%(—:@xg, + Tox3Ty) — %(%2375 — 29x324) =0
a

Onde, claramente, o resto por G é S(g1,94) = 0.

——
Prosseguindo, de modo andlogo, obtemos que o resto dos S—polinémios S(g1,9;) = 0
para 5 < ¢ < 16. Bem como, verifica-se que o resto dos S—polinémios S(gs, g;) = 0 para
3< <8

Contudo, ao calcular S(g2, g9), obtemos:

T1X2T4T5

2 2 2
5(92, 99) = —(—$1I2$4 + T3 — THx6 + $2$4)—
—X1T2T4
T1X2T4T5 2
— ————(r1mowy — T W37y + 2037 — 2T2T4T5)
T1T2T5

2 2 2 2 3
= T1T3T, — T5T3T5 + ToT5T6 + TaX Ty — 2037y

Onde o resto por G é:

—e 1, 1 , 1 ,
S(g2,99) = 5951554176 — §$2$3$4366 + ToxyTs + 51‘2564966 — T3Ty —
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1 2 2 2mw3r; — 13 0
= §x4(x1x4x6 — ToX3T6 + 2X2T4T5 + ToXy — 2X3T, — x4x6) 7é

Portanto, como obtivemos um S —polindmio cujo resto por G é ndo-nulo, entdo G= {g1, ..., g1}
ndo é uma base de Grobner para o ideal I = (g1, ..., gi6)-

Tomemos entio g7 = T1T4T6 — ToT3Te + 2ToT4Ts + ToTe — 2372 — 1216 € consideremos
G={g1,---,q17}- ;

Agora, temos que S(g2,99) = 0uma vez que S(gs,99) = (3 —xﬁ)gl+%x4(gu)+%x4(g17).

Calculando, de modo andlogo, obtemos que S(gi—,gj)G = (O paratodosos pares 1 <11 < j <
17 elogo G= {g1, ..., 917} é uma base de Grobner para o ideal I.

Implementando o cdlculo da base por meio do algoritmo no software SageMath, obtemos o

seguinte resultado:

SageMath version 9.3 Console

sage: P.<x_1, x_ 2, x_3, x_4, x_5, x_6> = PolynomialRing(CC, 6, order = "deglex")
sage: g_l = - x_27"2+x_5 + x_2+x_3xx_4
sage: g_2 = — x_1xx_2*x_4 + x_27"2xxX_3 - X_27"2xX_6 + xX_2*xx_4"2

sage: g_3 = x_1*x_2*x_5 — x_2*x_3"2 + x_2*xX_3%X_6 — x_2xx_4xx_5
sage: g_4 = x_27"2xx_5 — x_2*x_3xx_4

sage: g_5 = x_2*x_5%"2 - x_3*x_4xx_5

sage: g_6 = x_1xx_4+%x_5 — x_2+x_3*x_5 + xX_2xx_5%x_6 — x_4"2xx_5
sage: g_7 = — x_1xx_5%"2 + x_372xx_5 — x_3*x_5xx_6 + x_4xx_5"2
sage: g_8 = — x_2*x_57"2 + x_3*x_4xx_5

sage: g_9 = x_1xx_2xx_5 — x_1*xx_3xx_4 + 2*x_3xx_4"2 — 2xx_2*x_4*x_5

sage: g_10 = — 2xx_3"2xx_4 + 2%x_2*x_3%x_5 + x_3%x_4xx_6 - x_2xx_5%x_6

sage: g_1l1 = x_172xx_4 — x_1*x_2*x%x_3 + x_1*xxX_2%xX_6 — 3xx_1*xx_4"2 + 2xx_2+*x_3*x_4
et = 2%xX_2%xX_4xx_6 + 2xx_4"3

sage: g_12 = 2xx_1xx_3*x_4 — 2xxX_3*x_4"2 — x_1xx_4%x_6 — 2*xxX_2+*x_3"2 + 3*x_2*x_3
Lee.l *X_6 - X_2%X_672 + x_47"2xx_06

sage: g_13 = - x_172*x_5 + x_1xx_3"2 — x_1xxX_3%*x_6 + 3xx_1xx_4%x_5 — 2xx_3"2%x_4
v+ 2%x 3xx_4xxX_6 — 2%xx_472%x_5

sage: g_1l4 = — 2xx_1xx_3%x_5 + x_1xx_5*x_6 + 2xx_3"3 — 3xx_3"2%x_6 + 2xx_3*x_4*x
ceeer U5 4+ x 3xx_67"2 - x_4%x_5%x_6

sage: g_15 = —x_1+x_2+x_5 + x_1*x_3*x_4 + 2xx_2+x_4*xx_5 — 2%x_3xx_4"2

sage: g_16 = —2*x_2xX_3%x_5 + x_2*x_5%x_6 + 2xx_3"2+x_4 - x_3*x_4*%x_6

sage: I = ideal([g_1, 9 2, 9_3, g9g_4, 9_5, g_6, 9_7, 9.8, 9.9, g_10, g_11, g_12,
c...: g 13, g_14, g_15, g_1l6])

sage: G = I.groebner_basis (’toy:buchberger’)

sage: print (G)

[x_17"2%x_ 4 — x_ 1*x_2+x_3 + x_1*xx_2*X_6 + (—=3.00000000000000)*x_1*xx_472 + 2.00000000
....: 000000*x_2*x_3*x_4 + (-2.00000000000000) *x_2%x_4%*x_6 + 2.00000000000000xx_4"3,
ceeer X_172%x. 5 - x_1*x_ 372 4+ x_1xx_3*x_6 + (=3.00000000000000)*x_1xx_4xx_5 + 2.000
....: 00000000000%x_3"2xx_4 + (-2.00000000000000) *x_3%x_4*x_6 + 2.00000000000000xx_4
v M24x. 5, X 1IxxX_2xxX_4 — X_27"2%x_3 + X_27"2%x_6 — X_2*x_472, x_1xx_2+x_5 - x_1*xx_3

ce.. xx_4 + (-2.00000000000000) *x_2+xx_4xx_5 + 2.00000000000000%x_3+x_4"2, x_1*x_2+*x
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ceeer U5 = x 2xx_ 372 + X_2%X_3%X_6 — xX_2*x_4xx_5, x_1+x_2+x_5 - x_1xx_3xx_4 + (-2.00
....: 000000000000)*x_2+x_4%x_5 + 2.00000000000000%x_3*x_4"2, x_1lxx_3xx_4 + (-0.5000
....: 00000000000) *x_1lxx_4xx_6 — x_2%x_372 + 1.50000000000000%x_2x*x_3*x_6 + (-0.5000
....: 00000000000) *x_2%x_6"2 - x_3xx_472 + 0.500000000000000*x_4"2xx_6, x_l*x_3%x_5
c.o..t + (-0.500000000000000) *x_1*x_5%*x_6 — x_373 + 1.50000000000000%x_3"2xx_6 — x_3%
ce.. x_4xx_ 5 + (-0.500000000000000) *x_3*x_672 + 0.500000000000000xx_4*x_5+x_6, x_1x
v X 4xx. 5 = x_2%x_3#%x_5 4+ x_2%x_5%x_6 — X _472+x_5, x_1xxX_4xx_6 — X_2*xX_3*X_6 + 2
....: .00000000000000%x_2*x_4xx_5 + x_2%x_6"2 + (-2.00000000000000) *x_3*x_4"2 - x_4"
cee.ot 2%xX_6, x_1%x_ 572 - x_372%x_5 + xX_3xx_5*x_6 — xX_4xx_572, xX_27"2+x_5 — X_2xX_3*X_
ceeer 4, x 272xx_5 - x_2*%x_3*x_4, x_2xx_3*x_5 + (-0.500000000000000) #x_2+x_5%*x_6 — X
...t _372%x%x_4 4+ 0.500000000000000%x_3%x_4*x_6, X_2*x_3xx_5 + (-0.500000000000000) xx
et _2%x_5%x_ 6 - x_37"2xx_4 + 0.500000000000000%x_3*x_4%x_6, X_2*X_57"2 — xX_3xx_4*xx_
vt 5, x 2xx_ 572 - x_3*x_4%x_5]

sage: len (G)

17

sage: H =I.groebner_basis()

sage: print (H)

[x_17"2%x_4 — x_1*x_2+*x_3 + x_1xx_2*xX_6 + (=3.00000000000000)+x_1*xx_472 + 2.000000000
co..: 00000%x_2xx_3xx_4 + (-2.00000000000000)*x_2+x_4%x_6 + 2.00000000000000%x_4"3,
v X 172%x. 5 - x 1xx_ 372 4+ x_1xx_3*x_6 + 1.50000000000000*x_2*x_5%x_6 — x_3"2xx_4
c...: + (-0.500000000000000) *x_3*x_4xx_6 — x_47"2+x_5, x_1*x_2*x_4 — x_2"2xx_3 + x_2"
vl 2%X_6 — X_2%xX_472, xX_1xxX_2xxX_5 — x_2%x_37"2 + X_2xxX_3xxX_6 — x_2*x_4*x_5, x_1*x_
ceeer 3%xX_ 4 - X 2%%X_ 372 4+ x_2%xx_3xx_6 + xX_2*x_4%x_5 + (-2.00000000000000)*x_3*x_4"2,
ceeer x_1xx 3%x_ 5 + (-0.500000000000000) *x_1lxx_5*x_6 - x_373 + 1.50000000000000%x_3"
cee.t 2%X_06 — X_3xx_4xx_5 + (-0.500000000000000) *x_3*x_6"2 + 0.500000000000000%x_4+*x
ceeet _5%x_6, x_1¥x_4%xx_5 + 0.500000000000000*x_2+x_5%x_6 — x_3"2xx_4 + 0.5000000000
ve..: 00000%x_3%*x_4+x_6 — x_472*x_5, x_1*x_4*x_6 — X_2*X_3xx_6 + 2.00000000000000*x_
ceeer 2%X_4%x_ 5 + x_2+x_672 + (—=2.00000000000000) #x_3%«x_47"2 - x_47"2xx_6, x_1*xx_57"2 -
v X 3%2%x_ 5 4+ X _3xx_5%xx_6 — x_4*x_572, x_2"2%x_5 - x_2xx_3xx_4, x_2+x_3*x_5 + (-
....: 0.500000000000000) *x_2%x_5%x_6 — x_3"2xx_4 + 0.500000000000000%x_3+x_4%xx_6, x_
ceeer 2%X 572 —x_3xx_4*x_5]

sage: len (H)

Note que o comando utilizado foi I.groebner_basis('toy : buchberger’) para o célculo de
uma base de Grobner pelo Critério de Buchberger.

A seguir também utilizamos o comando len((G) para retornar o nimero de polindmios dessa
base computada, o qual retornou 17.

Portanto obtivemos uma base de Grobner para o ideal, constando dos seguintes 17 polino-
mios:
G = {21y — 1170973 + 11 ToT6 — 3T175 + 2097374 — 2ToT 4T + 275, X3T5 — T T2 + X 1376 —
321145+ 2030y — 2037406+ 2T 305, T1ToTy — TIT3+T2T6 — ToT2, X1 Tols — T1T3T4 — 2ToT4T5+
2x3xi,x1x2x5 — xgxg 4 ToX3xg — Tol4Xs, L1ToTs — T1T3T4 — 2LoX4Xs + 2x3xi,x1x3x4 —
0.521742¢ —x2x§ +1.520x326 — O.5mga7§ — mgmi —1—0.5@2@6, 12325 — 0.5T1 2526 — :v% + 1.5x§a:6 —

T3X4T5— 0.5353:1% +0.524T5%¢, T1X4T5 — T2T3T5 + TolsTe — ximg), T1T426— ToX3Te+ 2X2T4T5+
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2 2 .2 2 .2 2 .2 2
LoZg — 21‘31’4 — Xy, L1y — T35 +T3T5Tg — TyT5, ToT5 — XoX3* Ty, T35 — T2L3TLy, T2L3T5 —
0.5297576 — 1374 +0.52324%6, To37T5 — 05220576 — 314+ 0.50374T6, ToT2 — T3T4T5, ToT: —

T3T4Ts}

Note que sdo exatamente os 17 polindmios calculados anteriormente, com diferencas apenas
nos coeficientes de alguns, visto que em SageMath os polindmios retornados sdo todos monicos.

Podemos observar também que alguns dos polindmios nessa base sdo simétricos uns dos
outros, de fato, note que g1 = —g4, g5 = —gs, go = —g15 € gio = —Gis-

Observe que para a base reduzida, utilizando o comando I.groebner_basis(), obtivemos os
seguintes 12 polindmios:
H = {222y — 2120973 + 170976 — 33123 + 291374 — 2ToT4T + 275, T35 — 1173 + T173T6 +
1.529w506 — 15204 — 0.52374T6 — T35, T109T4 — T323 + 306 — ToT2, X1 ToT5 — ToT5 + ToT3T6 —
ToL4ks, X1L3T4 — xgac% + ToX3Xg + ToTaXy — 2x3xi,x1x3x5 — 0.5z12504 — 133 + 1.51’%% —
T3T4T5 — O.5m3x§ + 0.5z425%¢6, T12425 + 0.5T2T50¢ — x§x4 + 0.5237476 — Tixs, T1T4T6 —
ToX3xg+2T9X4Ts +x2x§ — 2x3xi — xixﬁ, xlxg — x§$5 +T3T506— x4a:§, {E%,Ig, —X9X3L4, LoL3TLs —

0.5297506 — 1374 + 05237426, ToT? — 237475}

Para obter a dimensao da variedade, seguimos os passos vistos na Proposicao[2.58|e Teorema

[2.74] Utilizando a base de Grobner reduzida temos que:

(LT(I)) = (LT(g1), LT (g2), - - -, LT (912))

2 2 2 2 2
= <l’1$4, T1T5,T1T2T4, T1X2T5, T1X3L4, L1X3T5, T1T4L5, T1T4T6, T1T5, ToLs, $2$3$5,9€2I5>

Sejam 0s mondmios my = 3Ty, Mo = T1T5, M3 = T1ToTy, My = T1ToTs, M5 = T1T3T4,
Mg = T1T3Ts, M7 = T1T4T5, Mg = T1T4Tg, Mg = T1T:, Mg = T3Tz, M1 = TaT3Tz €
Mg = ToT?.

Temos os seguintes conjuntos de indices das indeterminadas nesses monomios:

My = {1,4}, My = {1,5}, My = {1,2,4}, M, = {1,2,5}, M5 = {1,3,4}, My = {1,3,5},
M; = {1,4,5}, Mg = {1,4,6}, My = {1,5}, Mig = {2,5}, My, = {2,3,5} e My, = {2,5}.

Portanto, sendo M = {J C {1,2,3,4,5,6} | J N M, # () Vi}, temos que
dim V() =dimV((LT(I))) =n —min{|J| | J € M}.

Verificando, podemos ver que {1} N Mg =0, {2} N M; =0, {3} N My =0, {4} n M, =0,
{5} N M5 =10,{6} N Mg = 0. Mas {1,2} N M; # 0 Vi.

Logo min{|J| | J € M} = 2 e, concluimos que dim V' (/) =6 — 2 = 4.

Prosseguindo com a anélise da variedade das édlgebras de Jordan de dimensdo 2, Jory(k),

também podemos obter no SageMath a decomposic¢ao primaria do ideal /:
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SageMath version 9.3 Console

sage: P.<x_1, x_2, x_3, x_4, x_5, x_6> = PolynomialRing(CC, 6, order = "deglex")
sage: g_1l = - x_272xx_5 + x_2*x_3xx_4

sage: g_2 = — x_1xx_2*x_4 + x_272%xxX_3 — X_27"2%xxX_6 + x_2*xx_4"2

sage: g_3 = x_1*x_2xx_5 — x_2*x_37"2 + x_2*x_3%x_6 — x_2xx_4xx_5

sage: g_4 = x_27"2*x_5 - x_2*x_3*x_4

sage: g_5 = x_2*xx_57"2 - x_3*x_4xx_5

sage: g_6 = x_1*x_4xx_5 — x_2*x_3%*x_5 + x_2xx_5*x_6 — x_47"2xx_5

sage: g_7 = — x_1xx_ 572 + x_372xx_5 — x_3*x_5xx_6 + x_4xx_5"2

sage: g_8 = — x_2%x_57"2 + x_3%x_4xx_5

sage: g_9 = x_1xx_2*x_5 — x_1*xx_3xx_4 + 2%xx_3xx_4"2 — 2xx_2*x_4%x_5

sage: g_1l0 = — 2xx_372%xx_4 + 2xx_2*xX_3*x_5 + x_3*x_4%x_6 — x_2*x_5*x_56

sage: g_1ll1 = x_172xx_4 — x_1*x_2*x_3 + x_1xx_2%*x_6 — 3xx_1xx_4"2 + 2xx_2+*x_3*x_4

ceer — 2%X_2%x_4%x_6 + 2xx_473

sage: g_12 = 2xx_1xx_3*x_4 — 2xxX_3*x_4"2 — x_1*xx_4%x_6 — 2%xX_2%x_3"2 + 3%x_2%x_3

cee.l *XX_6 — X_2%%X_67"2 + x_472%x_6

sage: g_13 = — x_172xx_5 + x_1x»x_37"2 — x_1xx_3%x_6 + 3xx_1xx_4%x_5 — 2xx_3"2*x_4
+ 2%X_3*x_4xx_6 — 2*%xX_47"2%x_5

sage: g_14 = — 2xx_1+x_3%*x_5 + x_1xx_5%x_6 + 2+xx_3"3 — 3*x_3"2%xx_6 + 2%x_3*x_4%*x

ceeer U5 4+ x 3xx_67"2 - x_4%xX_5%x_6

sage: g_15 = —-x_1xx_2*x_5 + x_1xx_3*x_4 + 2xx_2*x_4*x_5 — 2xx_3*x_4"2

sage: g_16 = —2%x_2xxX_3*x_5 + x_2*x_5%x_6 + 2xx_3"2%x_4 - x_3*x_4*%x_6

sage: I = ideal([g_1l, 9_2, 9.3, 9_4, g_5, g_6, 9_7, 9.8, 9_9, g_10, g_11, g_12,

....: g_ 13, g_14, g_15, g_1l6])

sage: I.primary_decomposition ()

[Ideal (x_5, 2*x_3 - x_6, x_2, x_1 - 2%xx_4) of Multivariate Polynomial Ring in

coeer o x 1, x 2, x 3, x 4, x_5, x_6 over Complex Field,

Ideal (x_2+*x_5 - x 3xx_4, x_1+x_5 - x_3"2 + x_3%x_6 — x_4xx_5, x_1l*x_4 - x_2*x_3

ce..t + x 2%xx_6 - x_472) of Multivariate Polynomial Ring in x_1, x_2, x_3, x_4,

....: x5, x_6 over Complex Field]

Assim, a partir da decomposi¢ao primadria, obtemos a decomposi¢do correspondente da va-
riedade em duas componentes irredutiveis:
V(g1,-..,916) = V(x5,223— 16, o, ¥1 —224) UV (225 — 1374, T1T5 — T2+ X376 —T4T5, T1 T4 —
Tox3 + Toxe — T7)

Note que a primeira componente tem dimensdo 2 e a segunda componente tem dimensao 4.

Desse modo, concluimos que a variedade das dlgebras de Jordan de dimensdo 2, Jors(k),

¢ uma variedade afim de dimensdo 4, com duas componentes irredutiveis, conforme [8, pag 88].
Para o estudo da variedade das dlgebras de Jordan de dimensdo 3, Jors(k), seja {e1, €2, e3}

base de A € Jors(k), isto é, de uma dlgebra de Jordan de dimensdo 3 com as constantes de

estrutura a seguir:
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= T1€1 + Toeo + T3€3

€16y = T4€1 + Ts€o + Ttz = €9€4
€13 = T7€1 + Tgea + Tgez = €361
€5 = T10€1 + T11€2 + T12€3

€9e3 = T13€1 + T14€2 + T1563 = €362

€3 = T16€1 + T17€2 + T18€3

Calculamos as identidades:
J(eb 61)7 '](617 62)7 J<627 61)7 J<€17 63)7 J(@g, 61)7 J(€27 62)7 J(€27 63)7 J(637 62)7 '](637 63)7
J(61 + t€2, 61), J(61 + t€2, €2>, J(61 + teg, 63), J(€2 + t€3, 61), J(€2 + t€3, €2>, J(€2 + t€3, 63),

J(ey + teg,e1), J(er + tes, ea) e J(ey + tes, e3), com o pardmetro ¢ € K.

Assim, com célculos andlogos aos de Jory(k), obtivemos que a variedade afim das dlgebras
de Jordan de dimensdo 3, Jors(k), no espago afim A'®(k), é determinada pelos seguintes 81
polindmios:
g1 = T3T10 + 2TaT3T13 — TaZyTs — Tolely + T3L16 — T3Taly — T3L7To

g9 = L1925 + 13,8 — ZL’%I’4 + 1’32711 — X2X3X7 + 21’21’31’14 — 2721% — T2TgT8 + ZL’%I’N —
T3Tx5Tlg — X3XL8Xg

g3 = T1X2%¢ + 12379 + x%xlg — XoX3T4 + 2T9X3X15 — LoX5Tg — LoXgLg — x§x7 + x§x18 —
T3Tglg — 5(73.1'3

g1 = —T1ToT1g — T1T3T13 + Lok — TaTaZ11 + TaXsT1o + TaXeT13 — Lol7li + L3Taly —
T3T4T14 + T3T5X13 + T3TeT16 — T3T7T15

g5 = —T3T10 — Tol3T13 + TaZals + Toliglia — TaXsTia + T3Taly + T3TeT17 — T3TsT1s

g6 = —X2X3T10 + T2TaTe + To2T5T12 — T2TeT11 + T2TeT15 — T2X9xT12 — $§I13 + 31479 +

T3T5T15 — T3TeX14 + T3TeT18 — T3T9T15

g7 = —X1T3T16 — T1T2X13 + ToL4Xy — LoX4X14 — To2T7T15 + T2T8T10 + TaTyL13 — L3T4X17 +
2
T3T7 — X3T7X18 + T3T8X13 + T3T9T16
2
gJs = —T5T13 — T2X3%16 + L2X507 — ToT5T14 + T2TgT11 — T2Xgx15 + ToT9T14 — T3T5T17 +
T3T7Tg + T3TgT14 — T3T8T18 + T3TgX17
_ 2
g9 = —X2T3T13 + ToXeT7 — ToXeX14 + T2T8T12 — T3T16 — T3TeT17 + T3X7T9 + T3TT15
_ 2
J10 = —T2T7y — T3T10T13 T+ T4T5T10 + T5212T13 + TeL7T10 + T6L12T16 — T8L10T12 — T9T12T13
_ 2
11 = —T1ZT5T10 +T2T4T10 — T2T10T11 — T3T10T14 T L4T8T12 T+ T5T10 — T5XL7L12 +T5012014 +

TeXgT1o + TeL12T17 — TeTL11T12 — L9T12L14
J12 = —T1TeT10 — T2X10T12 + T3T4T10 — T3T10T15 + TaToT12 + T5TeT1o + T5T12T15 —
2
TeX7T12 + TeToX1o + TeT12T18 — LTy — T9T12T15

_ 2 2 2
g13 = T1X7) — T4T10 + TaT10T11 — TaT12T13 — T5T9 — T6L10T13 + 2T7T10T12 — T10L 12214 +
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211212213 + x%ﬂlﬁ — T12213%15

g14 = iUﬂ%g — T4T5T10 — T5T12213 — TeL10T14 + 28T 10T12 + ﬁﬁn — X12X14%15

G15 = T3T7)—T4TeT10—T5L10T12+T6L10T11 — LeL10T15 — LeL12T13+2T9T10T12+T11 T 12T 15—
23914 + TTyT18 — T1a7;

g16 = T1T10T13 — T4X7T10 T T4T10T14 — T4T12T16 +T7L10L15 + T7T12013 — xsxfo —X9T10T13 —
T10T12217 + T12213T14 — T12213%18 + T12T15T16

J17 = T2T10T13 — T5T7T10 + T5T10T14 — T5T12T16 — T8TL10T11 + T8T10T15 + TeT12%13 —
TgT10T14 — T11T12T17 + T12T], — T12T14T18 + T12T15T17

918 = T3T10T13 — TT7L10 + T6L10T14 — T6L12T16 — L8L10L12 T+ L9L12L13 — 96%29617 + 219014715

G19 = —Lol13T16 — L3Xi6+ Talsli — T5L13T17 — LL16L17 + L7LoL16 -+ TsT10LT17 + LoT13L17

G20 = —T1T8%16+T2X7L16 —L2L14T16 —L3T16L17 — LaT8L17 +T5L7T17+L508%16 — T5L14L17 —
Tl + TsToT1s + TsT11T17 + ToT14T17

g21 = —T1T9T16 — T2T15T16 + T3T7T16 — T3T16L18 — TaT9X17 — TsT15T17 + TeXL7T17 +
TLsT16 — TeT17T18 + LsT12L17 + TaT16 + ToT15L17

G20 = T1T13%16 — LaL7816 + TaT14%16+ TaT13T17 — TpT13T16 — TeTig — 710817+ L7T15216+
10214017 — 11213017 — T12216217 + L13015T17

023 = ToZ13T16 — LaTsT16+ T5T13T17 — LeL16L17 — TeL10T17 + TeT15T16 — T12T37 + T14T15L17

g24 = T3T13T16 — T4T9T16 — T5T15T16 T LeT13T17 + T6L14T16 — LeT16T18 — T9T10L17 +
ToT15%16 — T11L15217 + T19%14L17 + Ti5T17 — T19217818

G5 = L1375 + 204X16217 — TFL16 — T7T13T17 + LrT16T1s — TsT13T16 — Tokig + T10L7 —
13214217 + T13T17T18 — T15T16L17

926 = xﬂ%g + 225216717 — T708T16 — T8TL14T16 — TL13T17 + TT16T18 — L9TL16L17 + $11$%7 -
T1,217 + T14T17T18 — i3T5,

gor = fﬁsﬁa + 2x6X 16717 — T7T9T16 — TT15T16 — L9X13T17 + $12$%7 — X14X15X17

Gog = —T1ToT10—T1X3L13+T 10405+ T1T6T7+20205010+ 20206213+ 30305013+303T6T 16—
T3Xgx19 — L3L9gX13 — 23745(7% — 22U4.736I‘8 — 2(1752U6.737 — 2$6$7LE9

G29 = —2T2T4T10+L2L10T11+T2T19%13— 2L3L4T13+L3T11 T13+T3L 10216+ 20705 —TaTs 11+
20467 — T4TsT12 + 25T T13 + 2TFT16 — TeL7X11 — 2T6TsT10 — 2L6ToT13 — T7Lol12

g30 = 33%1'5 — X1T9xy + T1X2T11 + T1X3X14 — 31‘1.%% — 3x1Texg + 2T9x4x5 — 2005711 +
209Tex7 — 29X T 14 — T3X4T8 + X3T5L7 — 3T3X5T14 — ST3LeX17 + X3TT11 + T3T9T14 + 2:(;% +
4JI5ZEGI8 —+ 2I6$8x9

931 = 201245 — T1T5T1] — T1T8T12 — 2$2$421 + 3T2T4T11 + T2X7T12 — xﬂ%l — X9%12%14 +
2T 34 T14 — T3L11T14 — T3T12T17 — 20407 — AT4T6Ts + T3T11 + 2050607 — 205T6T14 + T5T5T12 —
222117 + 3628711 + 2T6T0T14 + TgToT 12

g32 = l’%l‘ﬁ -+ T1T9T12 — X1X3X4 + 1315 — 3$1I5l’6 — 31]11’61’9 — 2I2$5I12 — 2$2I61’15 +
21’3[)’241’5 — X3TL 49 — 31’3[)’255[}15 + 3$31’6ZE7 — 3[[‘31’61‘18 + 3812 +[E3l’9$15 + 2I§ZE6 + 2[L’5I’6ZE9 +
2r21s + 2wl

g33 = 2012406 — T1T6T11 — T1T9T12 + 2T9T4T12 — ToL11T 12 — TaT19T15 — 20305 + L3TaT11 +

203T4%15 — T3T11T15 + T3T7T12 — T3T12T18 — 2T4TsTe — 4T4TeTg + TsTeX11 — 2T5T6T15 +
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21‘%[)&'7 - 21‘%[[’18 + 31‘61'81'12 + TgTox11 + 2[L’61’91L’15 + l'gl'lg

g31 = T3T10 — T1T; + T1XaT11 — 3T1T5T10 — ST1TeL13 + T1T7%12 — T3Tal1y + L3T7Lio —
T3T10T14 + T3T11T13 + T3T12T16 — T3T13T15 + 20505 — 2x4T5811 + 204TeT7 — 204TeT14 +
202010 — 20507212 + 42506213 + 205216 — 2062715

35 = 2T1T4T10 — T1T10T11 — T1T12T13 — 205 + 3x5w11 — 22475010 — T4} — dTgT6T13 +
3T4T7T12 — T4T12T14 + T5T10T11 + T5T 12713 + 3T6L11T13 + 2T6L7T10 — 2T6T10T14 + 3T6T12T16 —
2w6T13715 — T7T11212 — T7L12T15

036 = —T1T2T10+T1T4T5+T1T6T14— L1 X8T 12+ 20205010+ 2T2T6L13+ 35013 — L3T12T17 —
T3X8T10 + T3T14T15 — 2ZE4I§ — 2$4$6ZL’8 — 21‘51'61314 —+ 21’51’&%’12 — 21’%%17 + 2$6$8x15

937 = —2T2X4T10 + ToT10T11 + T2T12T13 + 2%21% — X4T5T11 + 20426714 — 3X4X8T12 +
2x526713 — 2WeT8T10 — TeX11014 — 3TeT12217 + 2T6L14T15 + TgT11T12 + TgT12T15

038 = —T1T3T10+ L1406+ T1T5012 — T1TeT11 +T1T6T15 — T1T9T12+ 20305010+ 3036213 —
T3X9gl10 — TL3T11T15 +$3I12£L’14 — X3L12T18 +ZL’3‘T%5 — 2I4I5l‘6 - 21’41361’9 — 21’%%’12 -+ 21’51’61'11 —
41’5[)365(]15 + 2[E5CL’9I12 + 25(]%{[‘14 — 2[[’%1’18 + 2[L’6I91L’15

g3 = —2T324T10 + T3T10T11 + T3T12%13 + 20506 + 204T5T12 — 3TaTeT11 + 2T4T6T15 —
3x4TgT12 — T5T11T12 — TsT1a%15 + 205013 — 2X6ToT10 + L6l — 3TeT11L15 + 3LeT12T14 —
3xex19%18 + 2T6X%5 + ToT11T12 + ToT12T15

gao = $%$13 — T1T4T7 + T1T4T14 — 201 T5T13 — 2T1T6T16 + T107015 — T1T8T10 — L1 T9T13 —
X3X4%16 — T3T10T17 + T3T7T13 + T3T13T14 — T3T13T18 + T3T15016 + 2T4T507 — 2T4T50T14 —
204Tex17 — 2X5T7%15 + 2T5X8T10 + 2T5T9x13 + 2.256:1:% — 2Tex7T18 + 2T6T3X13 + 26T 9T 16

ga1 = 2T1T4T13 — T1T11T13 — L1012 16 — 20507 + 205014 — 2046216 + L4721 + 20427215 +
2x428710 — 24T 13 — T4 T11T14 — T4T 12017 +2T6T7T13 — 2T6T10T17 + 26213014 — 2T6T13T18 +
2T6T15T16 — T7T11015 — T7T12T18 + $$I12 + TgT10211 + TeT12%13 + T9T11213 + T9T12T16

J42 = T1To13 — T1T5T7 + T1X5014 — T1T8T11 + T1T8T15 — L1T9l14 — 2X2X5013 — 2T2T6T16 —
T3T5T16 + T3Tsl1z — TaT11217 + L3TTy — TaT14%1s + T3T15817 + 20307 — 203014 — 20526217 +
2$5$8$11 — 211537851715 + 2!1755691’14 + 2x6m7x8 + 2$6$8$14 — 2x6x8:c18 + 2$6ZE9$17

043 = Tol4T13 — TaT11T13 — Tal12T16 — 2T4T5T7 + 2X4T5014 — 2X428T11 + 2X4X8%15 —
T4TgT14 — 2T5T6X16 + TX7T1] — T5T11T14 — T5T12217 + 2T6T8T13 — 2T6X 11017 + 2%%%4 -
20614218+ 2T6L 15817+ L7T8T 12+ T3 LT — Ty T11T15— TsT12T18+T3L12T14+ Lol 11T14+T9L12L17

g4 = T1T3T13 — T1T6L7 +T1T6T14 — T1T8T12 — 2T3T5013 — 3T3T6L 16+ T3T9 13 — T3T12T17 +
T3X14T15 + 2.T5I6ZL'7 — 21‘51'61314 + 2.1'5(13&%’12 — 21’%1‘17 + 21’@%71’9 + 2[L’6$8[E15

J45 = 2X3T4T13 — T3T11T13 — T3T12T16 — 2T4TeX7 + 2T4TeT14 — 2T4T8T12 — 2$(2;$16 +
TX7x11 + 2T6T9T13 — TeX11014 — 3TeT12T17 + 2T6L14215 + T7LgT12 + XgX11T12 + TT12T15

g146 = —X1T2T13 — T1T3T16 T T1T4T8 + X1 X709 — TaX5013 — LaXeT16 T 3T2x8T10 + 3T2Tol13 +
20323713 + 2T3TgT16 + 204T5T8 + 2T4T8Tg — 2X6T7T8 — 2x7x3

947 = —2X2x7x13 + TaT10%17 + T2X13T18 — 2T3T7 016 + T3T13%17 + T3T16T18 — TaT5T17 +
21‘42771‘8 — L4TT18 — 21’51’81’13 — Tgl7l17 — 21’61’81'16 + 21’%1’9 — T7T9gl18 + 21’%2310 + 22781‘91113

g48 = x%mg — T1X2T7 + T1ToX14 + T1X3T17 — 3T1X5T8 — IT1TXL9 + 3T2aLaTy — ToTsL7 +

ToXrX14 +$2x6$17+2x2$7$9 — 31‘21’81'11 — 3$2$9I14 —2x3$8$14 — 2.1331‘9.1717"‘237%1’8 +2.§C5$8$9 +
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21673 + 21873

J19 = —L1T5T17 + 201 Ty Ty — T1T3L1s + TaLal1y — 20903 + 289714 + Tol7l1g — LoL11L17 —
ToT14218 + 28377017 — T3T 14217 — T3T 17018 + 20408 + 03017 — 4057708 + 20578214 + L5087 18 +
3$6$8$17 — 2117.’178569 — 2I§1}11 — 2x8x9x14 + X8T9T 13

J50 = TITg+ X1 Lol 15 — T1 T3 L7+ T1 L3818 — ST1L6Ts — 3T1LG + ToZaTo + ToTs5T15 — TaTeT7 +
ToXgl18 — 3I21’8ZE12 - 3!1323791‘15 + 2ZE3J)4{E8 + 23?31‘71‘9 - 21’3ZE81)15 - 21)3[[’91‘18 -+ 21’5[1)6l‘8 +
drersTy + 2778

g51 = —T1T6T17+ 231 L7089 — T1 T 1s + 2T L7 15 — ToL12817 — LoX15T18 + TaTaT17 — 20325 +
3$3$7$18—.T31315I17—xgl’%g+2$4ZE8I9+JI5ZE6I17+2$5ZE8I15—41]6$7.I8—|—3$61‘8(L’18+$6$9$17—
2$7[E3 - 21‘%1’12 — 21’&@91’15 + l’gfﬁlg

Js52 = TiX13 — T1T4T7 + T1T4T14 — T1T5L13 — T126T16 + T1L7L15 — 21 TT19 — 201 TgT13 +
TolyT13—TaT7L10+TaT 1014 — L2L11813 — LaT19%16 + LoX138 15+ 20508 + 204 L7089 — 204 T8 11 —
2I4$9(L’14 + 21‘51’8]310 + 21’5139I13 + 2$6$81’13 + 2$6$9l’16 — 2:L’7$8I12 — 2$7$9I15

g3 = 201T7T13 — T1T10%17 — L1L13T18 + T3X17 — 2405 + 204 L7014 + TaT71s + 20408213 —
TyT11T17 — Tal1aT1g — 20507213 + TsT10Z17 + TsT13%18 — 2TeL7L16 + 205T15 — 2T7L8T10 —
T7X12T17 — T7T15T18 + 2T8T 10T 14 — 208X 11013 — 28X 12T16 + 2081315 + LeXL13T17 + TeL16T18

J54 = XT3 — T1T4T8 — T1TeT17 + L1 XL 15+ Tol5T13 — SToTgT10 — 2T2T9T13 — TaT12T17 +
ToT14X15 + 2.T4I5ZL'8 + 2%45[]8I9 + 21‘61‘81’14 + 2!E6(L’9{E17 — 213%1‘12 — 2[E81}9$15

gs55 = 2T2T7T13 — TaX10T17 — T2X13T18 + TaXsT17 — 204T708 + XTyxgT1g + 20508713 —
226x7T17 + TeX1aL17 + TeT17T18 + 207TsT15 — 203T10 — 3TsT12%17 + 2T8T14T15 — TsT15T18

gs6 = T1T3T13 — L1T4T9 — T1T5T15 + L1T6L14 — T1T6T18 T L1T9T15 + T2T6L13 — L2T9T10 —
$2$111’15+$2I12I14—Igl’lgxlg—f—xgl'i—)—2$31’8$10—21’3.T9I13+2$4I6$8+2$4$3+2I5$8I12+
2259 T15 — 26T T11 + 2TeT3L15 — 2TeLoL14 + 2LLoT1y — 2LToT1r — 2L3T 15

957 = 2T3T7T13 — X3T10T17 — T3T13T18 + TuXeX17 — 2T4T7T9 + XyXoX1g — 2050715 +
T5X12T17 + T5T15218 + 2067014 — 267018 + 2WeT8T13 — TeL11T17 — TeL14T18 + TeL15T17 +
LT3+ 279X 15— 208910 —2T8T11 T 15+ 208 T 12014+ 2T T3 s — Lo 19T17 — 2T 8T 12T 18— ToT15T18

gss = T3T16 + T1T4T17 — :cla:? + 127718 — 3T1X8T13 — 3T1T9T16 + T2TaT16 — ToT7X13 +
ToT10T17 — ToT13T14 + ToT13T18 — ToT15T16 + 2T4T7Tg — 2T4TgT1g — 2T4ToT17 + 202w —
23373381'15 — 21’7$9$18 + 2.%%1’10 + 4.1'81'9(1313 + 23333316

J59 = 2012716 — L1T13L17 — T1L16T18 + STaL7L17 + 204 T8 T16 — LaT1aL17 — TaT17T18 — 205 +
3$$$18 — 4x7w8T13 — 2X7T9T16 — T7T15T17 — xﬂ%s — 2w8w13%14 + 3T8T10T17 + 3TT13T18 —
2x8715T16 + T9T13T17 + T9T16T18

g60 = —T1T2T16 — T1T5T17 +T1T7T8 +T1T8T14 — T1T8T18 + L1 X9X 17 — TaX5X 16 + 320813+
2T Ly 16— Lol 11 L 17+ Lol Ty —ToT14T18+XoT15T 17— 2T58 708+ 2T 588014+ 205 T 17— 2870 5T9—
21’%]}11 + 21’%1‘15 — 4I81’9£L’14 + 21’81’91’18 — 2.1‘31’17

961 = —2X2X7X16 + T2X13T17 + Tal16T18 — 3T5T7T17 — 2X5X8%16 + T5X14%17 + T5X17018 +
21‘%278 + 22771’81'14 — 31’71‘8$18 + 21‘7$91‘17 + 2$§l‘13 — 32781'1111}17 + 22781‘%4 — 31’81'141'18 =+
3xsT15T17 + TTly — ToT14T17 — ToL17T18

J62 = T1T3T16 T T1T6L17 — L1T7T9 — L1X8T15 + TaTeT16 + T2T12T17 — T2L14T15 — T2T9T13 —
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22373713 — 203T9T 16 + 2TeT7Ts — 2T6T8T14 — 2TeToT17 + 2775 + 222119 + 27879715

963 = 2T3T7T16 — T3T13%T17 — T3T16%18 + 3LeX7X17 + 2T6X8T16 — TeL14T17 — L1718 —
2039 — 2x7L3%15 + TrToT1s — 2TsToT13 + 3TeT12T17 — 2TsT14T15 + TL15T18

J61 = —3TaT10T13 — T3T10T16 — 2T3%55 + 2TaT5T13 + Talsglry — TsL11L13 + 20513215 +
2x6X7013 — TeX11T16 + 2T6T15T16 + T7LoT10 + TT10T11 — 2T8T10T15 + T9T11213 — 2T9T13%15

Jo5 = —Tal10T16 — 202055 — 3T3T13T16 + Tal5T16 + 204TsT13 — 2T5T13T14 + TsT13T1s +
TX7T16 — 2T6T14T16 + TeL16T18 + 2T7T9T13 + 20810214 — XX 10718 + 2T 13T 14 — T9L13T18

g66 = —2T1T5T13 — T1X8T10 + 2T204T13 + TaX7X19 — TaL10T14 — 2T2T11213 — T3T10T17 —
21’3%13%’14 — X4T8T11 + 2I4.T81]15 + 2.T§l’13 + T5T7T11 — 2.1‘51’7.%'15 + TrT8l10 — TrL11X14 +
20521415 + 2T6TsT13 — TeT11L17 + 2TeX15L17 + TLoT1o + TeTi; — 2T8T11215 + ToT11L14 —
2x9x14T15

67 = —T1T5T16 — 2T1T8T13 + TaTaT16 + 2ToT7L13 — TaX11T16 — 2T2L13%14 — 2T3T13T17 —
T3X14L16 — 21‘41’81314 +$4LL’8]}18 +$§I16 + 2x5x7x14 — X5X7X18 + 21’51’81’13 — 2.7351’%4 +LL’5$14$18 -+
TT3T16 — 2L6L14T17 + TeT17X18 + 2LToL13 + 20811014 — LL11X18 + 2T9LTy — Tol14T18

g68 = —2T1T6T13 — T1T9T10 — TaT10T15 — 2X2X 12013 + 2T3T4713 + T3T7L10 — T3T10T18 —
22313215 + 2T4ToT15 — T4ToT11 + 2T5T6T13 — T5L11T15 + 205075 + Telrli — 20627215 +
TTgT10+ 2T6L9T13 — TeT11 218 + 2T6215L18 + TsT11T12 — 2T8T128 15+ X310+ T9T11L15 — 29T 5

J69 = —T1TeT1p — 2T1T9T13 — Tal12T16 — 2T2T13T15 + T3T4T16 + 20307013 — 203713718 —
XT3X15T16 — 2T4TeT14 + T4T9T18 + T5X6X16 — 2X5014T15 + T5T15018 + 267014 — Tel7l1g +
206313+ TeLoL 16— 2L62 14T 18+ L6L g +2T8T12T14 — TsT12T 18+ 2T58 13+ 2T9 14215 — LT 15218

gr0 = —3T1210213 + 205013 + T4X7T10 — TaT10T14 — 3T4T11T13 + 2T4T13815 + 3T5T10T13 +
TT10T16 + 2T6T35 + T7T10T11 — 3T7T10T15 — 2T7T12013 — T10T11T14 + 2T10T 1415 + T3 T13 +
T11%12%16 — 3T11213%15 — 2T12T15T16 + 21‘13%5

gr1 = —T1T10T16 — 21X + T3T16 + 2T4T7T13 — TaT11T16 — ATaT13T14 + T4T13T18 +
T5T10T16 + 205875 + T10T14T18 — T11213T18 + 3LeT13L16 — 2T10T T4 + 2011 T13%14 + 2012014816 —
T12T16T18 — 2T13T14T15 + T13T15218 + 2T7010T14 — T7T10T18 — T7L12T16 — 2T7T13%15

gr2 = —3T2X10T13 + 2T4T5013 + T4X8T10 — T5T11013 + 2X5213%15 + TeL10T17 + 206213214 +
TgT10T11 — 3TRL10T15 — 2X8T12T13 + T11T12T17 — T11014%15 + 23U14$%5

gr3 = —T2T10%16 — 2$2$%3 + T4T5T16 + 20478713 — 2X5213%14 + T5T13T18 + 2T6X 13717 +
TT14T16+208T10T14— LT 10L18 —TT12T 16— 2T8L13T 15+ 2L 12X 140 17— 22 12015L17— T12T17018 —
223,215 + T14T15T18

gra = —3x3710713 + 20426213 + T4TeT10 + T5X10715 + 2T5T12213 — TeL10T14 T TeL10T18 —
32611213 + 4613215 + ToT10L11 — 3ToT10L15 — 2L9T 12T 13 + LT T15 — T11L12L14 + T11T12%18 —
3x112%5 + 2212014815 — 2T12T15T18 + 2075

grs = —T3T10C16 — 2133%%3 + T4TeT16 + 20479713 + T5T12T16 + 2T5T13T15 — TeT11T16 —
46713014 +3T6T13T18+T6T15T16+2T9T10T14 — T9T10T18 — T9L12T16 — 2T9T13L 15+ 2T11T14T 15—
T11T15%18 — 201207y + 3T12T14T18 — T12TTg — 214075 + T5T1g

gr6 = —T1T10T16 — 201875 + 2T4T7213 — Tal10T17 — T4T11T16 — 2T4T13814 + 204215816 +

2 2
T7T10 — TrT10T18 + TrT11013 — 407013215 + 3T8T10T13 + T9X10T16 + 2T9T T3 — T10T11T17 +
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2210215217 + T112T13814 — T11T132T18 + T11L15T16 — 2T13T14L15 + 2T132T15L18 — 20T75T16

grr = —3T1X13216 + TaT7T16 — 2T4T13%17 — BL4T14T16 + TaT16T18 + 205813 + 2T7L13T14 —
3713218 — T7T15L16 + TsT10T16 + 20T 15 + BL9T13T16 — 2L10T14%17 + T10T17T18 + 2T13T7, —
313214218 + T13%5g + 2T14T15T16 — T15T16218

grs = —XaT19T16 — 2T9T35 + 2L5T7213 — TsT10T17 — T5T11T16 — 205213214 + 2T5T15T16 +
L7810 + LsT10L14 — TsT10T18 + STsT11T13 — 4TsT13T15 + ToT10Z17 + 2T9T13%14 — TT1L17 +
T1TY, — T1TaTis + 3T11T15T17 — 205,315 4 2014T15T18 — 2035707

gr9 = —3X2X13%16 + T5T7T16 — 2T5T13%17 — ST5T14T16 + T5L16T18 + 2708213 + TeL11T16 +
4x8T13714 — 3T8T13T18 — TeT15T16 + 2T9T13T17 + TeT14T16 — 2T11T14T17 + T11T17T18 + 205, —

2 2
3T74%18 + 2T14T15T17 + T14T7g — T15T17T18

gso = —T3T10T16 — 2T383 + 206 L7213 — TeT10T17 — TeL11T16 — 2T6L13214 + 2T6T15T16 +
T7X9X10+TgT10T15+2T8T 12013+ L9 11013 — 2T9T13%15 — 11 L1220 17 +T11014015 + 2 12015T17 —
21’141’%5

gs1 = —3I3X13T16 + LeXL7T16 — 2L6L13T17 — 3TeL14T16 T T6L 16218 + 2L7L9L13 + TT12X16 +

2
2T8%13T15 + 2T9T13T14 — T9T13T18 — 2T12T14T17 + T12T17T18 + 2$14$15 — T14215718

Infelizmente por limitacdo da capacidade computacional em nosso estudo, ou seja, tempo
de execucdo do algoritmo em SageMath demasiado elevado juntamente com a insuficiéncia
de memoria disponivel, ndo foi possivel obtermos o retorno da computacdo de uma base de
Grobner para o ideal [ = (g1, ..., gs1)-

Contudo sabemos que, se computada uma base de Grobner, poderia-se obter de modo ana-
logo a variedade Jory(k) a classificagdo de Jors(x) conforme [8, pag 90], isto é, obteria-se

uma variedade afim de dimensdo 9 com 5 componentes irredutiveis.
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