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Resumo

Um dos problemas principais da teoria de representações de quivers é classificar todas suas
representações indecomponíveis. Existe uma abordagem para este problema via geometria
algébrica, que terminou sendo útil para algumas álgebras de caminhos de tipo selvagem, o
caso conhecido por sua dificuldade. Motivados nisso, estudamos o objeto principal dessa
abordagem, chamado de variedade de representações de quivers, com o intuito de compre-
ender a abragência deste conceito, exploramos um exemplo de cada tipo de álgebra, a saber
de tipo finito, manso e selvagem. Em outras palavras, estudamos a classificação genérica de
suas representações indecomponíveis via a classificação de órbitas. Com o objetivo de estu-
dar o espaço tangente destas variedades e suas órbitas, estudamos algumas conexões através
de ferramentas homológicas e suas principais propriedades.

Palavras-chave: Álgebra de caminhos, representações de quivers, variedades de represen-
tações de quivers, espaço tangente de Zariski.
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Abstract

One of the main problems of quiver representation theory is to classify all the indecomposa-
ble representations for a given quiver Q. There is an approach to this problem via algebraic
geometry that turned out to be useful for some wild-type path algebras, known for its dif-
ficulty. Motivated by this, we study the main object of this approach, called the variety of
representations of quivers. In order to understand the scope of this concept, we explore an
example of each type of algebra, namely finite, tame and wild types. In other words, we study
its generic classification of its indecomposable representations via orbit classification. In or-
der to study the tangent space of these varieties and their orbits, we study some homological
tools and its main properties.

Keywords: Path algebra, quiver representations, quiver representations varieties, Zariski
tangent space.
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Introdução

Em 1972, P. Gabriel introduziu as primeiras noções de representações de um quiver
(ver [Gab72, DG79]), permitindo que a teoria de representações de álgebras associativas de
dimensão finita possa ser reformulada usando a linguagem dos quivers, sendo que um quiver
é um grafo orientado e uma representação dele, isto é, associar a cada vértice, um espaço ve-
torial e a cada flecha uma transformação linear. Seus estudos foram baseados num trabalho
de T. Yoshii [Yos56]. Para o trabalho de P. Gabriel o trabalho de K.J. Bäckström [Bäc72]
e Bernstein-Ge’lfand-Ponomarev [BGP73] foram de muito valor. Uma visão historica deste
desenvolvimento pode ser encontrada em [Rin16]. A introdução dos quivers marcou uma
nova etapa na teoria de representações de álgebras associativas de dimensão finita. Foram
descobertas uma série de novas e importantes conexões com outras áreas da matemática por
exemplo, Álgebras de Hall, grupos quânticos, álgebras de Lie, cluster álgebras e entre muitas
outras áreas. Para mais detalhes recomendamos [Kir16].

Um dos problemas fundamentais da teoria de representações de álgebras associativas é a
classificação das representações de dimensão finita, a menos de isomorfismo. Este pro-
blema de classificação se divide em problemas de tipo finito, manso e, na maioria das vezes,
de tipo selvagem (ver [DG79, pp. 242-259]). Selvagem signica ”intuitivamente”, que o
problema de classificação de suas representações é tão difícil, que às vezes é chamado um
problema impossível de resolver. O principal obstáculo neste caso é a dependência das clas-
ses de isomorfismo de representações em muitos parâmetros contínuos arbitrários, para os
quais as ferramentas clássicas da teoria da representações de álgebras não são suficientes.
Uma completa classificação para as representações de quivers só é conhecida para o caso
de quivers de tipo Dynkin e foi dada por P. Gabriel em 1972. Em outras palavras, P. Ga-
briel classificou os quivers que são do tipo de representação finita [Gab72] e mostrou via
vetores dimensão a existência da bijeção entre o conjunto de classes de isomorfismos de re-
presentações indecomponíveis dos diagramas de Dynkin e o conjunto de raízes positivas da
correspondente álgebra de Lie. Por outro lado, Dlab e Ringel em [DR75] usaram as ferra-
mentas introduzidas por P. Gabriel em [Gab73] para estender tais resultados para álgebras
hereditárias de dimensão finita sobre corpos arbitrários. No mesmo sentido do problema
inicial, a classificação das representações indecomponíveis de quivers afins foi estudada
por Gel’fand-Ponomarev [GP70], Donovan-Freislich [DF73], Nazarova [Naz73], e [NR73],
Dlab-Ringel [DR76], Auslander-Platzeck [AP78] e Kac [Kac80].

Com o objetivo de dar uma solução a este problema de clasificação, usando outras ferra-
mentas da perspectiva geométrica. A. King introduziu em 1994 o conceito de espaços de
moduli para representações de quivers [Kin94]. Assim diferentes soluções são identificadas,
se forem isomorfas. Mais precisamente, os espaços moduli podem ser pensados como dando
um espaço universal de parâmetros para o problema. No mesmo ano, W. Crawley-Boevey
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escreve oito notas para um curso dado na Oxford University [Cra93], onde o principal ob-
jetivo foi a classificação das representações para diagramas Euclidianos ou de tipo Dynkin
estendidos, da perspectiva geométrica, que envolve açoes de grupos algébricos, o estudo do
sistema de raízes e algumas técnicas da álgebra homologica.

Nesta mesma direção, G. Lusztig em [Lus98] forneceu uma realização geométrica da parte
positiva da álgebra envolvente universal, de uma álgebra de Kac-Moody g simplesmente
atada usando funções construtíveis. Em outras palavras, uma realização geométrica da parte
positiva de um grupo quântico, usando perverse sheaf, permitiu a construção de uma base
canônica, que desempenha um papel importante na teoria da representações. As variedades
de quivers introduzidas por H. Nakajima ( [Nak99]), produzem uma realização geométrica
das representações de peso maior de álgebras de Kac-Moody simplesmente entrelaçadas.
Motivando ainda mais a teoria, M. Reineke em ( [Rei08]) também faz uma abordagem geo-
métrica ao problema de classificação de tipo selvagem, em particular para o quiver de Kro-
necker de três flechas. Fora disso, é dada uma noção de estabilidade nas representações de
quivers. Em 2012, V. Ginzburg ( [Gin12]), faz uma uma generalização interessante da teo-
ria, mostrando que as variedades de Nakajima também fornecem uma importante classe de
exemplos de variedades algébricas simplécticas com propriedades extremadamente ricas em
estrutura e interessantes por si só.

Em 2016, A. Kirillov apresenta em [Kir16] uma introdução à teoria das representações de
quiver e variedades de quiver, baseada em um curso, ministrado por ele mesmo na Univer-
sidade de Stony Brook, o qual começa com definições básicas e termina com a obra de Na-
kajima sobre variedades quiver e a realização geométrica de álgebras de Lie de Kac-Moody.
Esta será uma de nossas guías bibliográficas mais importantes. Este trabalho vai considerar
a variedade de representações para uma álgebra associativa kQ, induzida por um quiver Q.
Estas variedades se formam para estudar álgebras e seus módulos, com especial ênfase na
teoria de representações de quivers, ou seja, módulos para álgebras de caminhos. O objetivo
é mostrar uma série de diferentes tópicos, que através da historia, fizeram a teoria consis-
tente que é uma das mais importantes na matemática. Mais ainda, para destacar as vantagens
desta abordagem geométrica, apresentaremos três exemplos de cada tipo de álgebra, isto é,
álgebras de tipo finito, tipo manso e tipo selvagem (ver Seção 3.2). A seguir apresentaremos
a estrutura desta dissertação.

No Capítulo 1 vamos apresentar a teoria de módulos e álgebras suficientemente para o de-
senvolvimento do trabalho. Primeiro vamos entender o qué é uma álgebra de caminhos,
depois estudaremos os módulos e alguns de seus resultados, até chegar as representações de
quivers, para entender a equivalência de categorias kQ −mod e rep Q. Na sequência vamos
apresentar alguns resultados de álgebra homológica na categoria kQ −mod.

No Capítulo 2 baseado principalmente em [Eis95], vamos entender as variedades algébricas
afins, sua topología e a forma local de estudar alguns fenômenos, perto de um ponto p de
uma variedade algébrica afim X , para introduzir o espaço tangente de Zariski e sua relação
com os módulo de diferenciais de Kähler. No final deste capítulo vamos dar uma introdução
sobre os grupos algébricos e algumas das propriedades das órbitas obtídas por uma ação de
um grupo.

No Capítulo 3 vamos aproveitar o estudado nos capítulos anteriores para intruzir o conceito
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central deste trabalho, a variedade de representações de quivers. Aproveitando isto, apresen-
taremos alguns resultados importantes e o seu potêncial no problema de classificação.

Finalizaremos com um Apêndice sobre alguns conceitos classicos e muito gerais da teoria
de categorias, linguagem muito frequente no decorrer deste trabalho todo, porém não estri-
tamente necessário para leitores não familiar na teoria de Categorias.



Capítulo 1

Álgebras e Módulos

Neste capítulo apresentaremos notação, terminologia e alguns fatos básicos da teoria de mó-
dulos e de k-álgebras de dimensão finita, como também exemplos apropriados para este
trabalho. Em particular estudaremos elementos gerais da teoria de representações de qui-
vers finitos e sua equivalência categórica com os módulos de uma certa álgebra de caminhos
de dimensão finita sobre k. Esta equivalência vai permitir definir apropriadamente carac-
terísticas homológicas dos módulos sobre a álgebra de caminhos. Além, isso vai ser uma
ferramenta essencial para a descrição geométrica de nosso interesse.

1.1 Álgebras
Esta seção pretende apresentar alguns conceitos e propriedades sobre álgebras, os quais usa-
remos durante o desenvolvimento deste trabalho. Vale a pena destacar que apresentaremos
alguns exemplos que usaremos para para definir a álgebra central deste trabalho, chamada
de álgebra de caminhos (ver Definição 1.26).

Definição 1.1. Um anel é uma tripla (R,+, ⋅) que consiste de um conjunto R e duas ope-
rações binarias, chamadas de soma + ∶ R × R Ð→ R, (r, s) z→ r + s e multiplicação
⋅ ∶ R ×R Ð→ R, (r, s)z→ r ⋅ s tal que (R,+) é um grupo abeliano, que cumpre as seguintes
condições:

(i) (r ⋅ s) ⋅ t = r ⋅ (s ⋅ t),

(ii) r(s + t) = rs + rt e (s + t) ⋅ r = s ⋅ r + t ⋅ r,

para todo r, s, t ∈ R. Ou seja a multiplicação é associativa e se cumprem as leis da distri-
buição sobre a soma. Um anel é comutativo se r ⋅ s = s ⋅ r, para quaisquer r, s ∈ R.

Neste trabalho vamos considerar anéis tais que existe um elemento 1 ∈ R onde 1 ≠ 0 e
1r = r1 = r, para todo r ∈ R. Tal elemento é único em relação a esta propriedade e é
chamado de identidade do anel R.

Exemplo 1.2.

(1) Z,Q,R e C são anéis comutativos com unidade.

10
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(2) Seja X um conjunto não vazío. O conjunto denotado como

C(X) ∶= {f ∶X Ð→ R ∣ f é função} ,

munido da adição e a multiplicação de funções, definidas de maneira natural, é um
anel.

(3) O conjunto C[x1, . . . , xn] dos polinômios nas variáveis x1, . . . , xn, com coeficientes
em C, é um anel com a soma e o produto usual de polinômios. Análogamente o con-
junto das series formais CJx1, . . . , xnK, é um anel.

Definição 1.3. Sejam R e R′ anéis. Uma função f ∶ R Ð→ R′ é chamado de homomorfismo
de anéis se f(r+s) = f(r)+f(s) e f(r ⋅R s) = f(r) ⋅R′ f(s), para todo r, s ∈ R. Além disso,
se R e R′ são anéis com elementos identidade, assumimos que o homomorfismo de anéis f
preserva as identidades, ou seja, que f(1R) = 1R′ .

Exemplo 1.4.

(1) A função f ∶ ZÐ→ Z/nZ, definida por f(a) = a mod n, é um homomorfismo de anéis.

(2) A conjugação complexa é um homomorfismo de anéis. Definimos φ ∶ C Ð→ C, tal que
∀z ∈ C, f(z) = z. Para z1, z2 ∈ C, tem-se que f(z1⋯z2) = f(z1) ⋅ f(z2), já que para
z1 ∶= a + bi e z2 ∶= c + di cumple-se que f(z1 + z2) = f(z1) + f(z2) e

f(z1 ⋅ z2) =
√
(ac − db)2 + (ad + bc)2 =

√
a2c2 − 2abcd + b2d2 + a2d2 + 2abcd + b2c2,

mas f(z1) =
√
a2 + b2 e f(z2) =

√
c2 + d2, então

f(z1) ⋅ f(z2) =
√
(a2 + b2) ⋅ (c2 + d2) =

√
a2c2 + a2d2 + b2c2 + b2d2.

(3) Sejam R[x] o anel de polinômios na variavel x com coeficientes em R e C o conjunto
dos números complexos. A função f ∶ R[x] Ð→ C definida como f(p) z→ p(i) é um
homomorfismo de anéis.

Definição 1.5. Seja R um anel comutativo. Um elemento r ∈ R é chamado de:

(i) Unidade, se possui inverso multiplicativo em R, ou seja, se existe um elemento em
s ∈ R, tal que rs = 1. Denotamos ao grupo de unidades de R como

R× = {u ∈ R ∣ u é unidade em R} .

(ii) Divisor de zero, se existe s ≠ 0, tal que rs = 0. R é dito um domínio de integridade,
se R ≠ 0 e 0 é o único divisor de zero em R, ou seja, dados r, r′ ∈ R, temos rr′ = 0
implica r = 0 ou r′ = 0.

Exemplo 1.6.

(1) O anel Z cujo conjunto de unidades é {±1}, é um domínio de integridade.

(2) O anel Z/5Z cujo conjunto de unidades é Z/5Z sem {0}, é um domínio de integridade.
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(3) O anel C, cujo conjunto de unidades é C/ {0}, é um domínio de integridade. Igual
acontece com C[x].

Definição 1.7. Seja R um anel comutativo. R é um corpo se todo elemento não nulo é
unidade, ou seja, R× = R/ {0}. Em diante denotaremos os corpos por k e dizemos que é
algébricamente fechado, se qualquer polinômio não constante em k[x], tem raízes em k.

Exemplo 1.8.

(1) O anel do Exemplo 1.6 (2) é um corpo.

(2) O conjunto dos números reais R é um corpo que não é algébricamente fechado, mas o
conjuntos dos números complexos é um corpo algébricamente fechado.

(3) Seja R um domínio de integridade. O corpo de frações denotado por Frac(R) de
R é o anel obtido invertendo-se todos os elementos não nulos de R. Por exemplo,
Frac(Z) = Q. Mais precisamente, Frac(R) é o conjunto dos pares ordenados (r, s) ∈
R×(R/ {0})módulo a relação de equivalência que identifica (r, s) com (r′, s′) sempre
que rs′ = sr′. Denotaremos a classe de equivalência do par (r, s) na forma de fração
a/b de modo que

Frac(R) = {
r

s
∣ r, s ∈ R, b ≠ 0} ,

e
r

s
=
r′

s′
⇐⇒ rs′ = sr′.

As operações em Frac(R) são definidas por

r

s
+
r′

s′
=
rs′ + sr′

ss′
e

r

s
⋅
r′

s′
=
rr′

ss′
,

e não depende da escolha dos representantes de classe envolvidos. Os elementos neu-
tros da adição e da multiplicação são 0/1 e 1/1, respectivamente. Afirmamos que
Frac(R) é um corpo. De fato, se r

s é não nulo, temos r ≠ 0 logo (r/s)−1 = s/r. Mais
ainda R pode ser visto como um subanel de Frac(R), pois temos um homomorfismo
injetor natural

R Ð→ Frac(R)

r z→
r

1
.

No seguinte capítulo vamos generalizar este conceito (ver Definição 2.45).

Definição 1.9. Seja R um anel comutativo. Uma R−álgebra é um anel A com elemento
identidade, munido de um homomorfismo de anéis f ∶ R Ð→ A, tal que 1R z→ 1A.

Observação 1.10. A Definição 1.9 é equivalente a dizer que uma k−álgebra é um anel R
com elemento identidade 1, tal que R é um k−espaço vetorial compatível com a multiplica-
ção do anel, ou seja:

λ(rs) = (rλ)s = r(λs) = (rs)λ

para todo λ ∈ k e r, s ∈ R. A dimensão de uma k−álgebra R é a dimensão de R como
k−espaço vetorial e é denotado por dimkR.
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Exemplo 1.11.

(1) O anel k[x] de todos os polinômios na indeterminada x com coeficientes em k é
uma k−álgebra de dimensão infinita. A unidade é o polinômio constante 1 e para
f(x), g(x) ∈ k[x] e λ ∈ k temos que

λ(f(x) ⋅ g(x)) = (λ ⋅ f(x)) ⋅ g(x) = f(x) ⋅ (λg(x)) = (f(x) ⋅ g(x))λ.

Analogamente, o anel k[x1, . . . , xn] nas indeterminadas x1, . . . , xn com coeficientes
em k é uma k−álgebra de dimensão infinita.

(2) O conjunto das matrizes quadradas de tamanho n × n com entradas em k, denotado
como Mn(k) é uma k−álgebra de dimensão finita, com a multiplicação usual de ma-
trizes e a identidade é a matriz identidade, denotada como I . Se n > 1, esta k−álgebra
não é comutativa. Equivalentemente se V é um k−espaço vetorial de dimensão n, a
álgebra de endomorfismos denotada como

Endk(V ) = {f ∶ V Ð→ V ∣ f é k − linear} .

Esta é uma k−álgebra com a multiplicação dada pela composição de funções. Note
que fixando uma base para V , os elementos de Endk(V ) podem escreverse em termos
de matrizes com respeito as bases e assim podemos identificar Endk(V ) com Mn(k).

(3) SejamR1 eR2 duas k−álgebras. A soma direta deR1 eR2 é a k−álgebraR = R1×R2

com soma e multiplicação dadas pelas fórmulas:

(r1, r2) + (s1, s2) = (r1 + s1, r2 + s2)

(r1, r2)(s1, s2) = (r1s1, r2s2)

onde r1, s1 ∈ R1 e r2, s2 ∈ R2. A identidade de R é o elemento (1R1 ,1R2) ∈ R1 ×R2.

Definição 1.12. Um k−subespaço vetorial R′ de uma k−álgebra R é uma k−subálgebra de
R, se a identidade de R pertenece a R′ e se r′1r

′
2 ∈ R

′ para todo r′1, r
′
2 ∈ R

′. Um subconjunto
I não vazío de um anel R é um ideal à esquerda de R (ou ideal a direita de R), se rx ∈ I (à
direita xr) e y + x ∈ I para todo x, y ∈ I e r ∈ R. Um ideal bilateral de R (ou simplesmente
um ideal de R) é um ideal à esquerda e um ideal a direita de R.

Exemplo 1.13.

(1) Quando k um corpo algébricamente fechado, a situação é mais simples. Os ideais
não triviais do anel de polinômios k[x] são os ideais gerados por x − a, para al-
gúm a ∈ k. Mais geralmente, os ideais maximais de k[x1, . . . , xn], são da forma
⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.

(2) Seja Z[x] o anel de polinômios na variável x sobre Z e p um número primo, então ⟨0⟩,
⟨p⟩, ⟨x⟩ e ⟨p, x⟩ = {ap + bx ∣ a, b ∈ R} são todos ideais de Z[x].

(3) Seja R um anel e I um ideal bilateral. O ideal gerado pelos elementos x1x2⋯xm, com
x1, x2, . . . , xm ∈ I e denotado como Im, é um ideal bilateral de R. Por convenção,
I0 = R e um ideal I é dito nilpotente se existir um número natural m, tal que Im = 0.
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Definição 1.14. Seja R um anel. Um ideal p em R é chamado de ideal primo, se p ≠ ⟨1⟩ e
se p1 ⋅ p2 ∈ p tal que p1 ∈ p ou p2 ∈ p. Um ideal m em R é chamado de ideal maximal, se
m ≠ ⟨1⟩ e se não existir um ideal a tal que m ⊂ a ⊂ ⟨1⟩.

Exemplo 1.15.

(1) Seja k um corpo. O único ideal maximal de k é {0}.

(2) No Exemplo 1.2 item (1), ⟨x − a⟩ é um ideal maximal em k[x] e ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩
é um ideal maximal em k[x1, . . . , xn].

(3) No Exemplo 1.2 item (2), ⟨0⟩, ⟨p⟩, ⟨x⟩ e ⟨p, x⟩ são ideais primos de Z[x]. Em particu-
lar ⟨p, x⟩ é também maximal.

Observação 1.16. Note que se I é um ideal bilateral de uma k−álgebra R, o k−espaço
vetorial quociente R/I tem uma única estrutura de k−álgebra tal que o transformação li-
near sobrejetiva canônica π ∶ R Ð→ R/I , r z→ r = r + I torna-se um homomorfismo de
k−álgebras, conceito que será definido a seguir.

Definição 1.17. Sejam R e R′ k−álgebras. Um homomorfismo de anéis f ∶ R Ð→ R′

é chamado de homomorfismo de k−álgebras se f é uma transformação k−linear. Duas
k−álgebras R e R′ são chamadas de isomorfas se existe um isomorfismo de k−álgebras, ou
seja, um homomorfismo de k−álgebras bijetor. Em este caso denotamos R ≅ R′.

Exemplo 1.18.

(1) Sejam R uma k−álgebra. Considere a função idR ∶ R Ð→ R dada por idR(r) = r
para todo r ∈ R. Esta função, que é chamada de identidade, é um homomorfismo de
k−álgebras.

(2) Sejam R,S,T k−álgebras e dois homomorfismos de k−álgebras φ ∶ R Ð→ S e ψ ∶
S Ð→ T . A função (ψ ○ φ) ∶ R Ð→ T é um homomorfismo de k−álgebras.

(3) Consideramos um homomorfismo de anéis injetivo k Ð→ k[x1, . . . , xn] que mer-
gulha k no anel de polinômios como polinômios constantes. Qualquer quociente
k[x1, . . . , xn]/I é uma k−álgebra e a função sobrejetiva quociente k[x1, . . . , xn] →
k[x1, . . . , xn]/I é um homomorfismo de k−álgebras.

A seguinte observação vai ser apresentada de forma geral, mas será de muita importancia
para a construção da álgebra de caminhos (ver Definição 1.26).

Observação 1.19. Seja B = {b1, b2, . . . , bn} uma base de uma k−álgebra A de dimensão n.
Então, todo elemento a ∈ A é uma combinação linear dos bi, para i = 1, . . . , n. Assim, se
a, a′ ∈ A são dois elementos arbitrarios, conseguimos expresar eles como

a =
n

∑
i=1
λibi, e a′ =

n

∑
i=1
λ′ibi para λi, λ

′
i ∈ k, i = 1, . . . , n

e seu produto satisfaz

a ⋅ a′ = (
n

∑
i=1
λibi) ⋅ (

n

∑
i=1
λ′ibi) =

n

∑
i,j=1

λiλ
′
jbibj

isso significa que, se especificamos como multiplicar quaisquer dois elementos da base,
então a multiplicação na k−álgebra está completamente determinada.
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1.1.1 Álgebras de caminhos
Nesta subseção vamos definir as estruturas gráficas que estamos interessados. Depois vamos
introduzir a terminologia relacionada, a qual vai ser apropriada para este trabalho. Mostra-
remos como podemos associar uma álgebra a cada uma das estruturas gráficas, e estudar
algumas de suas propriedades.

Definição 1.20. Um quiver Q é um grafo dirigido que consiste de dois conjuntos e duas
funções:

• um conjunto de vértices, denotado por Q0,

• um conjunto de flechas, denotado por Q1,

• s ∶ Q1 → Q0 que associa a cada flecha α ∈ Q1 seu vértice inicial s(α) ∈ Q0,

• t ∶ Q1 → Q0 que associa a cada flecha α ∈ Q1 seu vértice final t(α) ∈ Q0.

Um elemento α ∈ Q1 é representado desenhando uma flecha de seu vértice inicial até seu
vértice final como segue:

s(α)
α // t(α) ou α ∶ i // j

onde α é uma flecha saindo de i e chegando em j. Note queQ é uma quádrupla (Q0,Q1, s, t).
Se os conjuntos Q0 e Q1 são finitos, então dizemos que Q é finito. Sem perda de generali-
dade, a partir de agora, neste trabalho, consideraremos Q0 = {1, . . . , ∣ Q0 ∣}, onde ∣ Q0 ∣ é o
cardinal do conjunto de vértices do quiver Q.

Exemplo 1.21.

(1) Consideremos o quiver

1 2 3 4.α β γ

Note que Q0 = {1,2,3,4}, Q1 = {α,β, γ} e s, t estão definidas como:

s(α) = 1, s(β) = 2, s(γ) = 3,

t(α) = 2, t(β) = 3, t(γ) = 4.

Em geral, podemos definir o quiver com n vértices assim:

1 2 ⋯ n
α1 α2 αn−1

com Q0 = {1,2, . . . , n} e Q1 = {α1, α2, . . . , αn−1}, onde t(αi) = i + 1 e s(αi) = i para
todo i = 1, . . . , n − 1. Este quiver será denotado por An.

(2) Consideremos o quiver

1

α

com Q0 = {1} e Q1 = {α}. Este quiver será chamado de quiver de Jordan ou loop ou
ciclo orientado.



16

(3) Consideremos o quiver chamado de Kronecker de três flechas

K3 = 1 2α

β

δ

(1.1)

Note que Q0 = {1,2} e Q1 = {α,β, δ}, além disso s(α) = s(β) = s(δ) = 1 e t(α) =
t(β) = t(δ) = 2.

Definição 1.22. Sejam Q = (Q0,Q1, s, t) um quiver e i, j ∈ Q0. Um caminho c de i para j
de comprimento l > 0 em Q, é uma sequência c = (i ∣ α1, . . . , αl ∣ j), que será denotada por

c ∶= αl⋯α2α1,

com αh ∈ Q1 tal que

s(α1) = i,

s(αh+1) = t(αh), para h = 1, . . . , l − 1,

t(αl) = j.

O caminho trivial denotado como ei no vértice i, é o caminho de comprimento l = 0 que
nunca sai do vértice i.

Observação 1.23. Note que um caminho de i para j é uma forma de ir do vértice i para o
vértice j no quiver Q, onde só podemos caminhar ao longo de uma flecha na direção em que
ela está apontando.

Exemplo 1.24.

(1) Seja o quiver

1 2 3

α

β γ

temos que α, β e βαα são caminhos, mas γβα não é um caminho.

(2) Uma flecha i jα é um caminho α de comprimento um. Se i = j então

1

α

é um ciclo de comprimento um ou um loop, como no Exemplo 1.21 item (2). Um
caminho não trivial tal que s(c) = t(c) é chamado ciclo não trivial. Um quiver Q é
chamado acíclico, se não tem ciclos não triviais.

(3) Um caminho da forma

i ● ● ● ● ●
α1 α2 α3 αl−1

αl

do vértice i para o vértice i, dado por αlαl−1 . . . α3α2α1, é chamado de ciclo orientado.
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Definição 1.25. Seja Q um quiver. Dados dois caminhos c = αr⋯α2α1 e c′ = βt⋯β2β1, com
t(c′) = s(c). Definimos o caminho c ⋅ c′ como sendo a concatenação de dois caminhos

c ⋅ c′ = αr⋯α2α1βt⋯β2β1

Com a Definição 1.25 conseguimos definir a multiplicação de caminhos. Note que esta
multiplicação de caminhos vai ser inspirado pela composição usual de funções. Com esta
definição e a Observação 1.19 vamos construir a k−álgebra de nosso interesse.

Definição 1.26. Seja Q um quiver. A álgebra de caminhos de Q, denotada como kQ, é a
k−álgebra com base o conjunto de todos os caminhos no quiver Q e com a multiplicação
definida nos elementos da base c, c′ da seguinte forma

cc′ =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

c ⋅ c′, se t(c′) = s(c),
0, em outro caso,

.

Extendemos esta multiplicação por bilinearidade e para caminhos de comprimento zero ei
via

cei =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

c, se s(c) = i,
0, em outro caso,

ejc =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

c, se t(c) = j,
0, em outro caso,

e para dois elementos arbitrarios ∑c λcc, ∑c′ λ′c′c′ em kQ temos (∑c λcc) ⋅ (∑c′ λ′c′c′) =
∑c,c′ λcλ

′
c′cc

′, onde cada sumatório é finito e percorre o conjunto dos caminhos de Q.

Observação 1.27. Existe uma decomposição em somas diretas

kQ = kQ0 ⊕ kQ1 ⊕⋯⊕ kQl ⊕⋯

de k−espaços vetoriais kQ, sendo que cada kQl, com l ≥ 0, é um subespaço de kQ gerado
pelo conjunto Ql de todos os caminhos de comprimento l. Além disso, (kQn) ⋅ (kQm) ⊆
(kQn+m) para todo n,m ≥ 0, já que a multiplicação em kQ de caminhos de comprimento n
por um caminho de comprimento m, ou é zero ou um caminho de comprimento n +m.

Exemplo 1.28.

(1) Seja o quiver
1 2α .

A álgebra de caminhos kQ tem como base o conjunto {e1, e2, α} e podemos visualizar
seu produto na seguinte tabela:

e1 e2 α
e1 e1 0 0
e2 0 e2 α
α α 0 0

Note que kQ é isomorfa a álgebra de matrizes 2 × 2 triangular superior

T2(k) = {[
a b
0 c
] ∣ a, b, c ∈ k} ,
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via o isomorfismo

e1 z→ [
1 0
0 0
] , α z→ [

0 1
0 0
] , e2 z→ [

0 0
0 1
] .

Vamos generalizar este exemplo. Consideremos o quiver

Q ∶= 1 2 3 n.
α1 α2 α3 αn−1

Denote por ci,j o único caminho em Q de i para j, ou seja:

ci,j =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

ei, se i = j,
αj−1αj−2⋯αi+1αi, se i ≠ j,

e assim, podemos definir a seguinte função:

φ ∶ kQÐ→ Tn(k)

∑
1≤i≤j≤n

λi,jcij z→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ11 ⋯ λ1n
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ λnn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

onde Tn(k) ⊂Mn(k) é a subálgebra de matrizes n × n triangulares superiores. Note
que:

φ(
n

∑
i=1
cii) = φ(

n

∑
i=1
ei) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= In,

φ(αl ⋅ αs) = φ(αl) ⋅ φ(αs).

Portanto, concluimos que kQ é isomorfa a álgebra de matrízes n × n triangulares
superiores. A seguir, listamos a base de kQ

c11 c12 c13 c14 . . . c1n
c22 c23 c24 . . . c2n

c33 c34 . . . c3n

c44 . . . ⋮
⋱ ⋮

cnn.

(2) Para o loop
Q ∶= 1,

α

a álgebra de caminhos kQ tem base {e1, α,α1, α2, . . . , αl, . . .} e a multiplicação dos
vetores da base está dada por

αlαk = αl+k, para todo l, k ≥ 0,

onde α0 = e1. Assim, kQ é isomorfo a álgebra de polinômios na indeterminada x,
k[x], via a transformação linear dada por

αn z→ xn.
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(3) Consideremos o quiver de Kronecker de dois flechas

Q ∶= 1 2.
α

β

A álgebra de caminhos kQ tem base {e1, e2, α, β}, com a multiplicação dada na se-
guinte tabela:

e1 e2 α β
e1 e1 0 0 0
e2 0 e2 α β
α α 0 0 0
β β 0 0 0

A álgebra de Kronecker é definida como sendo o espaço vetorial

TK = [
k k2

0 k
] ,

munido da multiplicação

[
a (b, c)
0 d

] ⋅ [
e (f, g)
0 h

] = [
ae a(f, g) + h(b, c)
0 dh

]

= [
ae (af, ag) + (hb, hc)
0 dh

]

= [
ae (af + hb, ag + hc)
0 dh

] .

Note que kQ ≅ TK via

e1 ↦ [
1 (0,0)
0 0

] , e2 ↦ [
0 (0,0)
0 1

] , α ↦ [
0 (1,0)
0 0

] , β ↦ [
0 (0,1)
0 0

] .

Os seguintes resultados são sô algumas das propriedades das álgebras de caminhos.

Proposição 1.29. Seja Q um quiver e kQ sua álgebra de caminhos. Então

(i) kQ é uma álgebra associativa,

(ii) kQ tem um elemento identidade se, e somente se Q0 é finito, e

(iii) kQ é de dimensão finita se, e somente se Q é finito e acíclico.

Demonstração.

(i) Segue diretamente da Definição 1.26, já que a concatenação é associativa.
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(ii) ⇐ Seja a = ∑c λc c um elemento arbitrário em kQ, onde o sumatório é finito e percorre
o conjunto dos caminhos c de Q. Pela Definição 1.26 temos que

a ∑
i∈Q0

ei = (∑
c

λc c)(∑
i∈Q0

ei) = ∑
i∈Q0

∑
c

λc c ei = a,

pois

c ei =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

0, se s(c) ≠ i,
c, se s(c) = i.

⇒ Suponha que Q0 é infinito e 1 = ∑ma=1 λawa é o elemento identidade de kQ, onde λa
é um escalar não nulo e wa são caminhos em Q. O conjunto Q′0 de vértices iniciais de
wa, tem pelo menos m elementos e em particular é finito. Se i ∈ Q0/Q′0, então e1 = 0,
o qual é uma contradição.

(iii) Se Q é infinito, então também a base de kQ é infinita, pela Definição 1.26. Observe
que no caso Q0 infinito sería Q1 também infinito porque contém os caminhos trivi-
ais. Se w = α1⋯αn é um ciclo em Q, então para cada t ∈ N temos um vetor base
wt = (α1⋯αn)t de kQ e novamente dimensão infinita. Por outro lado, se Q é finito e
acíclico, ele contém apenas um número finito de caminhos e assim kQ é de dimensão
finita.

Apresentaremos conceitos que vão dar ainda mais estrutura à algebra de caminhos definida
em 1.26.

Definição 1.30. Seja A uma k−álgebra. Um elemento e ∈ A é chamado de idempotente se
e2 = e. Dois elementos são chamados de ortogonais se e1e2 = e2e1 = 0. Um idempotente e
é chamado de idempotente central se ea = ae para todo a ∈ A e um idempotente não nulo é
chamado de primitivo se e não pode escreverse como a soma e = e1 + e2, tal que e1, e2 são
ortogonais idempotentes não nulos.

Exemplo 1.31.

(1) Os elementos 0 e 1 de qualquer k−álgebra são idempotentes, chamados de idempo-
tentes triviais. Todos os outros idempotentes são chamados de não triviais.

(2) Se A = kQ é a algebras de caminhos de um quiver Q, então o caminho constante ei,
com i ∈ Q0, é um idempotente.

(3) Os únicos idempotentes primitivos ortogonais centrais da k−álgebra T2(k) das ma-
trizes 2 × 2 triangulares superiores com entradas em k são

[
1 0
0 0
] , [

0 0
0 1
] .

Lema 1.32. Se A = kQ é uma álgebra de caminhos, então cada caminho constante ei é um
primitivo idempotente.
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Demonstração. Suponha que ei = e + e′ com e, e′ idempotentes ortogonais. Sejam

e =∑
c

λcc, e′ =∑
c

λ′cc,

onde cada somatorio é finito e pecorre o conjunto dos caminhos c em Q. Como e = ∑c λcc é
um idempotente, segue-se que

0 = e2 − e =∑
c,c′
λcλc′cc

′ −∑
c′′
λcc′′ = ∑

cc′=c′′
(λcλc′ − λc′′)c

′′. (1.2)

Em particular λejλej = λej , assim λej = 0 ou 1 para qualquer vértice j. Por outro lado temos
que ee′ = 0 implica que λejλ′ej = 0 λej = 0 quando λ′ej = 1. Como e + e′ = ei, devemos ter
que λej = 0 e λ′ej = 0, se i ≠ j e sô alguns de λei ou λ′ei é zero e o outro é 1. Se tomamos
λe1 = 1 e λ′ei = 0, pela equação (1.2), segue que para qualquer caminho c, temos λc′ = 0 e
assim e′ = 0.

Uma conclusão do estudado acima, é que o conjunto {e1, . . . , en}, é um conjunto de idempo-
tentes primitivos ortogonais. Na Observação 1.46, vamos ver mais propriedades da álgebra
de caminhos definida em 1.26, que serão de importante utilidade neste trabalho, mas pri-
meiro precisamos estudar o conceito de módulos à esquerda e sua estrutura, mais ainda, sua
relação com a álgebra de nossa discusão.

1.2 Módulos
No seguinte deste trabalho, vamos fixar k um corpo algébricamente fechado. Esta seção tem
o objetivo de aprensentar a teoria de módulos, a forma de relacionar eles e o caso particular
da conexão com as representações de quivers.

Definição 1.33. Sejam R um anel e S uma R−álgebra. Um S−módulo à esquerda M é uma
quádrupla (M,+, ⋅, S), onde (M,+) é um grupoi abeliano e

S ×M Ð→M

(s,m)z→ sm,

é uma opreção binaria que satisfaz as seguintes condições:

(i) s(m + n) = sm + sn,

(ii) (s + s′)m = sm + s′m,

(iii) (ss′)m = s(s′m),

(iv) 1m =m,

(v) s(rm) = (rs)m = r(sm)

para s, s′ ∈ S, m,n ∈M e r ∈ R.

Observação 1.34. No decorrer deste trabalho, vamos utilizar a Definição 1.33 principal-
mente para o caso particular em que S é uma k−álgebra. O nível de generalidade da
definição anterior, se deve ao fato que no presente trabalho apresentaremos a construção do
Módulo de Diferenciais de Kähler, ver Seção 2.2.2.
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Exemplo 1.35.

(1) Seja R um anel. O anel dos polinômios R[x] com coeficientes em R é um R−módulo
à esquerda, com as operações usuais.

(2) Para n ∈ N>0, o conjunto Rn = {(a1, . . . , an) ∣ a1, . . . , an ∈ R} é um R−módulo à es-
querda com a adição e multiplicação por escalar usual. Mais geralmente, para dois
R−módulos à esquerda M e N o produto M × N com adição por componentes e
multiplicação escalar, é também um R−módulo à esquerda.

(3) Se Q é um quiver e kQ sua álgebra de caminhos, então para cada i ∈ Q0, podemos
definir um kQ−módulo à esquerda, denotado como S(i), como sendo o k−espaço
vetorial com base {ei} cuja ação é c ⋅ ei = ei, para todo c em kQ, com s(c) = i. Mais
ainda, para cada flecha i jα em Q1 podemos definir um módulo M(α)
à esquerda cujo espaço vetorial tem base {ei, α} e cuja estrutura de kQ−módulo à
esquerda é dada pelas operações da álgebra de caminhos.

Definição 1.36. Seja M um R−módulo à esquerda.

(i) Um submódulo de M é um subconjunto não vazio N ⊆ M tal que é um R−módulo
com a mesma soma e multiplicação por escalar de M .

(ii) Dizemos que umR−módulo é gerado pelos elementosm1,m2, . . ., se para cadam ∈M
existem finitamente muitos a1, . . . , at ∈ R tal quem = a1mi1+ . . .+atmit . OR−módulo
é chamado de finitamente gerado se é gerado por um número finito de elementos.

(iii) Se N é um submódulo de M , o conjunto de classes de equivalência módulo N

M/N ∶= {x ∣ x ∈M} ,

onde x ∶= x +N , é um R−módulo, chamado de módulo quociente de M por N , cuja
ação está dada por r ⋅ x = rx, para todo r ∈ R e x ∈M/N.

Exemplo 1.37.

(1) Se I é um ideal à esquerda e M é um R−módulo à esquerda, então o conjunto

IM = {r1m1 + . . . + rtmt ∣mi ∈M,ri ∈ I} ,

é un submódulo de M .

(2) Para qualquer subconjunto S ⊂M , o conjunto

⟨S⟩ ∶= {a1m1 +⋯ + anmn ∣ n ∈ N, a1, . . . , an ∈ R} ⊂M

de todas as combinações R−lineares de elementos de S, é o submódulo mais peque-
nho de M que contém a S que é chamado de submódulo gerado por S. Se S =
{m1, . . . ,mn} é finito, escrevemos ⟨S⟩ = ⟨{m1, . . . ,mn}⟩ ou também ⟨m1, . . . ,mn⟩.
O módulo M é chamado de finitamente gerado se M = ⟨S⟩, para um conjunto finito
S ⊂M .
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(3) Seja R um anel. Se consideramos R como um R−módulo à esquerda, um submó-
dulo de R é um ideal I de R. Mais ainda, o anel quociente R/I , é um R−módulo à
esquerda.

Definição 1.38. Sejam M e N dois R−módulos. Uma aplicação h ∶ M Ð→ N é chamada
de morfismo de R−módulos à esquerda se para todo m,m′ ∈M e todo a ∈ R temos que

h(m +m′) = h(m) + h(m′)

h(am) = ah(m).

Observação 1.39.

(i) Para un morfismo de módulos h ∶ M Ð→ N , definimos o kernel como ker h =
{m ∈M ∣ h(m) = 0}, que é um submódulo de M . Denotando por im h a imagem
de h, o cokernel de h é definido como o quociente coker h = N/im h, os quais são
R−módulos à esquerda.

(ii) Sejam M e N R−módulos à esquerda. A coleção de todos os morfismos de M para
N , é o conjunto

HomR(M,N) = {φ ∶M Ð→ N ∣ φ é um morfismo de módulos} .

(iii) Formamos a categoría dos R−módulos à esquerda de finitamente gerados (Defini-
ção 4.1 no Apêndice), onde os objetos são os módulos à esquerda e os morfimos, são
morfismos entre eles. Esta categoría será denotada como R −mod, (ver Exemplo 4.2
no Apêndice).

Exemplo 1.40.

(1) Sejam kQ a álgebra de caminhos de um quiverQ e os kQ−módulos à esquerda S(j) e
M(α), definidos no Exemplo 1.35 (3), onde j é um vértice do quiver Q e α uma flecha
de Q que termina em j. Existe um morfismo de kQ−módulos à esquerda, definido
como

h ∶ S(j)Ð→M(α)

λej z→ h(λej) = λα.

Vamos verificar que h é um morfismo. Reparemos que claramente é k−linear. Mais
ainda

h(ejλej) = ejλα = ejh(λej).

Se c é um caminho tal que s(c) ≠ j, então

h(cλej) = h(0) = 0 = cλα = ch(λej),

e para s(c) = j temos
h(cλe)

portanto h é um morfismo de kQ−módulos à esquerda.



24

(2) Sejam R uma k−álgebra e M um R−módulo à esquerda. Um endomorfismo de M , é
um morfismo deR−módulos à esquerda deM paraM . Denotaremos este conjunto por
EndM , o qual tem estrutura de k−espaço vetorial, dada pela soma e a multiplicação
por escalar de morfismos. Este espaço vetorial é uma k−álgebra cuja multiplicação é
dada pela composição de endomorfismos.

Todo R−módulo à esquerda pode decomponerse de forma apropriada, por isso precisamos
de R−módulos à esquerda que não podem ser decompostos.

Definição 1.41. Seja {Mλ} uma familia de R−módulos à esquerda indexada por Λ. Defi-
nimimos o R−módulo à esquerda ⊕λ∈ΛMλ, chamado de soma direta, como a coleção de
todas as sequências (mλ)λ∈Λ as quais tem um número finito de mλ’s não nulos, munida da
ação dada por

a(mλ)λ∈Λ = (amλ)λ∈Λ, com (mλ)λ∈Λ ∈⊕
λ∈Λ

Mλ.

Em particular, se M1,M2, . . . ,Ms são R−módulos à esquerda, denotaremos a soma direta
por M1 ⊕⋯ ⊕Ms. Dizemos que um R−módulo M é indecomponível, se não tem decomo-
posição em soma direta M = N ⊕ L, com N,L ≠ 0. E, um R−módulo é livre, se é isomorfo
a⊕λ∈ΛRλ com Rλ = R como R−módulos.

Os exemplos para Definição 1.41 vão ser apresentados na Subseção 1.2.2. Vamos estudar al-
guns coceitos que serão importantes na contrução dos módulos projetivos na Definição 1.45.

1.2.1 Sequências Exatas
Nesta subseção, vamos estudar relações entre módulos, que são geralmente expressadas atra-
vés de sequências exactas, além disso estudaremos módulos projetivos e algumas de suas
consequências, em relação à estrutura dos quivers e sua álgebra de caminhos kQ.

Definição 1.42. Sejam M , N e L três R−módulos à esquerda. Uma sequência de morfismos

L M N,
f g

é chamada de exata se im f = ker g. Uma sequência de morfismos

⋯ M1 M2 M3 ⋯
f1 f2 f3

é chamada de exata longa, se é exata em cada Mi. Em particular, uma sequência exata da
forma

0 L M N 0
f g

é chamada de exata curta.

Observação 1.43. Qualquer sequência 0 L M N 0
f g

é exata
curta se, e somente se, satisfaz as seguintes condições

(i) f é injetora;

(ii) g é sobrejetora;

(iii) ker g = im f .
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Exemplo 1.44.

(1) Seja R um anel e I um ideal. Podemos construir a seguinte sequência exata curta

0 I R R/I 0ι π

onde ι é uma inclusão e π é uma projeção. Mais geralmente, seja M um R−módulo à
esquerda e N um submódulo de M , temos uma sequência exata curta de R−módulos
à esquerda

0 N M M/N 0

(2) Seja k um corpo e seja

0 M N P 0
f g

uma sequência exata curta de k−espaços vetoriais. Então

dimkN = dimkM + dimkP,

pois N/f(M) ≅ P .

(3) Para qualquer homomorfismo de R−módulos à esquerda g ∶ N Ð→ N ′, a sequência

0 ker g N im g 0
g

é exata quando a primeira função é uma inclusão do ker g em N .

Para nosso trabalho, precisamos do conceito de módulos projetivos e uma quantidade sufici-
ente de eles para definir una sequência de módulos projetivos especial, chamada de resolução
projetiva (ver Definição 1.47), que vai cubrir algúm módulo à esquerda M .

Definição 1.45. UmR−módulo P é chamado de módulo projetivo se para qualquer sequên-

cia exata de R−módulos M N 0,
f

e qualquer morfismo p ∶ P Ð→ N , existe
um morfismo p̂ ∶ P Ð→M , tal que f ○ p̂ = p

P

M N 0.
f

p
∃p̂

A seguir apresentaremos algumas propriedades que serão de utilidade para o decorrer do
trabalho.

Observação 1.46. As seguintes propriedades podem ser encountradas em [ASS06].

(i) Os módulos livres são projetivos.

(ii) P = P1⊕⋯⊕Pn é projetivo se, somente se, cada Pi é projetivo.

(iii) Os k−espaços vetoriais kQei, ejkQ, e ejkQei, tem como base os caminhos que co-
meçam no vértice i, que finalizam no vértice j, e os que começam em i e finalizam em
j, respectivamente.
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(iv) Dado que kQ = ⊕n
i=1 kQei como kQ−módulos à esquerda, podemos concluir que os

kQei são kQ−módulos projetivos, por (i).

(v) Seja M um kQ−módulo à esquerda. Temos que HomkQ(kQei,M) ≅ eiM , como
espaço vetorial, por meio do isomorfismo φ ∈HomkQ(kQei,M)z→ φ(ei) ∈M .

(vi) Se ei ∈ kQejkQ, então i = j, já que uma base do espaço kQejkQ, está formada pelos
caminhos que pasam por ej .

(vii) kQei ≇ kQej , com i ≠ j.

Voltemos brevemente a nossa discusão puramente de módulos. Intuitivamente, a seguinte
definição prentende cubrir apropriadamente um módulo M com módulos projetivos.

Definição 1.47. Seja M um R−módulo à esquerda. Definimos uma resolução projetiva de
M como uma sequência exata longa

P ∶=⋯ Pn Pn−1 ⋯ P1 P0 M 0,
fn fn−1 f1 f0

tal que cada Pi é um R−módulo projetivo à esquerda. Dizemos que M tem dimensão proje-
tiva finita, se tiver uma resolução projetiva finita. O comprimento minimal de tais resoluções
é chamado de dimensão projetiva de M e é denotado como p − dim M .

Observação 1.48. Aplicando o funtor contravariante Hom(−,X) (ver Exemplo 4.6 do
Apêndice) temos que para cada morfismo de R−módulos f ∶ N Ð→ L o homomorfismo
f∗ ∶HomR(L,M)Ð→HomR(N,M), deinido por

N L

M

g

f

f∗(g)=g○f

Uma vez que introduzimos as sequências exatas e o funtor HomR(−,M), queremos consi-
derar a interação entre as duas.

Teorema 1.49. Para cada sequência exata curta

0 L M N 0,
f g

existe uma sequência exata da seguinte forma

HomR(L,X) HomR(M,X) HomR(N,X) 0.
f∗ g∗

Demonstração. Consideremos uma sequência exata curta

0 L M N 0
f g

.

Pela Definição 4.5, se aplicamos o funtor Hom(−,X) à sequência anterior, temos que f∗ e
g∗ são composições de morfismos, ou seja
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f∗ ∶HomR(M,X)Ð→HomR(L,X)

(φ ∶M →X)z→ f∗(φ) = φ ○ f

L M

X

φ

f

f∗(φ)=φ○f

g∗ ∶HomR(N,X)Ð→HomR(M,X)

(ψ ∶M →X)z→ g∗(ψ) = ψ ○ g

N M

X

g

ψ

g∗(ψ)=ψ○g

Primeiro vamos provar que ker (g∗) = 0. Se ψ ∈ ker (g∗), então ψ○g = 0, ou seja ψ(g(m)) =
0 para qualquer m ∈M , portanto ψ = 0 já que g sobrejetiva.
Para mostrar que ker (f∗) = im (g∗), note que im (g∗) ⊆ ker (f∗). A outra inclusão segue
da propriedade universal do Cokernel.

1.2.2 Representações de Quivers
Nesta subseção, apresentaremos os conceitos necessários da teoria da representações de qui-
vers que usaremos no decorrer deste trabalho, até formar a categoria das representações
finitas de um quiver Q.

Definição 1.50. Uma representação do quiver Q é uma coleção M = (Mi, φα)i∈Q0,α∈Q1
de

• k−espaços vetoriais Mi, para cada vértice i ∈ Q0, e

• k−tranformações lineares φα ∶Mi Ð→Mj , para cada α ∶ iÐ→ j em Q1.

Uma representação M de um quiver finito Q é dita de dimensão finita se cada um dos
espaços vetoriais Mi tem dimensão finita. Neste caso, definiremos o vetor dimensão de M
como sendo o vetor dimM = (dimMi)i∈Q0 ∈ Z∣Q0∣.

Exemplo 1.51.

(1) Consideremos o quiver
A4 ∶= 1Ð→ 2Ð→ 3Ð→ 4.

Algumas de representações são:

M = k k k k,1 1 1

M ′ = k k k k,0 1 0

M ′′ = k 0 0 k3,0 0 0

M ′′′ = k k2 k2 k,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ [1 0]

e seus vetores dimensão, são

dimM = (1,1,1,1), dimM ′ = (1,1,1,1),

dimM ′′ = (1,0,0,3), e dimM
′′′
= (1,2,2,1).
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(2) Uma representação do quiver de Jordan é

M ∶= kn

T

onde T é uma transformação linear, neste exemplo dim M = (n).

(3) Uma representação de K3 é

M ∶= kn kn,B

A

C

(1.3)

onde A,B e C são tranformações lineares de um espaço vetorial de dimensão n para
um espaço vetorial de dimensão n, ou seja dim M = (n,n). Note que A,B e C
tambiém podem ser pensadas como elementos de Mn(k).

Definição 1.52. Sejam M = (Mi, φα)i∈Q0,α∈Q1
e N = (Ni, φ′α)i∈Q0,α∈Q1

duas representações
do quiver Q. Um morfismo de representações f ∶ M → N é uma coleção (fi)i∈Q0 de
k−transformações lineares

fi ∶Mi Ð→ Ni

tal que, para cada flecha α ∶ i→ j em Q1, o seguinte diagrama commuta

Mi Mj

Ni Nj,

φα

fi fj

φ′α

isto é φ′α ○ fi = φα ○ fj .

Exemplo 1.53.

(1) Determinemos todos os morfismos de M para M ′′′ do Exemplo 1.21 item (1), para
isto consideremos o seguinte morfismo

M

M ′′′

f

k k k k

k k2 k2 k

1

f1

1

f2

1

f3 f4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[1 0]

Claramente, em forma matricial temos

f1 = [a] , f2 = [
b
c
] , f3 = [

d
e
] , f4 = [h] ,
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com a, b, c, d, e, h ∈ k. Como f é um morfismo de representações, temos que

φ′α1
f1 = f2φα1 , φ′α2

f2 = f3φα2 , φ′α3
f3 = f4φα3 ,

ou seja

[
1
0
] [a] = [

b
c
] [1] , [

1 0
1 0
] [
b
c
] = [

d
e
] [1] , [1 0] [

d
e
] = [f] [1] ,

o que implica que [
a
0
] = [

b
c
] = [

d
e
] e que [d] = [f]. Portanto, a = b = d = f , c =

e = 0. Notemos, que podemos concluir que o conjunto dos morfismos f ∶M Ð→M ′ é
isomorfo a k como k−espaços vetorias, dado que cada f é da forma

f = ([a] , [
a
0
] , [

a
0
] , [a]) .

(2) Seja o quiver de Kronecker de duas flechas:

1 2
β

α

.

Considere as seguintes representações de Q:

M ∶= k2 k
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

M ′ ∶= k2 k2.
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Suponha que f = (f1, f2) é um morfismo de M para M ′. Então, f1 e f2 estão dados
por

f1 = [
a b
c d
] e f2 = [

x
y
] ,

com a, b, c, d, x, y ∈ k. Como f é um morfismo de representações, temos que

f1φα = φ
′
αf2 e f1φβ = φ

′
βf2,

ou seja, que

[
a b
c d
] [

1
0
] = [

1 0
0 1
] [
x
y
]

[
a b
c d
] [

0
1
] = [

0 0
1 0
] [
x
y
] ,
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o que implica que

[
a
c
] = [

x
y
] = [

b
d
] = [

0
x
] ,

e f é da forma

f = ([
a 0
c a
] , [

a
c
]) .

Portanto, o conjunto de todos os morfismos de M para M ′ é um k−espaço vetorial de
dimensão dois com base

{([
1 0
0 1
] , [

1
0
]) ,([

0 0
1 0
] , [

0
1
])} .

Observação 1.54. Para o estudo das representações de um quiverQ, existem dois morfismos
de muita importância, estes são:

(1) Para qualquer representação M de Q, existe sempre o morfismo (1Mi
)i∈Q0

definido
pelas transformações lineares 1Mi

∶Mi Ð→Mi, para qualquer vértice i ∈ Q0.

(2) Para cada par de morfismos f ∶M Ð→M ′ e g ∶M ′ Ð→ N de representações deQ, te-
mos a sequência de transformações lineares (gi ○ fi)i∈Q0

. Notemos que esta sequência
é com efeito um morfismo de representações de Q, pois o seguinte diagrama commuta

M Mi Mj

M ′ M ′
i M ′

j

N Ni Nj.

fi

φα

fj

φ′α

gi gj

f

g

ψα

ou seja, ψα ○ gi ○ fi = gj ○ fj ○ φα.

Seguindo a Definição 4.1 do Apêndice, vamos apresentar a categoria de representações de
dimensão finita para um quiver Q.

Definição 1.55. Denotemos por rep Q a coleção de todas as representações de dimensão
finita de Q, junto com todos seus morfismos munido do morfismo composição definido por
g ○ f ∶= (gi ○ fi)i∈Q0

, para cada par de morfismos f ∶ M Ð→ M ′ e g ∶ M ′ Ð→ N de
representações de Q.

Proposição 1.56. A categoria rep Q é uma categoria para qualquer quiver Q. Específi-
camente, Obj(rep Q) é o conjunto de todas as representações de dimensão finita de Q e
HomQ(M,N) é o conjunto de todos os morfismos de representações de M para N .

Demonstração. Se cumpre a associatividade, isto é, para quaisquer f ∈ HomQ(M,M ′),
g ∈HomQ(M ′,N) e h ∈HomQ(N,N ′), temos que h ○ (g ○ f) = (h ○ g) ○ f . Com efeito,

h ○ (g ○ f) = (hi ○ (gi ○ fi))i∈Q0

= ((hi ○ gi) ○ fi)i∈Q0

= (h ○ g) ○ f,
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dado que a composição de transformacões lineares entre espacios vetoriais é associativa.
Similarmente, temos que o morfimo definido na Observação 1.54 item (2), é o morfimo
identidade 1M , para todo M ∈ Obj(rep Q), porque para qualquer f ∈HomQ(M,N), temos
que

f ○ 1M = (fi ○ 1Mi
)i∈Q0 = (fi)i∈Q0 = f,

1N ○ f = (1Ni
○ fi)i∈Q0 = (fi)i∈Q0 = f.

Portanto, rep Q é uma categoria.

Observação 1.57.

(i) Considere M,M ′ ∈ rep Q. O conjunto HomQ(M,M ′), é um k−subespaço vetorial
do k−espaço vetorial ⊕i∈Q0

Homk(Mi,M ′
i), em relação à soma e multiplicação por

escalar usual de funções. Se M =M ′, temos que EndQ(M) = HomQ(M,M), é uma
subalgebra da álgebra⊕i∈Q0

Endk(Mi).

(ii) Com uma boa escolha de bases em cada espaço vetorial de uma representação de um
quiver Q, temos que cada representação de dimensão finita de Q, com vetor dimensão
fixado v = (vi)i∈Q0 , é isomorfa a uma representação determinada só por uma coleção
de matrizes xα ∈ HomQ(kvi ,kvj) = Mvj×vi(k) para cada flecha α ∶ i Ð→ j, ou de
forma equivalente, como sendo um vetor x = (xα)α∈Q1 no espaço

⊕
α∈Q1

Homk (k
s(α),kt(α)) .

Usaremos, equivalentemente, que cada x ∈ ⊕α∈Q1
Homk (ks(α),kt(α)) define uma

representação, que denotaremos

Mx = ({kvi} ,{xα}) .

A seguinte definição é análoga à Definição 1.41. Esto vai ser completamente justificado no
Lema 1.65.

Definição 1.58. Sejam M = (Mi, φα)i∈Q0,α∈Q1 ,M
′ = (M ′

i , φ
′
α)i∈Q0,α∈Q1 ∈ rep Q. Definimos

a soma direta M ⊕M ′ como

(M ⊕M ′)i =Mi⊕M
′
i ,∀i ∈ Q0 e [

φα 0
0 φ′α

] ∶ φs(α)⊕φ
′
s(α) Ð→ φt(α)⊕φ

′
t(α),∀α ∈ Q1.

Dizemos que uma representação é trivial, se Mi = 0, para todo i ∈ Q0. Se M ≅ M ′ ⊕M ′′,
com M ′ e M ′′ não triviais, dizemos que M é decomponível. Caso contrario, dizemos que
M é indecomponível.

O seguinte Teorema vamos ver que uma representação tem uma única decomposição como
soma direita de representações indecomponíveis. Portanto, o problema de classificar as re-
presentações de um quiver finito, se reduz à classificar as representações indecomponíveis
de Q.

Teorema 1.59. (Teorema de Krull-Schmidt.) Sejam Q um quiver e M ∈ rep Q. Então
M ≅ M1 ⊕ ⋯ ⊕Mn, onde cada Mi ∈ rep Q é indecomponível, para todo i ∈ Q0. Tal
decomposição é única, a menos de isomorfismos.
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Demonstração. Ver [Sch14, Theorem 1.2., p. 12] e [ASS06, Theorem I.4.10, pp. 23-24].

Exemplo 1.60.

(1) Consideremos o quiver A2 = 1 2α do Exemplo 1.21 item (1). Pela Defini-
ção 1.50, uma representação para A2 pode ser dada por duas espaços vetoriais M1 e
M2 munido de uma tranformação φα ∶ M1 Ð→ M2. Por propriedades da álgebra li-
near, podemos tomar bases para M1 e M2 tal que a matriz associada à transformação
φα é dada por

[
Ir 0
0 0
] ,

onde r é o posto de φα e Ir é a matriz identidade de dimensão r. Portanto, toda
representação M de A2 é isomorfa, através de uma mudança de base, a uma do tipo
M1 M2,

A onde

A = [
Ir 0
0 0
] ,

tal que duas representações de A2, dadas por

M = ({M1,M2} , φα)1,2∈Q0,α∈Q1 e M ′ = ({M ′
1,M

′
2} , ψα)1,2∈Q0,α∈Q1 ,

são isomorfas se, e somente se dimM1 = dimM ′
1, e dimM2 = dimM ′

2 e os postos
de φα e ψα coincidem. Para este quiver existem três representações indecomponí-
veis, a seguir f ∶ k 0 , g ∶ 0 k e h ∶ k k

1 . Note que toda
representação M de A2 é isomorfa à

M ≅ f v1−r ⊕ gv2−r ⊕ hr,

onde v1 = dimM1, v2 = dimM2 e r é o posto de φα.

(2) Seja Q um loop como no Exemplo 1.21 item (2). Pela Definição 1.50, uma represen-
tação de Q é um espaço vetorial M1 munido com um endomorfismo φα. Note que um
morfismo de duas representações

M = ({M1} , φα)1∈Q0,α∈Q1 e M ′ = ({M ′
1} , ψα)1∈Q0,α∈Q1

de Q, M Ð→ M ′ é uma aplicação linear f ∶ M1 Ð→ M ′
1, que pela Definição 1.52,

f ○ φα = ψα ○ f . Note que os endomorfismos de M são exatamente os endomorfismos
de M1 que comutan com φα. Mais ainda, como k é algébricamente fechado, podemos
escolher uma base adequada para M1 tal que a matriz associada à φα, seja da forma

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

J(n1, λ1) 0 ⋯ 0
0 J(n2, λ2) ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ J(nr, λn)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

onde J(n,λ) denota o bloco de Jordan de tamanho n × n de autovalor λ ∈ k. Pela
álgebra linear, a matriz normal de Jordan é única, a menos de permutação dos blocos,
isso implica que duas representaçõesM eM ′ deQ vão ser isomorfas, se, e somente se
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φα e ψα tem a mesma forma normal. Mais ainda, as representações indecomponíveis,
corresponden aos blocos de Jordan, portanto, há um número infinito de representações
indecomponíveis do quiver Q e são parametrizadas com um parámetro contínuo λ e
outro discreto n.

(3) Seja o quiver de Kronecker K3 como no Exemplo 1.21 item (3). Com a teoría dada
até agora não é possivel dar uma boa solução a este problema de classificação, ou
seja, não podemos conseguir as representações indecomponíveis de K3, com a teoría
clássica estudada até agora. No Capítulo 3, Subseção 3.2.3, vamos mostrar que quasi
todas as representações indecomponíveis de K3 são de uma forma específica.

Observação 1.61. No Exemplo 1.60, note que para o item (1), conseguimos finitas represen-
tações indecomponíveis, para o item (2), infinitas representações indecomponíveis e para o
item (3) não foi possivel. Esto vai motivar a seguinte definição e mais ainda, o teorema a
seguir.

Definição 1.62. [Bar15, 1.6 Comments, p. 14] Sejá kQ a álgebra de caminhos de dimensão
finita.

(i) kQ é chamada de tipo finito, se sô existe um número finito de representações inde-
componíveis para Q.

(ii) kQ é chamada de tipo manso, se para Q existem um número infinito de representa-
ções indecomponíveis e se para cada n ∈ N, as representações indecomponíveis de
dimensão n pertenecem a um número finito de familias de 1 parámetro indexadas pe-
los elementos de k.

(iii) kQ é chamada de tipo selvagem se não é finita e também não mansa.

Observação 1.63. Alguns exemplos para a Definição 1.62, estão no Exemplo 1.60 items
(1), (2) e (3), respectivamente. Porém, no Capítulo 3, vamos aprensentar outra técnica
sofisticada, que além de dar uma classificação para os items (1) e (2) do Exemplo 1.60, da
uma muito boa aproximação para soluçõar o item (3).

Teorema 1.64. Toda k−álgebra finita é de tipo finito, manso ou selvagem.

Demonstração. Ver [Bar15, Theorem 9.17., pp. 162-164 ]

Vamos apresentar a equivalência entre as categorias rep Q e kQ−mod que discutimos ante-
riormente. Não faremos a demostração já que sai do escopus deste trabalho, mas todos os
detalhes podem ser consultados em [ARS97, Theorem 1.5., pp. 57-59].

Teorema 1.65. A categoría rep Q é equivalente à categoría kQ−mod.

Demonstração. Ver [ARS97, Theorem 1.5., pp. 57-59].

Uma conclusão do Lema 1.65, é que podemos traduzir a linguagem das categorias dos
kQ−módulos para a categoria de representações de quivers e viceversa, desta forma, po-
demos pensar em sub-representações, kernels, imagens, sequências exatas, etc. A partir de
agora usaremos a mesma notação para se referir a ambos, os módulos e representações, salvo
indicação do contrário.
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1.3 Álgebra Homológica na Teoria de Representações de
Quivers

Nesta seção apresentaremos alguns conceitos da teoria classica da álgebra homológica e sua
relação com a categoria kQ −mod. Desde agora, no decorrer do trabalho, todos os módu-
los que consideraremos, vão ser kQ−módulos à esquerda, com k um corpo algébricamente
fechado.

Definição 1.66. Um complexo de cadeia, denotado como M● é uma sequência de módulos
Mi e morfismos di

M● ∶= ⋯ Mn+1 Mn Mn−1 ⋯
dn+1 dn dn−1

tal que dn ○ dn+1 = 0. Análogamente, um complexo de cocadeia, denotado como M ●, é uma
sequência de módulos M i e morfismos di

M ● ∶= ⋯ Mn−1 Mn Mn+1 ⋯
dn−1 dn dn+1

tal que dn ○ dn−1 = 0.

Definição 1.67. Seja M● um complexo de cadeia. Definimos a n−ésima homologia como o
quociente de módulos

Hn(M●) = ker (dn)/im (dn+1).

Análogamente definimos a n−ésima cohomologia, como o quociente de R−módulos

Hn(M ●) = ker (dn)/im (dn−1)

Observação 1.68.

(i) Geralmente o conceito dado na Definição 1.67, é conhecido como o n-ésimo grupo
de homologia e o n-ésimo grupo de cohomología, respectivamente. Para o objetivo
deste trabalho, não precisamos melgulhar nessa construção, mas pode ser consultado
em [Zim14, Section 1.8.2., p. 80 ] , [Mat89, Chapter 10, Part II, p. 177.].

(ii) Consideremos uma resolução projetiva P● de M como na Definição 1.47, tal que cada
Pi é um kQ−módulo projetivo e M um kQ−módulo a esquerda. Aplicando o funtor
contravariante Hom(−,N), obtemos uma complexo de cocadeia

0 HomkQ(M,N) HomkQ(P0,N) ⋯ HomkQ(Pn,N) ⋯,
f∗0 f∗1 f∗n

que vamos denotar como Hom(P●,N), cujo n−ésimo termo é HomkQ(Pn,N).

Definição 1.69. Para dois módulos M e N , denotamos ExtnkQ(M,N) o n−ésimo grupo de
extensão, definido como a n−ésima cohomología do complexo de cocadeia Hom(P●,N)

ExtnkQ(M,N) =Hn(Hom(P●,N)),

onde P● é uma resolução projetiva para M .



35

Teorema 1.70. [Rot09, Corollary 6.46., pp. 366-367] Para cada sequência exata curta de
kQ−módulos

0 M N L 0,
f g

existe uma sequência exata longa de Ext

0 HomkQ(L,X) HomkQ(N,X) HomkQ(M,X)

Ext1kQ(L,X) Ext1kQ(N,X) Ext1kQ(M,X)

Ext2kQ(L,X) Ext2kQ(N,X) Ext2kQ(M,X) . . . .

g∗ g∗

µ1
g∗1 f∗1

µ2
g∗2 f∗2 µ3

Apresentaremos alguns conceitos e resultados que vão permitir construir a relação homolo-
gica do capítulo final deste trabalho.

Observação 1.71. Definimos os kQ−módulos P0 e P1 como

P0 = ⊕
i∈Q0

kQei ⊗k eiM, P1 = ⊕
α∈Q1

kQet(α) ⊗k es(α)M

e os morfismos
g ∶ P0 Ð→M e f ∶ P1 Ð→ P0

como

g(c⊗ x) = cx para cada c ∈ kQei, x ∈ eiM,

f(c⊗ x) = cα⊗ x − c⊗ αx para cada c ∈ kQet(α), x ∈ es(α)M.

Observação 1.72.

(i) Note que P0 e P1 dependem de Q e o vetor dimensão de M . Por outro lado f e g
dependem das transformações lineares que correspondem as flechas do quiver.

(ii) Todo elemento κ ∈ P0, pode-se expressar de forma única como

κ = ∑
i∈Q0

∑
c∈(kQ)i

c⊗ xc,

onde (kQ)i é o conjunto de todos o caminhos c, tal que s(c) = i, com xc ∈ eiM
quasi todos nulos, já que se Q tem ciclos orientados, os espaços kQei, podem ser de
dimensão infinita.

(iii) Denotaremos por grau(κ), ao máximo dos comprimentos dos caminhos c, com xc ≠ 0.

O seguinte lema vai ser de utilidade para o Teorema 1.74.
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Lema 1.73. Seja κ ∈ P0. Então

κ + Im(f) = {κ + υ ∣ υ ∈ Im(f)} ,

contém um elemento de grau 0.

Demonstração. Seja c ∈ (kQ)i um caminho trivial, tal que xc ≠ 0. Então podemos escrever
c = c′α, com α ∈ Q1, tal que se s(α) = i e c′ outro caminho, que cumpre que s(c′) = t(α).
Sendo c′ ⊗ xc como un elemento da α−ésima componente de P1, temos

f(c′ ⊗ xc) = c⊗ xc − c
′ ⊗ αxc.

Suponha que κ tem grau d > 0, então chamando de (kQ)di como todos o caminhos c = c′α
de comprimento d, com α ∈ Q1, tal que s(α) = i, t(α) = s(c′), temos que

κ − f
⎛

⎝
∑
i∈Q0

∑
c∈(kQ)di

c′ ⊗ xc
⎞

⎠

vai ter grau menor estrito que d, tal que vamos poder reduzir o grau até que seja nulo.

Teorema 1.74. Se M é um kQ−módulo à esquerda, então temos a sequência exata

0 P1 P0 M 0.
f g

Esta sequência é chamada de sequência exata padrão de M .

Demonstração. Note que para todo c⊗ x ∈ kQet(α) ⊗ es(α)M temos que

f(g(c⊗ x)) = f(cα⊗ x − c⊗ αx) = cαx − cαx = 0.

Portanto Im(f) ⊆ ker(g). Para provar a outra inclusão, suponha κ ∈ ker(g) e pelo
Lema 1.73, podemos escolher um elemento κ′ ∈ κ + Im(f) de grau 0. Então

0 = g(κ) = g(κ′) = g (
n

∑
i=1
ei ⊗ x

′
ei
) =

n

∑
i=1
x′ei ,

com x′ei ∈ eiM . Como M =⊕n
i=1 eiM , cada x′ei debe ser nulo e portanto κ′ = 0 e κ ∈ Im(f).

Por outro lado g é sobrejetora, já que se x ∈M temos que

g (∑
i∈Q0

ei ⊗ eix) = (e1 +⋯ + en)x = 1x = x.

Sô falta provar que ker(f) = 0. Seja κ ∈ ker(f), então

κ = ∑
α∈Q1

∑
c∈(kQ)t(α)

c⊗ xα,c

onde xα,c ∈ es(α)M são não todos nulos. Se κ ≠ 0, podemos tomar um caminho ĉ de
comprimento máximo, tal que xα̂,ĉ ≠ 0, para algum α̂ ∈ Q1. Porém

f(κ) = ∑
α∈Q1

∑
c∈(kQ)α

cα⊗ xα,c − ∑
α∈Q1

∑
c∈(kQ)α

c⊗ αxα,c

cumpre que o coeficiente de ĉα̂⊗ xα̂,ĉ ≠ 0, mas isso é uma contradição.
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Observação 1.75. A sequência exata padrão é da forma

0 P1 P0 M 0.
f g

Então, deduzimos que
Ext1kQ(M,N) = Coker(f∗)

onde

f∗ ∶HomkQ(P0,N)Ð→HomkQ(P1,N)

ϕz→ f∗(ϕ) = ϕ ○ f.

Observação 1.76. No seguinte teorema vamos usar o isomorfismo de kQ−módulos

Homk(L,HomkQ(M,N)) ≅HomkQ(M ⊗k L,N)

cuja prova pode ser encontrada em [Ass97, Théorème 2.1., p. 126 ], e [Kir16, Theorem
1.16., p. 12].

Lema 1.77. Dados M,N ∈ rep Q temos uma sequência exata

0 HomkQ(M,N) ⊕i∈Q0
Homk(Mi,Ni)

⊕α∈Q1
Homk(Ms(α),Nt(α)) Ext1kQ(M,N) 0

Demonstração. Considere uma sequência exata padrão como na Observação 1.71

0 ⊕α∈Q1
kQet(α) ⊗k es(α)M ⊕i∈Q0

kQei ⊗k eiM M 0,
f g

onde
P0 = ⊕

i∈Q0

kQei ⊗k eiM, P1 = ⊕
α∈Q1

kQet(α) ⊗k es(α)M.

Pelo Teorema 1.70, temos que existe uma sequência exata longa

0 HomkQ(M,N) HomkQ(P0,N)

HomkQ(P1,N) Ext1kQ(M,N) Ext1kQ(P0,N) ⋯

Pela Observação 1.75, temos que

HomkQ(P0,N) ≅ ⊕
i∈Q0

Homk(Mi,Ni), HomkQ(P1,N) ≅ ⊕
α∈Q0

Homk(Ms(α),Nt(α)),

Ext1kQ(P0,N) = 0,

portanto obtemos a sequência exata do lema.



Capítulo 2

Geometria Algébrica

O objetivo deste capítulo é aprensetar a ferramenta geométrica central do trabalho. Estudare-
mos o conceito de variedades algébricas, sua topología definida como a topología de Zariski
e algumas consequências principais. Apresentaremos as propriedades geométricas locais,
com ajuda do conceito de localização e entenderemos as derivações em um contexto geral
e puramente algébrico, para introduzir o diferencial de Kähler. Daremos passo ao capítulo
final, estudando alguns conceitos gerais dos grupos algébricos lineares e sua ação sobre as
variedades algébricas. Neste capítulo, sempre vamos considerar k um corpo algébricamente
fechado e o anel de polinômios k[x1, . . . , xn] em n variáveis com coeficientes em k.

2.1 Variedades Algébricas
Nesta seção, vamos estudar a relação entre objetos geométricos e algébricos, através de uma
ferramenta valiosa neste trabalho, o Teorema dos Zeros de Hilbert (ver Proposição 2.17).
Também vamos introduzir a topología de Zariski e uma de suas implicações mais importan-
tes, a irredutivilidade e a dimensão de uma variedade algébrica.

Definição 2.1. O n-espaço afim sobre k ou simplesmente espaço afim, denotado como Ank,
é definido como o conjunto

Ank = {(a1, . . . , an) ∣ ai ∈ k, ∀i} .

Observação 2.2. Note que Ank e kn são iguais como conjunto, mas utilizaremos a notação
Ank para nos referir a kn sem qualquer estrutura algébrica.

Exemplo 2.3.

(1) Se n = 1, chamamos de linha afim ao espaço afim A1
k.

(2) Se n = 2, chamamos de plano afim ao espaço afim A2
k.

(3) Qualquer espaço vetorial é um espaço afim sobre si mesmo.

Definição 2.4. Seja S ⊆ k[x1, . . . , kn]. Definimos o conjunto de zeros de S, como

V (S) ∶= {(a1, . . . , an) ∈ Ank ∣ f(a1, . . . , an) = 0,∀f ∈ S} .

38
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Observação 2.5.

(i) Os subconjuntos de An
k desta forma, são chamados de variedades algébricas afins

associadas ao conjunto S ou simplesmente variedade algébrica.

(ii) Dizemos que X ⊂ Ank é um conjunto algébrico (ou variedade algébrica) se X = V (S)
para algúm S ⊂ k[x1, . . . , xn]. Se S = {f1, . . . , fr} é um conjunto finito, escrevemos
V (S) = V (f1, . . . , fr). Mais ainda, pelo Teorema das Bases de Hilbert (ver [Eis95,
Theorem 1.4, pp. 27-28]), temos que qualquer ideal I de k[x1, . . . , xn] é finitamente
gerado, ou seja, existe m ≥ 0 e f1, f2 . . . , fm ∈ I tais que I = ⟨f1, . . . , fm⟩ e assim

V (S) = V (I) = V (⟨f1, . . . , fm⟩) = V (f1, . . . , fm)

para alguns f1, . . . , fm ∈ I = ⟨S⟩.

Definição 2.6. Seja X ⊆ Ank uma variedade algébrica. Uma função polinomial em X é um
função

X Ð→ A1
k = k

xz→ f(x)

para algúm f ∈ k[x1, . . . , xn].

Exemplo 2.7.

(1) Projeções afins: Para n ≥m, definimos

f ∶ Ank Ð→ Amk
a1, . . . , an z→ f(a1, . . . , an) = (a1, . . . , am)

(2) Inclusões afins: Para n ≤m, definimos f ∶ Ank Ð→ Amk como

f(a1, . . . , an) = (a1, . . . , an,0, . . . ,0).

É claro que isso também pode ser aplicado para variedades de Ank, por exemplo, a
projeção de uma hipérbola, ou seja, f ∶ V (xy − 1) ⊆ A2

k Ð→ A1
k definida por f(x, y) =

x. Note que neste exemplo, o conjunto de imagens é A1
k/ {0}.

(3) Uma função polinomial definida em uma linha afim: f ∶ A1
k Ð→ A3

k, dada por f(t) =
(t, t2, t3).

O seguinte lema, contém propriedades que são naturais nas variedades algébricas, as quais
serão utilizadas para introduzir a topología propria dos espaços afins e as variedades algébri-
cas em geral.

Lema 2.8. Seja X uma variedade algébrica. Então:

(i) Se S1 ⊆ S2 ⊆ k[x1, . . . , xn], então V (S1) ⊇ V (S2).

(ii) Se S1, S2 ⊆ k[x1, . . . , xn], então

V (S1) ∪ V (S2) = V (S1S2),

onde S1S2 = {fg ∣ f ∈ S1, g ∈ S2}. Em particular, união finita de variedades algébri-
cas, é uma variedade algébrica.
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(iii) Se J é um conjunto de indices e Si ⊆ k[x1,⋯, xn] para todo i ∈ J , então

⋂
i∈J
V (Si) = V (⋃

i∈J
Si).

Em particular, interseção arbitrária de variedades algébricas, é uma variedade algé-
brica.

Demonstração.

(i) Se x ∈ V (S2), por Definição 2.4 temos que f(x) = 0 para todo f ∈ S2. Como por
hipótese S1 ⊆ S2, temos que em particular f(x) = 0 para todo f ∈ S1 e portanto
x ∈ V (S1).

(ii) Primeiro mostraremos que V (S1) ∪ V (S2) ⊆ V (S1S2).

Se x ∈ V (S1) ∪ V (S2), então f(x) = 0 para todo f ∈ S1 ou g(x) = 0, para todo g ∈ S2.
Em qualquer caso, isso significa que (fg)(x) = 0, para todo f ∈ S1 e para todo g ∈ S2,
ou seja que x ∈ V (S1S2).

Por outro lado, provemos que V (S1S2) ⊆ V (S1) ∪ V (S2).

Se x ∉ V (S1) ∪ V (S2), então x ∉ V (S1) e x ∉ V (S2), assim, existem f ∈ S1 e g ∈ S2,
com f(x) ≠ 0 e g(x) ≠ 0. Logo (fg)(x) ≠ 0 e portanto x /∈ V (S1S2).

(iii) Temos que x ∈ ⋂i∈J V (Si) se, e somente se f(x) = 0 para todo i ∈ J , que é o caso se,
e somente se x ∈ ⋃i∈J Si.

Exemplo 2.9.

(1) O espaço afim Ank, é uma variedade algébrica, já que Ank = V (0). Análogamente, o
conjunto vazío ∅ = V (1), é uma variedade algébrica.

(2) Qualquer ponto a = (a1,⋯, an) do espaço afim Ank, é uma variedade algébrica, já que
{a} = V (x1 − a1,⋯, xn − an). Pelo Lema 2.8 item (ii), conjuntos finitos de Ank são
variedades algébricas. No caso especial de A1

k, note que o conjunto de zeros de um
polinômio não nulo em k[x1], é finito. Portanto, as variedades algébricas em A1

k são
exatamente A1

k e todos os conjuntos finitos.

(3) As variedades algébricas da forma V (f) são chamadas de hipersuperficie. Se o grau
de f é um, ou seja f(x1, . . . , xn) = anxn +⋯+ anxn ∈ k[x1, . . . , xn], X é chamado de
hiperplano. Uma hipersuperficie em A2

k é chamada de curva plana afim.

Observação 2.10. Pelo Lema 2.8 e o Exemplo 2.9 item (i), a coleção de variedades algébri-
cas em Ank, satisfazem os axiomas de uma topologia em Ank definida por fechados, a qual é
chamada de Topologia de Zariski de Ank. Na seção 2.1.1 veremos a definição formal, por
enquanto só algumas observações de utilidade.
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(i) Os conjuntos abertos nesta topologia são da forma

Ank /V (f1,⋯, fr) = Ank / (V (f1) ∩⋯ ∩ V (fr))

=
r

⋃
i=1
(Ank /V (fi))

onde f1, . . . , fr ∈ k[x1,⋯, xn]. Em particular, os conjuntos abertos, denotados como

D(f) ∶= Ank /V (f), f ∈ k[x1, . . . , xn],

geram a topologia de Zariski em Ank.

(ii) Na topologia geral existe a noção da topologia produto: Se X e Y são espaços topo-
lógicos, dizemos que X × Y tem uma estrutura natural de espaço topologico, tal que
um subconjunto de X × Y é aberto se, e somente se é união de produtos Ui × Vi, onde
Ui ⊂ X e Vi ⊂ Y são subconjuntos abertos, tal que i está em um conjunto arbitrario
indexado. Porém, a topología de Zariski de uma variedade de produtos afins X × Y
não é a topología produto, por exemplo: O conjunto V (x1−x2) = {(a, a) ∣ a ∈ k} ⊆ A2

k

é fechado na topología de Zariski, mas não na topología produto A1
k × A1

k.

Exemplo 2.11. Sejam An
2

k =Mn(k) e A ∈Mn(k) o espaço afim.

(1) Consideremos o polinômio determinante det ∈ k[xi,j ∣ 1 ≤ i, j ≤ n] e a variedade
algébrica dada por

V (det) = {X ∈ An
2

k ∣ det(X) = 0} ,

então, o subconjunto

GLn(k) = {X ∈Mn(k) ∣ det(X) ≠ 0} ⊆Mn(k),

é um aberto Zariski em o espaço afim An
2

k . Porém, também pode ser pensado como
um conjunto fechado Zariski, (ver Exemplo 2.87 item (3)).

(2) Consideremos o polinômio característico de A dado por

χ(x) = (x − λ1) ⋅ (x − λ2) ⋅ . . . ⋅ (x − λn),

onde cada λi, i ∈ {1, . . . , n}, é um autovalor de A. Note que χ(x) pode re-escreverse
assim

χ(x) = −(xn
n

∑
i=1
λi + x

n−1
n

∑
i,j=1,i<j

λiλj + . . . + x
0(λ1 ⋅ . . . ⋅ λn))

onde os coeficientes de χ(x) são funções polinomiais nas entradas da diagonal de A,
portanto χ(x) é a expressão

χ(x) = − (xnρ(λi) + x
n−1ρ(λiλj) + . . . + x

0ρ(λ1 ⋅ . . . ⋅ λn, )) .

Usaremos a notação ρk para indicar cada termo ρ(λk), para algúm k. O discrimi-
nante de χ(x) em termos de suas raízes é

D(χ(x)) =∏
k<l
(ρk − ρl)

2
,
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e se existe k < l tal que ρk = ρl, então D(χ(x)) = 0, portanto, existe uma variedad
algébrica

V (D(χ(x))) = {B ∈ An
2

k ∣D(χ(B)) = 0}.

Note que se ρk ≠ ρl com k < l, existe o abierto Zariski das matrizes diagonalizáveis,
com autovalores diferentes dois a dois, que denotaremos como

Diagρk≠ρl = An
2

k /V (D(χ(x))).

(3) Consideremos a variedade algébrica

V (
n

∏
i,j=1

xij) = {A ∈ An
2

k ∣
n

∏
i,j=1

aij = 0} ⊂ An
2

k ,

com∏n
i,j=1 xij ∈ k[xij ∣ 1 ≤ i, j,≤ n]. Portanto, temos aberto Zariski

Uπ = An
2

k /V (
n

∏
i,j=1

xij) ,

que é o conjunto de todas a matrizes cuadradas com entradas não nulas.

Definição 2.12. Seja J um ideal no anel R, denotaremos o radical de J por
√
J ∶= {f ∈ R ∣ fk ∈ J, k ∈ N} .

Um ideal J é dito de ideal radical se
√
J = J . Equivalentemente, um ideal J é um ideal

radical se J =
√
I para algúm ideal I , ou seja J é o radical para algúm ideal.

Lema 2.13. Para quaisquer ideais J, J1, J2 em k[x1,⋯, xn], temos que:

(i) V (
√
J) = V (J);

(ii) V (J1) ∪ V (J2) = V (J1J2) = V (J1 ∩ J2);

(iii) V (J1) ∩ V (J2) = V (J1 + J2).

Demonstração.

(i) Pelo Lema 2.8 temos que J ⊆
√
J por tanto V (

√
J) ⊆ V (J). Para a outra inclusão,

suponha x ∈ V (J) e f ∈
√
J , então fk ∈ J para algúm k ∈ N, portanto fk(x) = 0, em

particular f(x) = 0, ou seja x ∈ V (
√
J).

(ii) A primeira equação é sô a reformulação do Lema 2.8 (ii). A segunda, da parte (i), já
que
√
J1J2 =

√
J1 ∩ J2.

(iii) Esta parte é consequência direta do Lema 2.8, já que J1+J2 é o ideal gerado por J1∪J2.

Vamos estudar a correspondência que relaciona objetos geométricos (variedades algébricas)
à objetos algébricos (ideais), mas não a fondo, os detalhes podem ser vistos em [Eis95]. Já
atribuímos variedades algébricas a ideais na Definição 2.4 e Observação 2.5. Vamos agora
introduzir a definição dos ideais associados as variedades algébricas.
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Definição 2.14. Seja X ⊆ Ank uma variedade algébrica. O anel

I(X) ∶= {f ∈ k[x1,⋯, xn] ∣ f(x) = 0,∀x ∈X} ,

é chamado de ideal (polinomial) associado a X .

Observação 2.15.

(i) Note que I(X) definido em 2.14, é um ideal do anel de polinomios k[x1,⋯, xn].

(ii) Análogamente ao Lema 2.8, o ideal I(X) inverte inclusões, ou seja, se X1 ⊆X2 ⊆ Ank,
temos que I(X1) ⊇ I(X2).

O seguinte lema é um exemplo da Definição 2.14 e vamos usar o fato dado no Exemplo 2.9
item (ii). Veremos mais exemplos desta definição, no corrido do trabalho.

Lema 2.16. (Ideal de um ponto) Seja a = (a1, . . . , an) ∈ Ank um ponto. Então, o ideal
associado ao conjunto unita?io {a} é

I(a) ∶= I({a}) = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ .

Demonstração. Primeiro, se f ∈ I(a) então f(a) = 0. Isso significa que substituir cada
xi por ai em f , dá zero, ou seja que f é zero módulo (x1 − a1, . . . , xn − an). Por tanto
f ∈ ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.

Por outro lado, se f ∈ ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩, então f = ∑
n
i=1(xi − ai)fi, para alguns

f1, . . . , fn ∈ k[x1, . . . , xn] e portanto f(a) = 0, o que implica que f ∈ I(a).

Vimos que as variedades algébricas estão em correspôndencia um-para-um com os ideais
radicais através da Definição 2.14 e a Definição 2.4. Este é um resultado central da geometria
algébrica e álgebra comutativa, que vamos enunciar na seguinte proposição. Na literatura é
geralmente referida pelo nome alemão como Hilbert’s Nullstellensatz (Teorema dos zeros
de Hilbert), mas neste trabalho, sô vamos apresentar umas obsevações. Todas suas versões,
provas completas e com detalhes podem ser encontradas em [Eis95, Theorem 1.6, pp. 33].

Teorema 2.17. (Teorema dos Zeros de Hilbert.) Seja k um corpo algébricamente fechado,
então:

(i) Para qualquer variedade algébrica X ⊆ Ank temos que V (I(X)) =X;

(ii) Para qualquer ideal J em k[x1, . . . , xn], temos que I(V (J)) =
√
J .

Observação 2.18.

(i) Para a inclusão ⊇ na Teorema 2.17 item (i), temos que se x ∈ X então f(x) = 0, para
todo f ∈ I(X) e portanto x ∈ V (I(X)).

(ii) Para a inclusão ⊇ na Teorema 2.17 item (ii), temos que se f ∈
√
J então fk ∈ J , para

algum k ∈ N. Segue-se que fk(x) = 0, para todo x ∈ V (J) e portanto f(x) = 0, para
todo x ∈ V (J) e assim f ∈ I(V (J)). A outra inclusão é mais difícil de concluir e
poder ser visualizada em [Eis95].
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(iii) Agora, para a inclusão ⊆, na Teorema 2.17 parte (i), temos que como X é uma va-
riedade algébrica, concluimos que X = V (J), para algum ideal J . Pela parte (ii)
desta Observação, temos I(V (J)) ⊇

√
J ⊃ J e tomando o conjunto de zeros mais o

Lema 2.8 parte (i), obtemos V (I(V (J))) ⊆ V (J). Ou seja, V (I(X)) ⊆X .

(iv) Da Teorema 2.17 item (i) e item (ii), temos que I(X) é um ideal radical e utilizando
o Lema 2.8 item (i), mais a Observação 2.15 item (i), temos que em particular existe
uma bijeção de reversão de inclusão, ou seja

{Variedades algébricas em Ank}
1∶1
←→ {Ideais radicais em k[x1, . . . , xn]}

X z→ I(X)

V (J) ←Ð∣ J.

A seguir, apresentaremos exemplos que concentram o que foi estudado em: Definição 2.14,
Observação 2.15, Teorema 2.17 e Observação 2.18. Além disso, estes serão de grande utili-
dade no desenvolvimento deste trabalho.

Exemplo 2.19.

(1) Seja J P k[x1] um ideal radical não nulo. Como k[x1] é um dominio de ideais prin-
cipais, temos que J = ⟨f⟩, para um polinômio f = (x1 − a1)k1⋯(x1 − ar)kr , para
alguns pontos distintos a1, . . . , ar ∈ A1

k e k1, . . . kr ∈ N>0. Note que a variedade algé-
brica V (J) = V (f) = {a1, . . . , ar} ⊆ A1

k, contém zeros de f . Consequentemente, pela
Teorema 2.17, temos que

I(V (J)) =
√
J = ⟨x1 − a1, . . . , x1 − ar⟩ ,

é o ideal de todos os polinômios que se anulam em a1, . . . , ar (ver Lema 2.16). Note
que f é de qualquer ordem, mais ainda, o conjunto de zeros de um ideal, não vai
considerar as potências dos polinômios. Uma potência fk de um polinômio f , tem
o mesmo conjunto de zeros que f , portanto a informação das potências é perdida,
quando é aplicado o resultado da Teorema 2.17.

(2) O objetivo de este exemplo é mostrar que se k não for um corpo algébricamente fe-
chado, o Nullstellensatz não se cumpriria. Um ideal primo J = ⟨x21 + 1⟩ de R[x1],
é também ideal radical. Note o conjunto de zeros de J é vazío em A1

R, ou seja
I(V (J)) = I(∅) = R[x1] ≠ J =

√
J , mas isso é uma contradição para a Teorema 2.17.

(3) O ideal J = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ ⊂ k[x1, . . . , xn] é um ideal maximal porque

k[x1, . . . , xn]/ ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ ≅ k,

é um corpo e portanto também é ideal radical. Como seu conjunto de zeros está deter-
minado por V (J)−V ({a}), com a = (a1, . . . , an) ∈ Ank , concluimos pela Teorema 2.17
que o ideal do ponto a é

I({a}) = I(V (J)) =
√
J = J = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ .

(Ver Lema 2.16). De fato, pontos em Ank são claramente as variedades minimais não
vazias em Ank e pela bijeção de reversão de inclusão do Nullstellensatz enunciada na
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Observação 2.18 parte (iv), eles correspondem exatamente aos ideais maximais em
k[x1, . . . , xn]. Por tanto, a bijeção da Observação 2.18 parte (iv) restringe-se a uma
bijeção

{Pontos em Ank}
1∶1
←→ {Ideais maximais em k[x1,⋯, xn]} ,

assim, os ideais maximais considerados acima são, os únicos ideais maximais no anel
de polinômios.

Outra consequência importante da Teorema 2.17, e útil para este trabalho, é que os polinô-
mios e as funções polinomiais em Ank coinciden.

Definição 2.20. Sejam X ⊆ Amk e Y ⊆ Ank duas variedades algébricas. Um morfismo de
variedades algébricas é uma função f ∶XlongrightarrowY para a qual existem polinômios
p1 . . . , pn ∈ k[x1, . . . , xm] tais que

f ∶X Ð→ Y

az→ f(a) = (p1(a), . . . , pn(a)).

Observação 2.21. Sejam f, g ∈ k[x1, . . . , xn] dois polinômios que definem a mesma função
em An

k, ou seja f(x) = g(x) para todo x ∈An
k, então

f − g ∈ I(An
k) = I(V (0)) =

√
⟨0⟩ = ⟨0⟩ ,

portanto f = g em k[x1, . . . , xn]. Note que, k[x1, . . . , xn] pode ser pensado como o anel de
funções polinomiais em k[x1, . . . , xn]. Agora, vamos generalizar o anterior para qualquer
variedade algébrica X ⊆ k[x1, . . . , xn]. Dois polinômios f, g ∈ k[x1, . . . , xn] definem a
mesma função em X , ou seja f(x) = g(x) para todo x ∈ X , se, e somente se f − g ∈ I(X).
Então, o anel quociente k[x1, . . . , xn]/I(X) pode ser pensado como o anel de funções poli-
nomiais em X . A seguir, vamos formalizar o anterior.

Definição 2.22. O anel de todas as funções polinomiais em X , é o anel

k[X] ∶= {f ∶X Ð→ A1
k = k ∣ f é morfismo de variedades algébricas} ,

que será chamado de anel de coordenadas da variedade algébrica X .

Observação 2.23.

(i) O anel de coordenadas k[X] de uma variedade algébrica X é uma k−álgebra.

(ii) Como k[X] é uma k−álgebra, temos o seguinte morfismo sobrejetor de k−álgebras

k[x1, . . . , xn]↠ k[X],

que leva um polinômio para a função polinomial correspondente. O kernel de este
morfismo é exatamente

I(X) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] ∣ f(p) = 0,∀p ∈X} ,

e pelo teorema de ismorfismos temos que

k[X] ≅ k[x1, . . . , xn]/I(X).

Note que os elementos de k[X] podem ser pensados como clases laterais de polinô-
mios módulo I(X) ou como funções polinomiais em X . Além, k[X] é a k−álgebra
de funções de X gerada pelas funções coordenadas em X .
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Exemplo 2.24.

(1) Para X = Ank uma variedade algébrica, temos que o ideal associado à X é I(X) = 0,
portanto o anel de coordenada de X é k[X] ≅ k[x1, . . . xn].

(2) Seja
X = {(a, a2, a3) ∈ A3

k ∣ a ∈ k} = V (y − x
2, z − x3).

O anel de coordenadas é dado por k[X] = k[x, y, z]/ ⟨y − x2, z − x3⟩. Vamos verificar
que I = ⟨y − x2, z − x3⟩ é um ideal radical, já que k[X] é o quociente de k[x, y, z]
por
√
I = I(X). De fato, note que

k[x, y, z]Ð→ k[t]

xÐ→ t

y Ð→ t2

z Ð→ t3

com função inverso dado por tz→ x. Pelo Exemplo 1.6 item (3), k[t] é um domínio de
integridade e não tem nilpotentes, portanto I é um ideal radical, que de fato é primo.
Como I(X) = ⟨y − x2, z − x3⟩, pela Teorema 2.17, temos que

V (I) =X Ô⇒ I(X) = I(V (I)) =
√
I = I.

(3) Seja
X = {(a2, a3) ∈ A2

k ∣ a ∈ A1
k} = V (x

3 − y2).

O anel de coordenadas de X é k[X] = k[x, y]/ ⟨x3 − y2⟩.

Seguindo Definição 2.22 e a Observação 2.23, podemos pensar os elementos de k[X] como
funções em X e como elementos do quociente k[x1, . . . , xn]/I(X). Portanto, podemos usar
os anéis de coordenadas para definir os conceitos introduzidos até agora em um sentido
relativo, ou seja, vamos considerar os conjuntos de zeros de k[Y ] e variedades algébricas
contídas em Y , com Y uma variedade algébrica fixada, que será nosso ambiente. A seguinte
definição é análoga à Definição 2.4 e à Definição 2.14.

Definição 2.25. Seja Y ⊆ Ank uma variedade algébrica fixa. Temos que:

(i) Para um subconjunto S ⊆ k[X] de funções polinomiais em Y , definimos o conjunto
de zeros como

V (S) ∶= VY (S) ∶= {x ∈ Y ∣ f(x) = 0,∀f ∈ S} ⊆ Y.

Os subconjuntos de esta forma são variedades algébricas contídas em X e são cha-
madas de subvariedades algébricas afins de Y ou subvariedades algébricas.

(ii) Para um subconjunto X ⊂ Y , o ideal de X em Y é definido como

I(X) ∶= IY (X) ∶= {f ∈ k[X] ∣ f(x) = 0,∀x ∈X} ,

tal que IY (X) é um idel de k[Y ].
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Observação 2.26.
(i) Na mesma direção da Observação 2.23, temos que k[X] ≅ k[Y ]/IY (X), para qual-

quer subvariedade algébrica X de Y .

(ii) (Nullstellensatz) Como no Teorema 2.17, temos que VY (IY (X)) = X , para qualquer
subvariedade X de Y e IY (VY (J)) =

√
J , para qualquer ideal radical J de k[Y ],

dando origem à seguinte correspondência

{Subvariedades algébricas de Y }
1∶1
←→ {Ideais radicais em k[Y ]} .

2.1.1 Topologia de Zariski
Agora, nossa intenção é entender a Topología de Zariski e o impacto que ela tem na Geome-
tría Algébrica e neste trabalho. Mais ainda, vamos dar sua definição formal.

Definição 2.27. Seja X uma variedade algébrica. Definimos a Topología de Zariski em X
como a topología cujos conjuntos fechados são exatamente subvariedades algébricas de X ,
isto é, subconjuntos da forma V (S), para algúm S ⊆ k[X].

Observação 2.28.
(i) Pelos resultados dados no Lema 2.8, a Topologia de Zariski é uma topología.

(ii) O dito na Observação 2.10 e a Definição 2.27 coincide, já que subvariedades algébri-
cas de X são variedades algébricas contídas em X .

Exemplo 2.29. Comparada com a topologia clássica para o caso complexo, a Topologia de
Zariski não é usual, a seguir vamos ver um exemplo disto (para mais exemplos ver Observa-
ção 2.10).

A bola unitariaB = {x ∈ AnC ∶ ∣ x ∣≤ 1} na topologia clássica, é fechada em AnC, mas não é, na
Topologia de Zariski. Com efeito, pelo Exemplo 2.9 (ii), os subconjuntos fechados-Zariski
de A1 são sô os conjuntos finitos e A1. Em particular, o fecho de B na Topologia de Zariski
é todo A1. Intuitivamente, podemos dizer que os subconjuntos fechados na topologia Zariski
são muito "pequenos", e daí que os subconjuntos abertos são muito "grandes".

Observação 2.30. Um espaço topologico X é Hausdorff, se para elememtos arbitrarios
x, y ∈ X , com x ≠ y, existem conjuntos abertos U que contém x e V que contém y, tal
que U ∩ V = ∅. Na topologia de Zariski, não temos esta propriedade, já que quaisquer
dois conjuntos abertos não vazios se intersectam. Além disso, os subconjuntos abertos de
conjuntos irredutíveis são densos (Observação 2.33). Por exemplo, a variedade algébrica
V (x1x2) ⊂ A2

k, pode-se escrever como a união de dois eixos coordenados (ver Figura 1),
X1 = V (x1) e X2 = V (x2), que são também variedades algébricas.

X1

X2

X =X1 ∪X2

Figura 1
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Para motivar a seguinte definição, note que X1 e X2 não podem ser decompostos em
união de variedades algebricas mais pequenhas.

Definição 2.31. Uma variedade algébrica não vazía X ⊂ Ank é dita irredutível, se não pode-
se escrever como a união X = X1 ∪ X2 de conjuntos algébricos X1 e X2 propriamente
contídos em X . Caso contrario, X é dita redutível. O conjunto vazío não é considerado
irredutível.

Exemplo 2.32.

(1) Na topologia clássica o plano complexo A1
C é redutível porque pode-se escrever como

a união de subconjuntos fechados, assim

A1
C = {x ∈ C ∣∣ x ∣≤ 1} ∪ {x ∈ C ∣∣ x ∣≥ 1} .

Porém, A1
C é irredutível Zariski pelo Exemplo 2.9 item (2).

(2) A variedade algébrica V (x1x2) = V (x1) ∪ V (x2) ⊂ A2
k da Observação 2.30). não é

irredutivel.

Observação 2.33. (Subconjuntos abertos de espaços irredutíveis são densos). Pelo Exem-
plo 2.29 item (1), os subconjuntos abertos na topologia de Zariski, são muito grandes. Bre-
vemente, vamos formalizar o que isso significa. Sejam X um espaço topológico irredutível,
U e U ′ dois subconjuntos abertos de X . Então:

(i) A interseção U ∩ U ′ nunca é vazía. De fato, tomando os complementos, é justamente
o mesmo que dizer que a união de dois subconjuntos fechados proprios X/U e X ′/U ′,
não é igual a X , ou seja a definição de irredutivilidade.

(ii) Dizemos que U é denso em X , se o fecho de U , denotado como U , é todo X . Com
efeito, se Y ⊂X é qualquer subconjunto fechado que contém U , entaõX = Y ∪(X/U)
e como X é irredutivel e X/U ≠X , devemos ter que Y =X .

Proposição 2.34. Seja X ⊆ Ank uma variedade algébrica. Então, as seguintes condições são
equivalentes

(i) X é irredutível.

(ii) I(X) é um ideal primo.

(iii) k[X] = k[x1, . . . , xn]/I(X) é um domínio de integridade.

Demonstração.

(i)⇒ (ii) Suponha que X é irredutível, logo X ≠ ∅ e I(X) um ideal proprio. Sejam f, g ∈
k[x1,⋯, xn] tal que fg ∈ I(X), tem-se

X = (X ∩ V (f)) ∪ (V ∩ V (g)).

ComoX é irredutível, nós temos ou queX =X∩V (f) ou queX =X∩V (g), portanto
f ∈ I(X) ou G ∈ I(X). Assim I(X) é um ideal primo.
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(ii)⇒ (i) Suponha que I(X) é um ideal primo. Então I(X) é um ideal proprio, de modo que
X = V (I(X)) ≠ ∅. Sejam X1,X2 ⊆ Ank conjuntos algébricos, tal que X = X1 ∪X2.
Então I(X) = I(X1) ∩ I(X2). Como I(X) é um ideal primo, temos que ou I(X) =
I(X1) ou I(X) = I(X2). Por tanto, ou X =X1 ou X =X2. Logo X é irredutível.

(ii)⇔ (iii) É um caso particular da propiedade que I é um ideal primo se, e somente se R/I é um
domínio de integridade.

(i)⇒ (iii) Suponha que k[X] não é um domínio de integridade, ou seja que existem f, g ∈ k[X]
tais que fg = 0. Então X1 = V (f) e X2 = V (g) são fechados, não iguais a X , já que
f e g são não nulos e X1 ∪X2 = V (f) ∪ V (g) = V (fg) = V (0) = X . Portanto X é
reditível. Assim, k[X] é um domínio de integridade.

(iii)⇒ (i) Suponha queX é redutível, comX =X1∪X2 para subconjuntos fechadosX1,X2 ⊂X .
Pela bojeção da Observação 2.26 (ii), temos que I(Xi) ≠ {0} em k[X] para i = 1,2 e
assim, podemos escolher fi não nula em I(Xi). Então f1f2 se anulam emX1∪X2 =X .
Portanto f1f2 = 0 ∈ k[X], ou seja k[X] não é um domínio de integridade. Assim, X
é irredutível.

Observação 2.35. Seja Y uma variedade algébrica. Pela Observação 2.26 item (i), temos
que k[X] ≅ k[Y ]/IY (X), para qualquer subvariedade algébrica não vazía X de Y . Note
que k[X] é uma anel de integridade se IY (X) é um ideal primo. Portanto, pela Proposi-
ção 2.34, temos que a bijeção dada na Observação 2.26 fica restringida a

{Subvariedades algebricas irredutíveis não vazías em Y }
1∶1
←→ {Ideais primos em k[Y ]} ,

para qualquer variedade algérbica Y .

2.1.2 Dimensão
Uma importante aplicação da noção de irredutibilidade, para este trabalho, é a definição de
dimensão de uma variedade algébrica. Nós temos uma ideia geométrica, pelo menos no caso
de variedades complexas, de qual deve ser a dimensão de uma variedade algébrica: o número
das coordenadas que precisamos para descrever uma variedade algébrica X , localmente em
qualquer ponto. A ideia de construir a dimensão neste trabalho, usando a topologia de Zariski
é a seguinte: Se X é um espaço topológico irredutível, então qualquer subconjunto fechado
de X , diferente de X deve ter dimensão menor. Vamos formalizar esta ideia.

Definição 2.36. Seja X um espaço topologico não vazio.

(i) A dimensão de X , denotada como dimX , é o supremo sobre n ∈ N, tal que existe uma
cadeia

∅ ≠ Y0 ⊊ Y1 ⊊ ⋯ ⊊ Yn ⊂X

de comprimento n, de subconjuntos fechados irredutíveis Y1, . . . , Yn de X .

(ii) Seja Y um subconjunto fechado irredutível de X . Definimos a codimensão de Y em
X , denotada como codimXY , como o supremo de todos os n, tal que existe uma
cadeia

Y ⊊ Y0 ⊊ Y1 ⊊ ⋯ ⊊ Yn ⊂X

de subconjuntos fechados irredutíveis Y1, . . . , Yn de X , que contém Y .
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Observação 2.37.

(i) Neste trabalho denotaremos a dimensão de um k−espaço vetorial como dimkV e
dimX para a dimensão de um espaço topológico, como acima.

(ii) Intuitivamente, podemos dizer que cada Yi tem dimensão i em uma cadeia maximal
como na Definição 2.36 item (i), de modo que dimX = n. No mesmo sentido, cada Yi
na Definição 2.36 item (ii), deve ter dimensãoi + dimY = n, na cadeia maximal, tal
que n = dimX − dimY .

Exemplo 2.38.

(1) Se X é uma variedade algébrica não vazia então a dimensão de X , como espaço
topológico é dimX = 0. De fato, como os pontos são fechados em X , então todos os
subconjuntos de X são fechados e assim os únicos subconjuntos fechados de X são sô
os pontos. Portanto, sô existem cadeias de comprimento 0 de subconjuntos fechados
irredutíveis de X . Note que como X é redutível, não pode estar na cadeia.

Espaços topológicos finitos em geral não precisam ter dimensão 0. Se X = {a, b} é
um espaço topológico, os subconjuntos fechados irredutíveis são ∅ e {a}, assim X
tem dimensão 1 já que {a} ⊊ X é uma cadeia de comprimento 1. Note que {b} não é
fechado.

(2) Pelo Exemplo 2.9 item (2), o espaço afim A1
k tem dimensão 1, já que a cadeia maximal

de subconjuntos fechados não vazios de A1
k são exatamente {a} ⊊ A1

k para qualquer
ponto a ∈ A1

k. A codimensão de {a} em A1
k é 1.

(3) Em geral, o espaço afim Ank tem dimensão pelo menos n, já que existe uma cadeia

V (x1, . . . , xn) ⊊ V (x2, . . . , xn) ⊊ . . . ⊊ V (xn) ⊊ V (0) = Ank

de subconjuntos fechados irredutíveis de Ank de comprimento n.

Em geral, para variedades algébricas, precisamos dar um conceito da dimensão mais apro-
priado. Apresentaremos a dimensão de Krull de um anel e a codimensão de um ideal primo.

Definição 2.39. Seja R um anel.

(i) A dimensão de Krull de R, denotada como dimR, é o maior número n ∈ N, tal que
existe uma cadeia de ideais primos

p0 ⊊ p1 ⊊ p2 ⊊ ⋯ ⊊ pn

de comprimento n em R.

(ii) A codimensão de um ideal primo p em R, é o maior número n ∈ N, tal que existe uma
cadeia como em (i), com pn ⊂ p, denotada como codimRp (ou simplesmente codimp
se o anel é claro para o contexto).

Observação 2.40. A dimensão de uma variedade algébrica em relação a topologia de Za-
riski coincide com a dimesão de seu anel de coordenadas. Analogamente, para codimensão.
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Observação 2.41. Note que, pela Observação 2.35, as subvariedades algébricas fechadas
de uma variedade algébricaX , corresponde exatamente ao ideais primos em k[X], portanto
a dimensão de X é o supremo de todos os n, tal que existe uma cadeia I ⊋ I1 ⊋ ⋯ ⊇ In de
ideais primos em k[X].

Exemplo 2.42. A seguinte tabela ilustra as dimensãoes de Krull de alguns casos simples
e as cadeias de ideais primos de comprimento máximo. k denota um corpo, p um número
primo e n ∈ N.

Anel R dimR Uma cadeia maximal de primos
k 0 ⟨0⟩
Z 1 ⟨0⟩ ⊂≠ ⟨p⟩
k[t] 1 ⟨0⟩ ⊊ ⟨t − a⟩ para qualquer a ∈ C

k[x1, . . . , xn] ≥ n ⟨0⟩ ⊊ ⟨x1⟩ ⊊ ⋯ ⊊ ⟨x1, . . . , xn⟩

2.2 Anéis Locais e Localização
Na seção anterior, estudamos que as funções polinomiais de uma variedade algébricaX ∈ An,
formam o anel k[X], cujas propriedades refletem propriedades geométricas de X . Para o
objetivo neste trabalho, precisamos estudar o comportamento de X perto de um ponto dado
p ∈ X , em particular expresar suavidade em termos algébricos, por isso vamos introduzir o
conceito de anel local de funções OX,p (ver Definição 2.48), onde os elementos são funções
definidas emX perto de p, mais precisamente, as funções são definidas em vezinhanças aber-
tas Zariski de p em X , tal que duas de essas funções serão identificadas, se coincidir em uma
vezinhança suficentemente pequenha de p, na qual ambas funções estão definidas, ou seja
que identificando duas funções de esta forma, podemos definir uma relação de equivalência
e portanto os elementos de OX,p são classes de equivalência.

Ideia da Construção de OX,p

Aquí vamos esboçar a ideia da construção de OX,p. Na página siguente començamos com a
construção rigurosa que será dada em detalhe.
Como cada vizinhança aberta de p emX , contém uma vizinhança abertaDX(f) =X/VX(f)
(ver Observação 2.10 e Definição 2.25, ), onde f ∈ k[X] não se anula em p, é suficiente
estudar as funções que são permitidas em uma vizinhança deste tipo. Em DX(f), as funções
f e fm, são invertíveis, porque estamos deixando fora do conjunto aberto tudas aquelas que
vão se anular em algúm ponto. Munindo as potências invertidas e as funções polinomiais,
obtemos a k−álgebra k[X]f , cujos elementos podem ser pensados como frações da forma
g
fm , onde g ∈ k[X] com m ≥ 0 e duas frações da forma g

fm e g′

fm′ , definem a mesma função
em DX(f) se, e somente se gfm′ − g′fm ≡ 0, como funções em DX(f), ou seja

f(gfm
′
− g′fm) = 0 em todoX mas esto é f(gfm

′
− g′fm) = 0 ∈ k[X].

Assim, o anel nòs que estamos interessados, OX,p, é obtído invertindo todas as funções em
k[X], que não se anulam em p e suas elementos são frações do tipo g

h onde g, h ∈ k[X] com
h(p) ≠ 0 e onde duas de estas frações g

h e g′
h′ saõ identificadas se

gh′ − g′h = 0



52

em alguma vizinhança de p contida em DX(h) ∩DX(h′).

A construção de ambos anéis k[X]f e OX,p tem-se do seguinte principio algébrico: vamos
inverter os elementos de um subconjunto multiplicativo fechado S de um anel R. Note que
é natural inverter os elementos de subconjuntos multiplicativos fechados já que o produto de
dois elementos invertidos é um inverso do produto. Agora, o seguinte passo, é formalizar
todo o anterior em uma teoría consistente.

Construção de OX,p

Definição 2.43. Seja R um anel. Um conjunto multiplicativamente fechado S ⊂ R é um
subconjunto que é fechado para o produto, ou seja se s, t ∈ S, temos st ∈ S. Para um anel
com unidade, é chamado de um conjunto multiplicativamente fechado S ⊂ R um conjunto
multiplicativamente fechado com unidade, se 1 ∈ S.

Exemplo 2.44. Seja R um anel comutativo com unidade.

(1) Seja S o conjunto de divisores de zero não nulos em R. Então S é multiplicativamente
fechado. De fato, se a, b ∈ S então ab também não é um divisor de zero, já que
abc = 0, para algúm c ∈ R, esto implica que bc = 0, porque a ∈ S, então c = 0 já
que b ∈ S. De particular importância é o caso quando R é um domínio integridade.
Então S = R/ {0}, para qualquer domínio de integridade R e cada elemento diferente
não nulo r

s , é uma unidade em S−1R com inverso s
r . Portanto S−1R é um corpo,

chamado de corpo quociente deR. A motivação de este conceito, está motivada desde
o Exemplo 1.8 item (3).

(2) Sejam p ⊂ R um ideal primo. Então S = R/p é um conjunto multiplicativamente
fechado, já que se a ∉ p e b ∉ p então ab ∉ p, por definição de ideal primo. Note
que R/p, agora não é um conjunto multiplicativamente fechado com unidade, porque
1 ∈ p, para todos os ideais primos.

(3) Seja S = {1, f, f 2, . . .}, para qualquer f ∈ R. S é um conjunto multiplicativamente
fechado.

A seguinte definição é inspirada na construção de Frac(R) no Exemplo 1.8 item (3).

Definição 2.45. Sejam R um anel, S ⊂ R subconjunto multiplicativamente fechado e uma
relação de equivalência ∼ em R × S definida por

(r, s) ∼ (r′, s′) se, e somente se existe u ∈ S tal que u(rs′ − sr′) = 0.

Denotamos como r
s a classe de equivalência de (r, s) e

S−1R = {
r

s
∣ r ∈ R,s ∈ S} ,

ao conjunto de todas as classes de equivalência. Dizemos que S−1R é um anel, definindo as
operações

r

s
+
r′

s′
=
sr′ + s′r

ss′
, e

r

s
⋅
r′

s′
=
rr′

ss′
.
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onde o zero é dado por 0 = 0
1 e a identidade é dada por 1 = 1

1 . Este anel é chamado de
localização de R em S. Definimos o homomorfismo canônico de anéis

ι ∶ R Ð→ S−1R

r z→
r

1
,

cujo kernel é dado por

ker(ι) = {r ∈ R ∣ ur = 0 para algúm u ∈ S} .

Observação 2.46.

(i) Na Definição 2.45 a relação ∼ é reflexiva, simetrica e transitiva. Vamos sô estudar
a transitividade. Se (r, s) ∼ (r′, s′) e (r′, s′) ∼ (r′′, s′′), então existem u, v ∈ S com
u(rs′ − sr′) = v(r′s′′ − s′r′′) = 0 e assim

s′uv(rs′ − r′′s) = vs′′u(rs′ − r′s) + usv(a′s′′ − a′′s′) = 0,

o que significa que (r, s) ∼ (r′′, s′′), já que S é multiplicativamente fechado e por
tanto, s′uv ∈ S. Além note que as operações do anel S−1R são independentes da
eleção dos representantes.

(ii) Seja S ⊂ R. Pela Definição 2.45, ι envía cada elemento de S para uma unidade em
S−1R. Além disso, pelo meio de ι, S−1R é uma R−álgebra. Note que ι sô é injectiva
se S não contém divisores de zero.

(iii) Note que ι mapea um elemento r ∈ R para zero r z→ 0 se, e sómente se r é anulado
por um elemento de S. Assim, S−1R é zero se, e somente se 0 ∈ S.

Exemplo 2.47.

(1) Note que S = {1} é um conjunto multiplicativamente. A localização de R em S, é
S−1R ≅ R.

(2) Considere S como no Exemplo 2.44. item (2). A localização S−1R, é denotada como
Rp e é chamada de localização de R no ideal primo p. O conjunto das não unidades
de Rp, é o ideal dado por

pRp = {
p

r
∣ p ∈ p, r ∈ R/p} .

Vamos a aplicar o anterior para um caso muito interesante. Sejam X ⊆ Ank uma va-
riedade algébrica e k[X] seu anel de coordenadas. Pela Proposição 2.34, temos
que k[X] é um domínio de integridade e que I(X), é um ideal primo de k[X].
Pelo Exemplo 2.44 item (3), temos que S = k[X]/I(X) ⊂ k[X], é um subcon-
junto multiplicativamente fechado. Inverter todos os elementos não nulos de k[X],
é decrever S−1k[X] = k[X]I(X). Vejamos un exemplo particular. Considere a vari-
edade algébrica da Observação 2.30, X = V (x1x2) ∈ Ank e seu anel de coordenadas
k[X] = k[x1, x2]/ ⟨x1x2⟩. Queremos formalmente inverter todas as funções f ∈ k[X],
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que não se anulam em p = (1,0). Pela Definição 2.43 e o Lema 2.16, o conjunto mul-
tiplicativamente fechado S, é dado por

S = {f ∈ k[X] ∣ f(p) ≠ 0}

= k[X]/I(p)

= {f ∈ k[X] ∣ f ≠ ⟨x − 1, y⟩} .

Note que x1 ∈ S, já que não se anula em p = (1,0). Considere as funções 0 e x2
em k[X], diferente em um inicio. Porém, depois de localizar perto do ponto p e
restringir 0 e x2 à vizinhança de p, como por exemplo (x1 −C2)/0 = X/V (x1), onde
C2 = {x2 ∣ x1x2 = 0} assim as funções 0 e f são iguais. Ou seja, queremos

x2 =
x1
1
⋅
0

1
= 0

em S−1k[X]. De fato, u(x2 ⋅ 1 − 0 ⋅ 1) = 0 ∈ k[X], com u = x1 ∈ S. Note que
u desempenha um papel importante para nosso exemplo e em geral para a Defini-
ção 2.45, já que garante a localização e identifique as funções que queremos consi-
derar iguais, de fato, sem u a definição falha. Além disso, queremos que as funções
locais de X perto do ponto p, concordem com as funções locais da componente irre-
dutível V (x2) = (x1 − C2) perto do p. Intuitivamente, esperamos que a localização
S−1k[X], seja isomorfica à k−álgebra k[x1], depois de inverter todos os elementos
h ∈ k[x1]/I(p), portanto

kI(p) = k[x1] [
1

h
∣ h(p) ≠ 0] ⊂ Frac(k[x1]) = k(x1).

(3) Vamos localizar um anelR, no conjunto multiplicativamente fechado S = {1, f, f 2, . . .}
do Exemplo 2.47 item (3). Denotamos como Rf = S−1R a localização de R em S. En-
tão

Rf = {
r

fm
∣ r ∈ R,fm ∈ S,m ≥ 0} ,

onde r
fm =

rf
fm+1 e mais geralmente

r

fm
=
r′

fn
⇐⇒ fN(rfn − r′fm) = 0

para algum N ≥ 0. Note que se f é nilpotente, temos fN ∈ S, para algúm N e assim,
Rf = {0}. Mais ainda, Rf = 0 se, e somente se f é nilpotente. Agora, se R é um
domínio de integridade, temos

Rf = R [
1

f
] ⊂ Frac(R).

Em particular, seR = k[X] = k[x1, x2]/ ⟨x1x2⟩, como no item (2) e S = {1, x, x2, . . .},
então x2 = x2

1 é zero, já que x2 é anulado por x1 ∈ S, e assim

S−1k[X] ≅ k[X]x2 = k[x1, x
−1
1 ] ⊂ Frac(k[x1]) = k(x1).

Definição 2.48. Um anel R é chamado de anel local, se possui um único ideal maximal. Se
R é um anel local com ideal maximal m, o corpo = R/m é chamado de corpo residual de
R.
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Exemplo 2.49.

(1) Se k é um corpo qualquera, o único ideal maximal é m = {0}, por tanto qualquer
corpo é um anel local com corpo residual k/ {0}.

(2) Pelo Exemplo 2.19 item (3), temos que o anel de polinômios k[x1, . . . , xn] não é um
anel local. Mas, o anel das séries formais de potência kJx1K com coeficientes em k,
que consiste do conjunto de todas as expressões da forma

a0 + a1x1 + a2x
2
1 +⋯ ai ∈ k,

é um anel local com ideal maximal ⟨x1⟩ e corpo residual k. Mais geralmente, temos
que kJx1, . . . , xnK é local com ideal maximal ⟨x1, . . . , xn⟩, que é o complementar do
grupo das unidades de kJx1, . . . , xnK, definido como

kJx1, . . . , xnK× = { ∑
i1,...,in∈N

ai1...inx
i1
1 ⋯x

in
n ∣ a0,...,0 ≠ 0} .

O corpo residual de kJx1, . . . , xnK é

kJx1, . . . , xnK/ ⟨x1, . . . , xn⟩ = k.

Proposição 2.50. Sejam R um anel e p um ideal primo em R. Então, Rp é um anel local.

Demonstração. Seja Rp a localização de R em p, com p um ideal primo de R. Pela Defini-
ção 2.45, temos que existe uma inclusão de R em Rp dada por

ι ∶ R Ð→ Rp

r z→
r

1
.

Portanto, temos a identificação pz→ p
1 , com p ∈ p, e assim escrevemos o ideal

pRp = {
p

1
⋅
r

s
∣ p ∈ p, r ∈ R,s ∈ S}

= {
pr

s
∣ p ∈ p, r ∈ R,s ∈ S}

= {
p

s
∣ p ∈ p, s ∈ S} .

Vamos ver que pRp é um ideal maximal em Rp. Seja I ⊂ Rp um ideal, tal que I ⊈ pRp. Se
r ∈ p, então r

s ∈ pRp, mas como I ⊈ pRp, devemos ter que existe um elemento r
s ∈ I , tal que

r, s ∈ S e s
r é um elemento de Rp. Note que r

s ⋅
s
r = 1, logo I contém o elemento invertível rs ,

assim I = pRp, é um ideal maximal de pRp.

Por outro lado note que pRp, é o único ideal maximal em Rp. Note que a caracterização do
ideal maximal em pRp, o conjunto das não unidades de Rp, implica que pRp é o único ideal
maximal em Rp. De fato, qualquer ideal proprio m ⊊ Rp tem que estar contído no conjunto
das não unidades (já que de outra forma, m conteria uma unidade e isso implica que o ideal
é todo o anel), ou seja m ⊆ pRp e por tanto, se m é o maximal, temos que m = pRp.

Resumindo, temos que Rp é um anel local.
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Exemplo 2.51. Vamos localizar Z no ideal primo ⟨p⟩, com p primo. Ou seja

Z⟨p⟩ = {
a

b
∣ p ∤ b} ,

cujo ideal maximal é dado por

mp = pZ⟨p⟩ = {
a

b
∣ p ∤ a, p ∤ b} .

Note que o corpo residual é

Z⟨p⟩/mp
≅
Ð→ Z/ ⟨p⟩

a

b
↦ ab−1.

Teorema 2.52. (Propriedade universal da localização). Sejam R um anel, S ⊂ R um con-
junto multiplicativamente fechado e ι ∶ R Ð→ S−1R o função de localização. Para um anel
R′ denote por

HomS(R,R
′) = {ϕ ∈HomS(R,R

′
) ∣ φ(S) ⊆ R′/ {0}}

para os homomorfismos de R a R′. Temos uma bijeção natural

Hom(S−1R,R′)
≈
Ð→HomS(R,R

′)

ψ z→ ψ ○ ι,

cujo inverso leva ϕ ∈HomS(R,R′), em ψ ∈Hom(S−1R,R′) definido por

ψ (
r

s
) = ϕ(s)−1 ⋅ ϕ(r) com r ∈ R,s ∈ S.

Assim, para todo ϕ ∈HomS(R,R′), existe um único ψ ∈Hom(S−1R,R′) tal que o seguinte
diagrama comuta:

R R′

S−1R

ϕ

ι
∃!ψ

(2.1)

Demonstração. Note que ψ está bem definida, ou seja

r

s
=
r′

s′
∈ S−1R, r, r′ ∈ R e s, s′ ∈ S, (2.2)

então existe u ∈ S, tal que us′r = usr′ então ϕ(us′r) = ϕ(usr′), equivalente à

ϕ(u)ϕ(s′)ϕ(r) = ϕ(u)ϕ(s)ϕ(r′).

Portanto obtemos ϕ(s)−1ϕ(r) = ϕ(s′)−1ϕ(r′), pois ϕ(u), ϕ(s′), ϕ(s) ∈ R/ {0}. Basta notar
que a associação ϕz→ ψ é a inversa de ψ z→ ψ○ι, a assim provamos a propriedade universal
da localização.
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Corolário 2.53. (Localização comuta com passagem para quocientes por ideais). Sejam
R um anel, S um conjunto multiplicativamente fechado, I ⊂ R um ideal e S uma classe de
equivalência e a imagem de S em R/I . O função natural

R → S−1R Ð→ S−1R/I (S−1R) ,

induz o isomorfismo
S−1 (R/I) ≅ S−1R/I (S−1R) .

Exemplo 2.54.

(1) Considere a localização do Exemplo 2.47. O Corolario 2.53, é verdade, em particular
para

(R/I)p ≅ Rp/IRp.

(2) Consideremos como no Exemplo 2.47, o anel de coordenadas k[x1, x2]/ ⟨x1x2⟩. Pela
Observação 2.30, X = X1 ∪ X2, onde X1 = V (x1) = (x1 − eixo) e X2 = V (x2) =
(x2 − C2). Considere p = (1,0) ∈ X1/X2 e mp = I(p), como no Lema 2.16. Note
que qualquer f ∈ ⟨x2 ⊂ k[X2] = ⟩ é zero em k[X]mp , já que x1f = 0 ∈ k[X], onde
x ∈ S = k[X]/mp. Se I = x2k[X] ⊂ k[X], então Ik[X]mp , assim, como k[X]/
I ≅ k[x1] = k[X1], temos que

k[X]mp ≅ k[X]mp/Ik[X]mp

≅ (k[X]/I)mp

≅ k[X1]mp = k[x1] [
1

h
∣ h(p) ≠ 0] ⊂ k(x1).

Em geral, localizamos em um ponto p que pertencem apenas a um componente irre-
dutível, então o anel local em p coincide com o anel local da componente irredutível
em p.

Queremos agora considerar a k−álgebra de funções que são naturalmente definidas em um
aberto Zariski perto de um ponto p, tal que qualquer função que não se anule em p seja
invertível perto de p. Para motivar a seguinte definição, temos que em geral, para um espaço
topologico X , o germen de uma função perto de p ∈X , significam as funções f ∶ U Ð→ k,
definidas em uma vizinhança U ∈ X , de p, onde identificamos dois de estas funções U → k
e U ′ → k se elas coincidem em uma vizinhança de p. Assim, um germen é uma classe de
equivalência, que neste trabalho vamos denotar como [(U, f)]

Definição 2.55. Sejam X ⊆ Ank uma variedade algébrica e p ∈ X um ponto. Uma função
f ∶ U Ð→ k, definida em uma vizinhança de p, é chamada de regular no ponto p, se em
algum aberto W ⊂ U , as seguintes funções são iguais

f =
g

h
,

para algúm g, h ∈ k[X], e h(w) ≠ 0, para todo w ∈ W . Denotamos como OX(U) a
k−álgebra de funções regulares f ∶ U Ð→ k em todos os pontos de um aberto U ⊂X .

Observação 2.56. Neste trabalho vamos denotar como OX,p à k−álgebra de germes de
funções regulares em p. Se temos as classes de equivalência de pares (U, f), com p ∈ U ⊂X ,
onde U é aberto, e f ∶ U Ð→ k uma função regular, podemos identificamos (U, f) ∼ (V, g)
se f ∣W = g∣W sobre um aberto p ∈W ⊂ U ∩ V .
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Exemplo 2.57.

(1) Para qualquer f ∈ k[X], temos que f ∶ X Ð→ k é regular em cada ponto, por
exemplo, se consideramos U = X e f = f

1 . No Lema 2.58, vamos ver que funções
regulares em cada ponto de X , sempre surgem desta forma, e portanto

OX(X) ≅ k[X].

(2) Sejam X = A1
k e m ∈ N. Temos que

f ∶ U =Dx = A1
k/ {0}Ð→ k

xz→ f(x) =
1

xm
,

é regular em qualquer ponto p ∈ U , assim f ∈ O(U).

(3) Sejam a variedade X = V (x1x2) ⊂ A2
k considerada na Observação 2.30 e U =

X/V (x2) = (x1 −C2)/ {0}. Temos que

f ∶ U Ð→ k

(x1, x2)z→ f(x1, x2) =
x2
x1
∈ O(U),

mas (U, f) ∼ (U,0), já que pelo Exemplo 2.47 item (2),

y = 0 ∶ U Ð→ k,

e assim [(U, f)] = 0.

Lema 2.58. Seja X ∈ Ank e p ∈X um ponto. Então

OX,p ≅ k[X]mp ,

onde mp = I(p) = {f ∈ k[X] ∣ f(p) = 0} é o ideal maximal correspondente ao ponto p.

Demonstração. Vamos provar que o isomorfismo está definido como

OX,p
≅
Ð→ k[X]mp

(U, f)↦
g

h

onde f ∣U =
g
h , para g, h ∈ k[X], h(p) ≠ 0. A função está bem definida, já que

0 ≠ h(p) ∉ p portanto
g

h
∈ k[X]mp .

Mais ainda, se (U, f) ∼ (U ′, f ′), então g
h =

g′
h′ em um aberto p ∈Ds ⊂ U ∩U ′, onde s ∈ k[X],

portanto (gh′ − g′h) = 0 em Ds. Como s(p) ≠ 0, temos que s ∉ mp. Assim,

s(gh′ − g′h) = 0,

em todo X e portanto s(gh′−g′h) ≡ 0 ∈ k[X]. Concluimos que g
h =

g′
h′ está k[X]mp . Agora,

vamos construir a função inversa. Para h ∉ mp, seja U =Dh, então

g

h
z→ (U,

g

h
).
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Mais ainda, se g
h =

g′
h′ em k[X]mp , e portanto

s(gh′ − g′h) = 0,

para algúm s ∈ k[X]/mp. Então s(p) ≠ 0, com p ∈ Ds e gh′ − g′h = 0 em Ds. Note
que construimos duas funções, uma inversa da outra, por tanto, temos o isomorfimo que
queríamos.

Exemplo 2.59. Para uma variedade irredutível X , obtemos um domínio de integridade
k[X], então o Lema 2.58, torna-se

OX,p = k[X]mp = k[X] [
1

h
∣ h(p) ≠ 0] ⊂ k(X).

Observação 2.60. Vamos aprensetar uma conclusão importante desta seção. Temos a se-
guinte correspondência

{
Variedade irredutíveis Y ⊂X

que pasam pelo ponto p }
1∶1
←→ {Ideais primos em OX,p}

Y = V (J) ←→ J ⋅OX,p = {f ∈ OX,p ∣ f(Y ) = 0}

onde J = I(Y ). Em particular, o ponto Y = {p}, corresponde ao ideal maximal mpOX,p ⊂
OX,p e pela Proposição 2.50, temos que é o único ideal maximal e seu quociente é uma
cobertura para todo o corpo k, ou seja

OX,p/mpOX,p
≅
Ð→ k

g

h
↦
g(p)

h(p)
.

Na seguinte seção, vamos aprensentar a aplicação do estudado neste capítulo, para intoduzir
o um dos conceitos mais importantes de este trabalho, o espaço tangente de Zariski.

2.2.1 Propriedades Geométricas Locais
Nesta seção vamos estudar as propriedades geométricas locais, no sentido que elas refletem
o comportamento da variedade algébrica X perto de um ponto dado p ∈ X . Motivados
pelos conceitos da geometría diferencial (ver [Lee13]), a propriedade local básica será a
suavidade e assim definiremos o conceito de espaço tangente de Zariski. Intuitivamente, p é
um ponto suave de X se o espaço tangente TpX aproxima X perto de p, no caso contrário,
diremos que p é um ponto singular de X . Aqui, vamos definir TpX sobre um corpo k
algébricamente fechado, e não é necessário nenhum processo do limite como no cálculo
diferencial. Comenzaremos com algumas noções de derivação.

2.2.2 Derivações
Definição 2.61. Sejam R é um anel e M é um R−modulo. A função de grupos abelianos
D ∶ R Ð→M é chamada uma derivação, se satisfaz a regra de Leibniz

D(fg) = fDg + gDf, para f, g ∈ R
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Observação 2.62. Se R é uma k−álgebra, então dizemos que D é uma derivação k−linear,
se é um função de k−módulos. Denotamos como Derk(R,M) o conjunto de todas as deri-
vações k−lineares e existe um R−module natural, com a multiplicação definida como

bD ∶ f z→ b(D(f)) onde b(D(f)) ∈M.

Exemplo 2.63. Seja R = k[x, y] o anel de polinômios em duas variáveis. Então, a derivada
parcial

k[x, y]Ð→ k[x, y]

f(x, y)z→
∂f

∂x
+
∂f

∂y

é uma derivação de R para ela mesma.

Construção do módulo de diferenciais de Kähler.

Sejam R e C anéis e N um ideal de C, com N2 = 0. Sejam j ∶ C Ð→ C/N , o morfismo
natural (ver Observação 1.16), u,u′ ∶ R Ð→ C dois homomorfismos de anéis tal que

ju = ju′, e d = u′ − u.

Note que u e u′ induzem a mesma estrutura de R−módulo em N e assim, D ∶ R Ð→ N é
uma derivação. De fato

u′(fg) = u′(f)u′(g) = (u(f) +D(f))(u(g) +D(g))

= u(fg) + fD(g) + gD(f).

Por outro, se u ∶ R Ð→ C é um homomorfismo e D ∶ R Ð→ N é uma derivação, em relação
à estrutura do R−módulo N induzida por u, então u′ = u +D é um homomorfismo. Agora,
sejam k é um anel e R uma k−álgebra e S = R ⊗k R. Considere o homomorfismos de
k−álgebras

ε ∶ S Ð→ R λ1 ∶ R Ð→ S λ2 ∶ R Ð→ S

(r ⊗ r′)z→ rr′ r z→ r ⊗ 1 r Ð→ 1⊗ r.

Assim, S = R ⊗k R é uma R−álgebra via λ1. Denotamos o kernel de ε, por IR/k, mas,
por simplicidade de notação, sô I e I/I2 = ΩR/k. Note que os S−módulos I , I2 e ΩR/k,
são também R−módulos, via λ1 ∶ R Ð→ S. O R−módulo ΩR/k, é chamado de módulo de
diferenciais ou diferencial de Kähler de R sobre k. Temos que ελ1 = ελ2 = idk e um
homomorfismo natural νS Ð→ S/I2 e se escrevemos

d∗ = λ2 − λ1 e δ = νd∗

e obtemos a derivação d ∶ R Ð→ ΩR/k. Tal que S/I2 = νλ1(A) ⊕ΩR/k, como R−módulos,
então S = λ1(R)⊕ I . Se identificamos νλ1(R) com R, obtemos

S/I2 = R⊕ΩR/k.

Em outras palavras, S/I2 é uma extensão trivial de ΩR/k por R.
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Teorema 2.64. Seja R um anel. O R−módulo ΩR/k munido com d, cumpre a seguinte
propriedade universal: Se D é uma derivação de R sobre k em um R−módulo M , então
existe um única função h ∶ ΩR/k Ð→M , tal que D = hd.

R M

ΩR/k

D

d
∃!h

Demonstração. Para S = R⊗k R, temos que

x⊗ y = xy ⊗ 1 + x(1⊗ y − y ⊗ 1) = ε(x⊗ y) + xd∗y.

Portanto, se ∑i x⊗ y1 ∈ I = ker(ε), então

∑
i

xi ⊗ yi =∑
i

xid
∗yi.

Note que d∗y modI2 = dy, qualquer elemento de ΩR/k = I/I2, tem a forma ∑i xidyi, com
xi, yi ∈ R. Em outras palavras, ΩR/k é gerado por {dy ∣ y ∈ R} como R−módulo. Assim, h é
única. Pela existência de h, tomamos uma extensão trivial R ⋆M e definimos o homomor-
fismo de R−álgebra

ϕ ∶ S = R⊗k R Ð→ R ⋆M

x⊗ y z→ ϕ(x⊗ y) = (xy, xD(y))

Tal que ϕ(I) ⊆ M e M2 = 0, temos ϕ(I) = 0, então, para dy ∈ ΩR/k, temos que ϕ induz
um homomorfismo ϕ̂ de R−álgebras. Usaremos a notação R⋆ΩR/k para a restrição definida
como

ϕ̂ ∶ S/I2 = R ⋆ΩR/k Ð→ R ⋆M

(y, dy)z→ ϕ̂(y, dy) = ϕ(d∗y) = ϕ(1⊗ y − y ⊗ 1) = (0,Dy).

Esto implica uma função R−linear h ∶ ΩR/k Ð→M , tal que h ○ d =D.

Observação 2.65. Uma consequência direta do Teorema 2.64, é o isomorfismo canônico de
R−módulos

Derk(R,M) ≅HomR(ΩR/k,M),

dado por D z→ (ΩR/k Ð→M,df z→Df).

Definição 2.66. Sejam f ∈ k[x1, . . . , xn] um polinômio, x = (x1, . . . , xn) e p = (a1, . . . , an) ∈
Ank um ponto. O diferencial de f em p, denotado como dpf , é definido como

dpf = ⟨df ∣x=p, x − p⟩ =
n

∑
i=1

∂f

∂xi
(p)(xi − ai) ∈ k[x1, . . . , xn].

Observação 2.67. Lembre que a expansão de Taylor em p = (λ1, . . . , λn), é dada por

f = f(p) +
∂f

∂xn
∣
p

(x1 − λ1) +⋯ +
∂f

∂xn
∣
p

(xn − λn)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
parte linear em torno de p

+
1

2

∂2f

∂x2
∣
p

(x1 − λ1)
2
+⋯

+ (
1

i1!

∂i1

∂xi11
)⋯(

1

in!

∂in

∂xinn
) f ∣

p

(x1 − λ1)
i1⋯ (xn − λn)

in .
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Exemplo 2.68. Seja p = 0. Pela Observação 2.67, temos que

f(x) = f(0) + a0x0 + . . . + anxn + . . . ,

onde a parte linear desta expansão de Taylor é d0f = ∑ni=1 aixi.

Definição 2.69. SejaX ⊆ Ank uma variedade algébrica e p ∈X um ponto. O espaço tangente
de X no ponto p, com I(X) = ⟨f1, . . . , fN⟩, é definido como

TpX = V (dpf1, . . . , dpfN) =⋂
i

ker(dfi) ⊆ Ank.

Observação 2.70.

(i) O espaço tangente TpX é uma interseção de hiperplanos (ver Definição 2.9) V (dpf),
portanto TpX é uma subvariedade linear.

(ii) Para p ∈ TpX , TpX é o plano que "melhor"aproxima X perto de p.

(iii) Fazendo uma translação −p+ TpX , obtemos o espaço vetorial que "melhor"aproxima
X perto de p, com 0 correspondente a p. Este também é um espaço tangente.

Exemplo 2.71.

(1) Sejam X = Ank e I(X) = 0 (ver Exemplo 2.24 item (1)), TpAnk = Ank.

(2) Seja a variedade algébrica

X = V (y2 − x3) = {(t2, t3) ∣ t ∈ k} ,

determinada por f = y2 − x3. Se p = (t2, t3), temos que

df = −3x2dx + 2ydy = [
−3x2

2y
]

dpf = −3t
4(x − t2) + 2t3(y − t3).

Para t ≠ 0, TpX = ker dpf , é a linha reta, de 1 dimensão, perpendicular à (−3t4,2t3),
(ver Figura 2). Mas, em t = 0, temos que dpf = 0, então TpX = V (0) = k2 e é de
dimensão 2.

X

TpXdpF

Figura 2

p
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Observação 2.72. Lembre-se que uma linha através de p tem a forma ℓ(t) = p + tv, para
algúm v ∈ kn. Uma reta, é chamada de tangente para X em p, fi(ℓ(t)), tem raiz repetida
em t = 0. Assim, TpX é a união de todas as linhas tangentes de X em p. De fato, sabemos
que t = 0 é uma raiz, já que fi se anula em p ∈X .

Para a seguinte definição, vamos utilizar a notação dada na Observação 2.37.

Definição 2.73. Sejam X ⊆ Ank e p ∈ X . Dizemos que p é um ponto suave, se dimkTpX =
dimpX . Um ponto p é dito de singular, se dimkTpX > dimpX . Denotamos o conjunto de
todos os pontos singulares como Sing(X) ⊂X .

Observação 2.74. Na Definição 2.73, dimpX é a dimensão da componente irredutível de
X que contém p.

Teorema 2.75. Sejam X uma variedade algébrica irredutível de dimensão d, um polinômio
f ∈ k[x1, . . . , xj] e o ideal I(X) = ⟨f1, . . . fN⟩. Então Sing(X) ⊂ X é uma subvariedade
algébrica, dada pela variedade em X , de todos os menores de tamanho (n−d)× (n−d), da
matriz Jacobiana

Jac(f) = [
∂fi
∂xj
] .

Demonstração. De fato, para p ∈X , TpX é o conjunto de zeros de

φp ∶

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1
⋮
xn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

z→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∂f1
∂x1
∣
p
⋯ ∂f1

∂xn
∣
p

⋮ ⋱ ⋮
∂fn
∂x1
∣
p
⋯ ∂fn

∂xn
∣
p

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1 − p1
⋮

xn − pn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

portanto, p ∈ Sin(X) se, e somente se dimφ−1p > d, tal que dim ker(Jacp(f)) > d. Mas
isso acontence, se, e somente se todos o menores de tamanho (n − d) × (n − d), se anulam.
De outra forma, nós encontraríamos colunas linearmente independente n − d, e portanto a
dimensão do posto, seria a pelo menos n − d, logo o a dimensão do kernel seria pelo menos
d.

Exemplo 2.76. No Exemplo 2.71 item (2), f = y2−x3, portanto Jac(f) = [−3x2 2y], n = 2
e d = 1. Assim, todos o menores de tamanho 1 × 1, se anulam quando (x, y) = (0,0).

No seguinte teorema, vamos utilizar a notação dada na Definição 2.55 e o Lema 2.58.

Teorema 2.77. Sejam X uma variedade algébrica, p ∈ X e o ideal maximal de OX,p, dado
por

mp = {
F

G
∈ OX,p ∣ F (p) = 0} .

Então, canônicamente, temos que

TpX ≅ (mp/m
2
p)
∗
.

Demonstração. Sem perda de generalidade, vamos assumir p = 0 ∈ Ank. Sejam

k[An] ⊃ m = {F ∶ Ank Ð→ k ∣ F (0) = 0} = ⟨x1, . . . , xn⟩

k[X] ⊃ m = {F ∶X Ð→ k ∣ F (0) = 0} = m ⋅ k[X] = m + I(X)

OX,0 ⊃ m0 = {
F

G
∣ F,G ∈ k[X],G(0) ≠ 0, F (0) = 0} = m ⋅OX,0,
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ideais maximais respectivamente. Provemos o teorema para X = Ank. Note que d0F =
∂Fn

∂xi
∣
0
⋅ xi é um funcional linear. Utilizando o Exemplo 2.71 item (3), temos que

T0Ank ≅ Ank Ð→ Ank,

portanto d0F ∈ (T0Ank)
∗
, e assim

d0 ∶ k[x1, . . . , xn]Ð→ (T0Ank)
∗

F z→ d0F,

onde d0 é linear, já que
d0(λF + µG) = λd0F + µd0G.

Note que se restringimos d0 à o ideal maximal m = ⟨x1, . . . , xn⟩ daqueles F , com F (0) = 0,
obtemos

d0∣m ∶ mÐ→ (T0A
n
k)
∗
,

talque d0∣m é linear e sobrejetora, porque d0xi = xi e mais ainda, são bases para (T0Ank)
∗
.

Note que ker(d0∣m) = m2 e portanto

d0∣m ∶ m/m
2 Ð→ (T0Ank)

∗
,

é um isomorfismo. De fato,

d0f = 0⇐⇒
∂f

∂xi
(0) = 0

⇐⇒ f ∈ m2,

já que f sô tem monomios de grau ≥ 2. Agora, vamos provar o teorema para o caso geral,
X . Note que inclusão ι ∶ T0X ↪ T0Ank é injetora e o dual, explicitamente, ι∗ é a função
restringida assim

ι∗f = f ○ ι = f ∣T0X ∶ T0X
ι
Ð→ T0Ank

f
Ð→ k,

é sobrejetora
ι∗ ∶ m/m2 ≅ (T0Ank)

∗
Ð→ (T0X)

∗
,

portanto ι∗ ○ d0 ∶ m Ð→ (T0X)
∗, é sobrejetora. Agora, como m denota a imagem de m no

quociente k[X] = R/I(X), precisamos verificar que o ker(ι∗ ○ d0) = m2 + I(X) = m2 ⊂
k[X], já que m/ (m2 + I(X)) ≅ (T0X)

∗. Note que

f ∈ ker(ι∗ ○ d0)⇐⇒ ι∗d0f = df ∣T0X = 0

⇐⇒ d0f ∈ I(T0X)

⇐⇒ d0f ∈ ⟨d0f1, . . . d0fN⟩ , onde I(X) = ⟨f1, . . . , fn⟩

⇐⇒ d0f =
n

∑
i=1
aid0fi, onde ai ∈ k[x1, . . . , xn]

⇐⇒ d0 (f −
n

∑
i=1
aid0fi) = −(

n

∑
i=1
d0ai) ⋅ fi(0) = 0, 0 = p ∈ V (f1, . . . , fN)

⇐⇒ f −
n

∑
i=1
aifi ∈ ker(d0∣m) = m

2

⇐⇒ f ∈ I(X) +m2.
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Além, como I(X) ⊂ m, e já que f ∣X = 0, implica f ∣p = 0, podemos concluir que

(TpX)
∗
≅ m/ (m2 + I(X)) ≅ m/m2,

onde o último isomorfismo é dado pelo teorema de isomorfismos, ou seja, fazendo o quoci-
ente do numerador pelo denominador por um submódulo comum I(X), assim

mÐ→ m/m2,

onde a função é sobrejetiva, com kernel m2 + I(X). Agora, vamos localizar, é dizer vamos
provar o seguinte isomorfismo

φ ∶ m/m2 ≅Ð→ m0/m
2
0

F z→
F

1
.

Vejamos que φ é sobrejetora. Para F
G ∈ mX,0, seja c = G(0) ≠ 0, então temos que

φ(
F

c
) −

F

G
=
F

c
−
F

G
=
F

1
⋅ (

1

c
−

1

G
) ∈ m0,

já que F
1 ∈ m0 e (1c −

1
G
) ∈ m0, e concluimos que φ (Fc ) =

F
G módulo m2

0. Falta provar que
φ é injetora. Vamos ver que ker(φ) = 0. Suponha F

1 ∈ m
2
0. Note que m2

0 é finitamente
gerado pelo produtos de quaisquers dois elementos de m0, então considermos toda a soma
de produtos, ou seja

F

1
=

n

∑
i=1

Gi

Hi

⋅
G′i
H ′i

onde Gi,G′i ∈ m e Hi,H ′i ∈ k[X]/m. Vamos tomar denominadores comuns e redefinir Gi,
para obter

F

1
=
∑
n
i=1GiG′i
1

,

para algúm H ∈ k[X]/m. Então,

s ⋅ (FG −
n

∑
i=1
GiG

′
i) = 0 ∈ k[X],

para algúm s ∈ k[X]/m, assim sFH ∈ m2 = m + I(X). Como f ∈ m, temos que (sH −
s(0)H(0))F ∈ m2, já que sH − s(0)H(0) e F , se anulam em 0. Assim, s(0)H(0)F ∈ m2,
forzando que F ∈ m2. Portanto F

1 = 0 ∈ m/m
2, como precisávamos. E assim provamos todo

o teorema.

Observação 2.78.

(i) O espaço vetorial mp/m2
p, é chamado de espaço cotangente de X no ponto p.

(ii) Uma consequência direta do Teorema 2.77, é o isomorfismo

TpX ≅ (Ip/I
2
p)
∗
,

onde Ip = ⟨x1 − p1, . . . , xn − pn⟩ ⊂ k[X].
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(iii) Note que TpX é independente da eleção de fi, com I(X) = ⟨f1, . . . , fN⟩ e é indepen-
dente da eleção de X ⊂ Ank, em outras palavras, o isomorfismo é invariante. Vamos
formalizar este comentario em um Corolario.

Corolário 2.79. TpX sô depende de uma vizinhança aberta de p ∈X .

Demonstração. Pelo Teorema 2.77, TpX sô depende do anel local OX,p, cujo único ideal
maximal é m ⋅OX,p.

Definição 2.80. Sejam X ⊆ Ank uma variedade algébrica e p ∈ X um ponto. Definimos o
espaço tangente Zariski de X em p, por

TpX ≅ (mp/m
2
p)
∗
.

Observação 2.81. Para F ∶X Ð→ Y um morfismo de variedades algébricas, tem-se que:

(i) Existe um homomorfismo de anéis locais

F ∗ ∶ OY,F (p) Ð→ OX,p

mF (p) Ð→ mp

g z→ F ∗g ∶= g ○ F.

já que g(F (p)) = 0 implica (F ∗g)(p) = 0.

(ii) Podemos construir uma função derivação

DpF ∶ TpX Ð→ TF (p)Y.

Com efeito, por (i), temos que F ∗(mF (p)) ⊂ mp, então F ∗(m2
F (p)) ⊂ m

2
p e assim

F ∗ ∶ mF (p)/m
2
F (p) Ð→ mp/m

2
p,

e seu dual define a função de derivação

DpF = (F
∗)∗ ∶ (mp/m

2
p)
∗
Ð→ (mF (p)/m

2
F (p))

∗
.

(iii) Localmente, para abertos Zariski em torno dos pontos p e F (p), podemos identificar
DpF com a matriz Jacobiana de F . Mais precisamente, note que localmente, F ∶
Ank Ð→ Amk , com p = 0 e F (p) = 0, onde a matriz Jacobiana Jac(F ) = [∂Fi

∂xj
] age por

multiplicação à esquerda assim

Ank ≡ T0A
n
k Ð→ Amk ≡ T0A

m
k .

Exemplo 2.82. Sejam A1
k e V (y − x2) ⊂ A2

k duas variedades algébricas e

F ∶ A1
k Ð→ V (y − x2) ⊂ A2

k

tz→ F (t) = (t, t2)

um morfismo de variedades algébricas, tal que F (0) = (0,0). Para A1
k temos que

m0 = t ⋅ k[t]⟨t⟩ ⊂ k[t]⟨t⟩,
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ou seja, invertemos qualquer elemento que não seja um múltiplo de t. Para A2
k, temos que

mF (0) = ⟨x, y⟩ ⋅ (k[x, y]/ ⟨y − x
2⟩)⟨x,y⟩ ⊂ (k[x, y]/ ⟨y − x

2⟩)⟨x,y⟩ .

Note que a função F ∗ da Observação 2.81, para nosso exemplo está definida como

ax + by +⋯ ∈ mF (0)/m
2
F (0) z→ at + at2 = at ∈ m0/m

2
0

e portanto
D0F = (F

∗)∗ ∶ t∗ z→ x∗,

onde t∗(at) = a e x∗(ax + by) = a, e podemos concluir que D0F = [
1
0
], nas bases x∗, y∗ do

conjunto de contradominio e nas bases t∗ no dominio. Note que esto coincide com a matriz
Jacobiana de derivadas parciais

D0F = [
∂F1

∂t
∣
0

∂F2

∂t
∣
0

] = [
1
2
]∣
t=0
= [

1
0
]

O seguinte teorema é uma das conclusões principais deste capítulo. Precisaremos de toda a
teoría estudada, mas, principalmente, a Definição 1.10, a Definição 1.17, a Definição 2.61,
a Definição 2.55 e a Observação 2.56. O que denotamos como TpX , no Teorema 2.77, vai
corresponder á p + TpX no teorema a seguir, já que queremos expressar TpX como espaço
vetorial e não como um plano afim transladado. O objetivo é resaltar a importância do
conceito do espaço tangente, neste trabalho, e sua relação com o diferencial de Kähler.

Teorema 2.83. Seja X = V (f1, . . . , fn) ⊆ Ank. As seguintes definições são equivalentes:

(i) Escrevemos ℓv(t) = p + tv, para a reta em Ank, através de p com vetor velocidade v.
Assim, TpX , é a união dos ℓv, tal que todos os fj(ℓv(t)) de ordem ≥ 2, em t = 0, se
anulam. Note que p + TpX ⊂ Ank.

(ii) Seja dpf = ∑
n
i=1

∂f
∂xi
(p)(xi − ai). Assim, p + TpX é a interseção de hiperplanos e

escrevemos
p + TpX = V (dpf1, . . . , dpfN) ⊂ Ank.

(iii) Seja o operador Dpf ⋅v = ⟨∂f(p), v⟩ = ∑
n
i=1

∂f(p)
∂xi
(vi). Assim, TpX é o espaço vetorial

TpX = ker(Dpf1) ∩⋯ ∩ ker(DpfN) ⊂ k
n.

(iv) Seja Jac(f) = [ ∂fi∂xj
] a matriz Jacobiana de f = (f1, . . . , fN) ∶ Ank Ð→ ANk , portanto

X = f−1(0). Assim, temos
TpX = ker(Jac(f)).

(v) Seja k um OX,p−módulo, via

OX,p/mp
≅
Ð→ k

G

H
z→

G(p)

H(p)

por tanto temos que
TpX =Derk(OX,p,k).
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(vi) O espaço cotangente de X no ponto p, é o k−espaço vetorial mp/m2
p e seu dual é

TpX = (mp/m
2
p)
∗
.

(vii)
TpX =Homk−alg(OX,p,k[t]/t

2).

Demonstração. É uma consequência inmediata da Definição 1.10, Definição 1.17, Defini-
ção 2.61, Definição 2.55, Observação 2.56 e do Teorema 2.77.

Observação 2.84. Uma conclusão desta seção e: Na contrução do diferencial de Kälher
dada em 2.2.2 (ver Observação 2.65), se R é um anel local, com ideal maximal m e corpo
residual R/m = k, temos que existe um isomorfismo

m/m2 ≅Ð→ ΩR/k ⊗R k

f z→ df.

Se denotamos ΩX,p = ΩOX,p/k, para X uma veriedade algébrica, temos o isomorfismo

mp/m
2
p

≅
Ð→ ΩX,p ⊗OX,p

k

f z→ df,

mais ainda, temos

Derk(OX,p,k)
≅
Ð→HomOX,p

(ΩX,p,k)

∂

∂xj
∣
x=p
z→ (dxj)

∗,

onde k = OX,p/mp, como um OX,p−módulo e (dxj)∗ é definido como

(dxj)
∗(dxi) = dxi [

∂

∂xj
] = δi,j,

onde a última expresão significa a ação da derivação na matriz Jacobiana.

Exemplo 2.85. Este exemplo tem a intenção de descrever TpAnk, utilizando as equivalências
dadas no Teorema 2.77.

(1) Pelo Teorema 2.77 item (i), temos que I(Ank) = {0} e (0 ○ ℓ)(t) se anula para ℓ(p) =
p + tv, para qualquer v ∈ Ank.

(2) Pelo Teorema 2.77 item (ii), (iii) ou (iv), temos que ker(Dp0) = ker(0) = Ank.

(3) Pelo Teorema 2.77 item (v), temos que

OAn,p = {f =
g

h
∣ h(p) ≠ 0} ⊂ k(x1, . . . , xn)

e assim,
Derk(OAn,p,k) ≅ kD1 ⊕⋯⊕ kDn

ondeDj =
∂
∂xj
∣
p
, é uma derivação que cumpre a regra de Leibniz (ver Definição 2.61).
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(4) Pelo Teorema 2.77 item (vi) e a Definição 2.80, temos que

mp = ⟨x1 − p1, . . . , xn − pn⟩ ⋅OX,p = {
g

h
∣ g(p) = 0, h(p) ≠ 0} ⊂ k(x1, . . . , xn).

Assim, obtemos o isomorfismo

mp/m
2
p

≅
Ð→ ke1 ⊕⋯⊕ ken ≅ k

n

de espaços vetoriais com bases ei = xi − pi, assim

(mp/m
2
p)
∗
≅ kD1 ⊕⋯⊕ kDn,

usando a base dual

Dj =
∂

∂xj
∣
x=p
∶ mp/m

2
p Ð→ k.

Para este trabalho, é importante entender o espaço tangente do conjunto aberto Zariski dado
no Exemplo 2.11. Além disso, precismos definir, varios dos conceitos anteriores, para grupos
adecuados, que permitan a construção da variedade principal deste trabalho, as variedades
de quivers.

2.3 Grupos Lineares Algébricos
Neste trabalho, os grupos algébricos lineares são uma ferramenta, que vai permitir a descrip-
ção de algums objetos algébricos na seguinte seção, por isso, vamos estudar tudos os concei-
tos anteriores, mas nestos grupos particulares, sobre um corpo algébricamente fechado.

Aproveitando toda a teoría, também vamos estudar algumas das propriedade das órbitas,
mergulhadas naturalmente na estrutura dos grupo lineares algébricos, agindo em uma varie-
dade algébrica, porenquanto arbitraria.

Definição 2.86. Um grupo linear algébrico é uma variedade algébrica G munido com uma
estrutura de grupo tal que o morfismo produto

µ ∶ G ×GÐ→ G

(g, h)z→ gh

e o morfismo inverso

ι ∶ GÐ→ G

g z→ g−1

são morfismos de variedades algébricas.

Exemplo 2.87.

(1) O grupo aditivo G = (k,+) de k é definido pelo ideal nulo I = (0) em k[x] e a soma
está dada por um polinômio, por tanto G é um grupo algébrico, denotado Ga.
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(2) O grupo multiplicativo G = (k×, ⋅) de k, pode ser identificado com o conjunto de
pares {(x, y) ∈ k2 ∣ xy = 1}, ou seja, o cunjunto algébrico definido por o ideal I =
(xy−1)▷k[x, y], onde o produto é componente a componente. Este grupo é denotado
como Gm.

(3) Considere o aberto Zariski do Exemplo 2.11 (1). Seja uma variedade algébrica W ⊆
An

2+1
k , definido como

W ∶= {(xij, t) ∈ An
2+1
k ∣ det(A)t = 1} .

Definimos

ϕ ∶ GLn(k)Ð→W

(ai,j)z→ ((ai,j),
1

det(ai,j)
) ,

onde ((ai,j), 1
det(ai,j)) é uma (n2 + 1)−tupla. Por definição de W temos que

det(ai,j) ⋅
1

det(ai,j)
− 1 = 1 − 1 = 0,

assim ϕ é bijetora e portanto GL(n, k) é a variedade algébrica

GLn(k) = {A ∈ An
2+1
k ∣ det(A) ≠ 0} .

Além, pela Observação 2.10, note que

GLn(k) ×GLn(k) = {(A,B) ∈ An
2+1
k × An

2+1
k ∣ det(A) ≠ 0 e det(B) ≠ 0},

também é um conjunto fechado com a topología de Zariski, ou seja uma variedade
algébrica. Agora vamos provar que

f ∶ GLn(k) ×GLn(k)Ð→ GL(n,k)
(A,B)z→ A ⋅B

ι ∶ GLn(k)Ð→ GLn(k)

Az→ A−1,

são morfismos de variedades algébricas. Se A = (ai,j) e B = (bi,j), então o produto
de matrizes está definido como

(ai,j) ⋅ (bi,j) = (ci,j),

onde ci,j = ∑nk=1 ai,kbk,j , logo f é um morfismo de variedades algébricas. Por outro
lado, pelo teorema de Cayley-Hamilton temos que

χ(A) = An + αn−1A
n−1 + . . . + α1A

1 + αoIn = 0n.

Se α0 ≠ 0 então

An + αn−1A
n−1 + αn−2A

n−2 + . . . + α1A = −α0In

portanto An−1 + αn−1An−2 + αn−2An−3 + . . . + α1A = −α0A
−1

tal que A−1 =
−1

α0

(An + αn−1A
n−1 + αn−2A

n−2 + . . . + α1A) .

Assim ι é um morfismo de variedades algébricas, logo GLn(k) é um grupo algébrico.
Note que∏GLn(k) também é um grupo algébrico.
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Observação 2.88. No Exemplo 2.87, o anel de coordenadas respectivamente, é dado por:

(i) k[G] = k[x].

(ii) k[G] = k[x, y]/(xy − 1) ≅ k[x,x−1].

(iii) k[GLn(k)] = k[ai,j, t ∣ 1 ≤ i, j ≤ n]/(det(ai,j)t − 1)
≅ k[ai,j ∣ 1 ≤ i, j ≤ n]det(ai,j), a localização de k[ai,j ∣ 1 ≤ i, j ≤ n] no

conjunto multiplicativo gerado por det(ai,j).

Funções entre grupos algébricos, preservan a estrutura de grupo mais a estrutura de variedade
algébrica.

Definição 2.89. Um função φ ∶ G Ð→ G′ de grupos lineares algébricos e um morfismo de
grupos lineares algébricos, se é um homomorfismo de grupo e também é um morfismo de
variedades algébricas, ou seja que o função induzido φ∗ ∶ k[G′] Ð→ k[G] é um homomor-
fismo de k− álgebras.

Exemplo 2.90.

(1) Se G é um subgrupo fechado de GLn(k) então o morfismo injetivo natural G ↪
GLn(k) é um morfimso de grupos lineares algébricos.

(2) O função determinante det ∶ GLn(k) Ð→ k, definido como es usual A z→ det A, é
um homomorfismo de grupos e claramente também é um homomorfismo de variedades,
portanto é um morfismo de grupos algébricos.

Observação 2.91. (O espaço tangente Zariski de um grupo linear algébrico.) No subseção
anterior, estudamos de forma extensa o espaço tangente Zariski. A priori, a mesma análise
não pode ser feito para um grupo linear algébrico. Para esto, requerimos do conceito de
Álgebra de Lie de um grupo algébraico linear que vai permitir "linearizar"como foi feito no
caso da parábola. Vamos ver de forma superficial este espaço tangente Zariski e os detalhes
podem ser encontrados em [MT11] e em [Kim03]. Um cálculo rápido mostra que se d1 e
d2 saõ duas derivações Definição 2.61, do anel R então o k−espaço vetorial Derk(R) das
derivaçoes de R tem estrutura de álgebra de Lie com o colchete de Lie bem definido. Seja
R = k[G] o anel de coordenadas de um grupo linear algébrico G, então para x ∈ G temos a
ação λx ∶ k[G]Ð→ k[G] em k[G] vía (λx ⋅f)(g) ∶= f(x−1g) para f ∈ k[G] e g ∈ G. Assim,
a álgebra de Lie de G é o subespaço

Lie(G) ∶= {d ∈Derk(k[G]) ∣ dλx = λxd,∀x ∈ G} ,

de todas as derivações invariantes à esquerda de k[G], a subálgebra de Lie deDerk(k[G]).
Pela Propriedade Universal do diferencial de Kähler Teorema 2.64, temos que para uma
variedade algébrica X o espaço tangente de X em um ponto x ∈X está definido como

TxX = {δ ∶ k[X]→ k ∣ δ(fg) = f(x)δ(g) + δ(f)g(x), com f, g ∈ k[X]} ,

o k−espaço vetorial de derivações pontuais em x. No caso que X seja um grupo algébrico
G, então G age em ele mesmo por translação à esquerda e assim o espaço tangente em
qualquer elemento g ∈ G é naturalmente isomorfo para T1(G), ou seja o espaço tangete na
identidade. Portanto, sempre vamos considerar o espaço tangente T1(G). Agora

θ ∶ Lie(G)Ð→ T1(G), θ(D)(f) ∶=D(f)(1)
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é um função k−linear. Na verdade, um cálculo simples mostra que este é um isomorfismo de
espaços vetoriais, ver [Kim03]. Com isso, a estrutura de álgebra de Lie em Lie(G) pode
ser transportada para T1(G). Assim, se G = GLn(k) é fácil ver que Lie(GLn(k)) ≅ gln
onde gln é a álgebra de Lie das matrizes quadradas n × n Mn(k) com colchete de Lie
[X,Y ] =XY − Y X . Sô basta definir

gln Ð→Derk(G), X z→DX

por DX(aij) ∶= ∑
n
l=1 xilXlj , lembrando que k[G] = k [aij, 1

det aij
] e provando que DX é

uma derivação, mais ainda uma derivação invariante à esquerda e que X ↦ DX define um
homomorfismo de álgebras de Lie.

Definição 2.92. Um espaço topológico X é dito de conexo, se não pode-se decompor como
união disjunta X =X1 ⊔X2, onde cada Xi é um subconjunto fechado não vazío.

Exemplo 2.93.

(1) Sejam os grupos Ga e Gm do Exemplo 2.87. Pela Proposição 2.34 e a Observa-
ção 2.88, note que k[Ga] = k[x] e k[Gm] = k[x,x−1], são domínios de integridade,
logo Ga e Gm são conexos.

(2) Análogamente, o grupo linear geralGLn(k), é conexo, pois k[GLn(k)] = k[xi,j]det(xi,j)
é um domínio de integridade, sendo uma localização do anel de polinômios k[xi,j].

2.3.1 Propriedades das Órbitas
Para o objetivo de este trabalho, precisamos fazer uma caracterização das órbitas sub uma
ação em particular, logo algumas definições e resultados da teoría de órbitas vai ser apre-
sentados como ferramenta importante para a seguinte seção. Os seguinte sô é uma parte
pequenha do que na literatura se condesidera como teoría de órbitas.

Definição 2.94. Seja X uma variedade algébrica. Um subconjunto localmente fechado
de X , é a interseção de um subconjunto aberto e outro fechado. Um subconjunto de X é
chamado de construtível se é a união de conjuntos localmente fechados.

Exemplo 2.95. Seja a variedade algébrica estudada na Observação 2.30. Um exemplo de
um conjunto construtível mas não localmente fechado é

A2
k/ {x −C2} ∪ {0} = {(x, y) ∣ x = yz, para algum z} .

Este exemplo tem como objetivo, motivar o Teorema 2.97.

A seguinte definição é totalmente inspirada na Definição 2.36 e a Definição 2.39.

Definição 2.96. Sejam X uma variedade algébrica e U ∈ X um subconjunto localmente
fechado não vazío. Definimos a dimensão de U como o conjunto

sup{n ∣ ∃Z0 ⊂ Z1 ⊂ . . . ⊂ Zn subconjuntos fechados irredutíveis U}

Temos que dim U = dim U . If W = U ∪ V then dim W =max{dim U,dim V }.
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Teorema 2.97. Seja X uma variedade algébrica. Então Y ⊂ X é construtível se, e somente
se contem um subconjunto aberto e denso em seu fecho. Em particular, Y é construtível se,
e somente se, é a união disjunta de subconjuntos localmente fechados.

Demonstração. Para a primeira parte, se Y = ⋃ri=1 Yi, onde Yi, é a interseção de um subcon-
junto aberto e outro fechado deX , aplicamos indução sobre r e vamos obter um subconjunto
aberto e denso U ⊂ Y contído em Y . Para a segunda parte se Y = U ∪ (Y /U) e fazemos de
novo indução, conseguimos provar a segunda parte do teorema.

A seguinte definição é totalmente inspirada na Observação 2.33, na seção anterior.

Definição 2.98. Seja X uma variedade algébrica. Um subconjunto U ⊂ X é irredutível se
qualquer subconjunto não vazío de U que é aberto em U é denso em U .

A demonstração do seguinte Teorema será omitida para não fugir dos scopus de este trabalho
e a mesma pode ser encontrada em [FR05, Theorem 4.91, pp. 49]

Teorema 2.99. [FR05] (Teorema de Chevalley) Sejam X,Y variedades algébricas e f ∶
X Ð→ Y um morfismo. Então f(X) contém um subconjunto aberto e denso de f(X). Em
particular, f(X) é construtível em Y .

Existem varias versões do Teorema 2.99. Neste trabalho vamos precisar de duas de elas.
A seguir vamos apresentar a versão que relaciona as dimensões das variedades algébricas e
seus componentes irredutíveis. A demonstração pode ser encontrada em [Cra93].

Teorema 2.100. [Cra93] Seja f ∶ X Ð→ Y um morfismo de variedades algébricas tal que
f(X) = Y , então qualquer componente irredutível de f−1(y), y ∈ Y tem dimensão pelo
menos dim X − dim Y . Mais ainda, existe um subconjunto aberto não vazío U ⊆ Y tal que
dim f−1(u) = dim X − dim Y para todo u ∈ U .

Proposição 2.101. Se φ ∶ GÐ→ G′ é um homomorfismo de grupos algébricos, então ker φ,
é um subgrupo fechado normal de G, e se G for irredutível, im φ é um subgrupo fechado de
G′.

Demonstração. A primeira parte é uma implicação direita de teoria de grupos. Para a se-
gunda parte, temos que pelo Teorema 2.99, a im φ é um conjunto construtível, e como é
denso em im φ, então deve conter um aberto U grupo algébrico G. Suponha que G irredu-
tível, então im φ é irredutível e assim U é denso. Desse modo, para qualquer g′ ∈ im φ, os
abertos U e U−1 ⋅ g′ se intercectam, ou seja g′ ∈ U ⋅U , o que mostra que U ⋅U = im φ. Como
U ⋅U ⊆ im φ, concluímos que im φ = im φ.

Os exemplos das seguintes definições, vão ser apresentados no seguinte capítulo a detalhe,
para o caso particular do interesse deste trabalho.

Definição 2.102. Sejam X uma variedade algébrica e G um grupo algébrico. Uma ação de
G em X é um morfismo

φ ∶ G ×X Ð→X

(g, x)z→ g ⋅ x,

tal que

g ⋅ (h ⋅ x) = (g ⋅ h) ⋅ x ∀g, h ∈ G,x ∈X

e ⋅ x = x ∀x ∈X
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Definição 2.103. Seja G um grupo algébrico e X uma G−variedade. Se x ∈ X , definimos a
G−órbita (ou simplesmente órbita) de x, denotada como Ox, como o subconjunto

Ox = {g ⋅ x ∣ g ∈ G} ⊂X.

O subgrupo estabilizador ou subgrupo de isotropía de x ∈X é o conjunto

Gx = {g ∈ G ∣ g ⋅ x = x} ⊴ G.

Dizemos queX é um espaço homogéneo se a ação deG emX é transitiva, ou seja, uma ação
é transitiva se existe x ∈ X tal que Ox = X . Neste caso dizemos que X é uma G−variedade
algébrica, simplesmente G−variedade ou um G−espaço. Definimos o morfismo de órbita

πx ∶ GÐ→X

g z→ πx(g) = g ⋅ x,

para um ponto fixo x ∈X .

Proposição 2.104. Seja X um G espaço. Para cada x ∈ X , o grupo estabilizador Gx é um
subgrupo fechado.

Demonstração. Pela Definição 2.103, para qualquer elemento x ∈ X , o morfismo de ór-
bita πx(g), é um morfismo de variedades algébricas, portanto π−1x (x) = Gx é um subgrupo
fechado.

Exemplo 2.105. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo k. Um mor-
fismo de grupos algébricos

φ ∶ GÐ→ GL(V )

é chamado de representação racional de G, e o espaço V é chamado de kG−módulo.
Assim, V é um G−espaço via a ação

(g, v)z→ φ(g) ⋅ v

Observação 2.106.

(i) Se X é um G−espaço e fixamos g ∈ G, o morfismo definido como

φg ∶X Ð→X

xz→ φg(x) = g ⋅ x,

é um isomorfismo de variedades algébricas com inverso φg−1 , mais ainda, φ1 = idX .

(ii) Note que da Definiçao 2.103 e do fato queGx é um subgrupo deG, podemos construir
a função

Gx Ð→ Ox

g z→ g ⋅ x, g ∈ G,

que induz uma bijeção
G/Gx Ð→ Ox,
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portanto as órbitas de quaisquer dois pontos de X , não se cruzam ou coincidem, ou
seja que as órbitas defininem uma partição do conjunto X , e assim o estabilizador é
um subgrupo normal, já que estabiliza cada elemento da órbita. O quociente, pela
relação de equivalência definida por esta partição, é chamado de espaço órbitas deX
porG, e é denotado porX/G. Atribuindo a cada ponto sua órbita, definimos o função
canônico

πX,G ∶X Ð→X/G.

Os estabilizadores dos pontos de uma órbita são, conjugados emG, mais precisamente

Ox = gGg
−1.

Se houver apenas uma órbita em X , então X é um espaço homogêneo do grupo G e
G também age transitivamente em X .

(iii) Para G um grupo algébrico e X é uma variedade algébrica, sobre um corpo algé-
bricamente fechado k, tal que G age em X , temos que qualquer órbita Ox é uma
variedade localmente fechada, ou seja aberta em seu fecho Ox, esto, na topología de
Zariski, enquanto Ox sempre contém uma órbita fechada do grupo G. Neste caso, o
morfismo

GÐ→ Ox

g z→ g ⋅ x = gxg−1

induz um isomorfismo de variedades algébricas

G/Gx Ð→ Ox,

se, e somente se o morfismo é separable, mas esta condição é sempre satisfeita se k é
um corpo característica zero. Além, note que ass órbitas de dimensão máxima formam
um conjunto aberto em X .

Proposição 2.107. Seja G um grupo algérbrico irredutível e X um G− espaço. Então, para
qualquer ponto x ∈X , a órbita Ox é aberta em seu fecho, ou seja em Ox.

Demonstração. Seja x ∈ X e consideremos πx ∶ G Ð→ Ox = Y . Utilizando o Teorema 2.99,
vamos deduzir que a imagem de πx, ou seja O(x), contém um subconjunto aberto U de Y .
Como Ox é um espaço homogéneo, traduzindo U por um elemento geral de G concluímos
que Ox é aberto em Y , ou seja em Ox.

Corolário 2.108. Seja G um grupo algébrico e X uma G−variedade algébrica. Então, as
órbitas são G−variedade algébricas não singulares.

Demonstração. Se Ox ⊂ X com x ∈ X , então Ox é uma subvariedade fechada de X . Como
Ox é aberta em Ox, também é uma subvariedade aberta de Ox e portanto uma variedade
algébrica. Note que com esta estrutura induzida, a restrição G×Ox Ð→ Ox é uma ação, mais
ainda, como em uma variedade algébrica arbitraria existem subconjuntos não vazíos abertos
de pontos não singulares, pela homogeneidade da órbita, concluímos que todos os pontos
são não singulares e assim é uma G−variedade não singular.

Corolário 2.109. Seja G um grupo algébrico e X uma G−variedade. Existem G−órbitas
fechadas em X .
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Proposição 2.110. Seja o grupo algébrico G agindo na variedade X . Então cada órbita é
um subconjunto localmente fechado de X . Em particular, o fecho de X é a união de órbitas
de dimensão estritamente menor. Em particular, órbitas de dimensão minimal são fechadas
(então existem órbitas fechadas).

Demonstração. Suponha Y = Ox a órbita de x ∈ X . Como a imagem de G, sub o morfismo
de órbitas Ox = Y , então Y é construtível e portanto contém um subconjunto aberto denso
de Y , ou seja, podemos escrever a órbita como união de órbitas assim

Ox = ⋃
g∈G

g ⋅U,

onde g ⋅U é um aberto como imagem isomorfa de um conjunto aberto. Mas G age transitiva-
mente em Ox (deixando Ox estável), então Ox é não singular é contem uma venzinhaça em
Ox para cada ponto, ou seja,Ox é aberto em Y . Assim,Ox/Ox é fechado e cada componente
irredutível de esse conjunto, é um subconjunto de uma componente irredutível de Ox porque
Ox é denso em Ox, então pela definição de dimensão, ele tem dimensão estritamente menor.
Note que a órbita é G−estável e o fecho é justamente a união de outras G−órbitas.

Observação 2.111. Definimos a noção de órbitas nesta seção com uma ação geral de um
grupo G sobre uma variedade algébrica X . Para o seguinte capítulo vamos especificar a
ação como sendo a ação pela conjugação, como em Observação 2.106 item (iii).



Capítulo 3

Variedade de Representações de Quivers

Neste capítulo vamos apresentar uma abordagem geométrica para as representações de qui-
vers, identificando o conjunto de classes de isomorfismos de representações com as órbitas
de uma ação de grupo particular. Para esto, vamos usar todos os conceitos e exemplos,
estudados na seções anteriores. Vamos asumir k um corpo algébricamente fechado.

3.1 Variedade de Representações de um Quiver

Nesta primeira seção deste capítulo, queremos começar a combinar o que foi apresentado
nas seções anteriores. A variedade apresentada a seguir, será nosso espaço ambiente a partir
de agora, mais exatamente, nosso espaço afim (ver Definição 2.1 e Observação 2.2). Vamos
lembrar a notação da Definição 1.20 e os fatos dados na Observação 1.57. Os exemplos das
definições desta seção, vão ser apresentados com detalhe na seguinte seção.

Definição 3.1. Seja Q um quiver e v ∈ Nr o vetor dimensão, tal que r é o número de vértices
de Q. Definimos a variedade de representações do quiver Q ou espaço de representações
de Q, com vetor dimensão fixo v, como

R(Q, v) = ⊕
α∈Q1

Homk (k
vs(α) ,kvt(α)) ,

e sua dimensão como
∑
α∈Q1

vt(α)vs(α).

Observação 3.2.

(i) Pelo Exemplo 4.6 e a Observação 1.57, note que na Definição 3.1, note que

R(Q, v) = ⊕
α∈Q1

Homk (k
vs(α) ,kvt(α))

≅ ⊕
α∈Q1

Mvt(α)×vs(α)(k)

≅ Ank

onde n = ∑α∈Q1
vt(α)vs(α).

77
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(ii) Cada elemento (ou ponto) da variedade de representações, denotado como x ∈ R(Q, v),
define uma representação de Q, que vamos denotar como Mx a qual é dada por
(Mi)i∈Q0 = k

vi , onde φα é a transformação linear cuja matriz en relação à base
canônica é xα, para α ∈ Q1. Ou seja

{Elementos x ∈ R(Q, v)} 1∶1
←→ {Objetos M ∈ rep Q} .

(iii) Usando o obtido no Exemplo 2.85, para x ∈ R(Q, v), temos que

TxR(Q, v) ≅ TxAnk ≅ Ank

.

Pela Definição 2.86 e o Exemplo 2.87, vamos considerar o seguinte grupo algébrico, inde-
xado pelo conjunto de vértices Q0, do quiver Q (ver Definição 1.20).

Definição 3.3. Seja v ∈ Nr um vetor dimensão, tal que r ≥ 1. Definimos o grupo algébrico

GL(v) =
r

⊕
i∈Q0

GLvi(k).

Observação 3.4.

(i) Note que pelo Exemplo 2.11, temos que Gl(v) é um conjunto aberto Zariski na varie-
dade de representações R(Q, v) ≅ Ask, onde s = ∑ri=1 v2i .

(ii) Seja Q um quiver com r vértices. Temos que GL(v) age sobre R(Q, v) da seguinte
forma

GL(v) ×R(Q, v)Ð→ R(Q, v)

(g, x)z→ g ⋅ x ∶= (gt(α)xαg
−1
s(α)) ,

onde g = (gi)i∈Q0 ∈ GL(v) e x = (xα)α∈Q1 ∈ R(Q, v).

(iii) Note que a órbita em um ponto x ∈ R(Q, v) é dada por

Ox = {g ⋅ x ∣ g ∈ GL(v)} ⊆ R(Q, v),

e o subgrupo estabilizador sub a ação definida em 3.3, é dado por

GL(v)x = {g ∈ GL(v) ∣ gt(α)xαg−1s(α)}�GL(v).

(iv) No Capítulo 1 deste trabalho, a discusão foi en torno ao problema de classificação
das representações indecomponíveis de un quiver finito (ver Teroema 1.59) e no Exem-
plo 1.60, estudamos a forma dar solução para este problema, mas a teoria classica
não é suficiente para todo tipo de quivers, como aconteceu no Exemplo 1.60 item (iii),
dado que este quiver induz uma álgebra de tipo selvagem (ver Definição 1.62). Com
a ajuda das ferramentas da geometria algébrica estudadas no Capítulo 2, vamos ver
que o problema de classificação, agora vai ser em termos de classificação de orbi-
tas no espaço R(Q, v). Nesse sentido, queremos motivar o seguinte teorema, com a
seguinte a correspondência

{
Classes de isomorfismos em rep Q,

com vetor dimensão fixo v }
1∶1
←→ {GL(v) − órbitas em R(Q, v)} .
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Teorema 3.5. Dois elementos x,x′ ∈ R(Q,v), definem representações isomorfas de Q se, e
somente se estão na mesma GL(v)−órbita.

Demonstração. Sejam dois elementos x = (xα)α∈Q1 , x
′ = (x′α)α∈Q1 ∈ R(v), tal que definem

representações isomorfas. Pela Definição 1.52 temos que existe um isomorfismo g ∶ x → x′

onde g = (gi)i∈Q0 ∈ GL(v), por tanto pode-se construir o seguinte diagrama

kvi kvj

kv
′
i kv

′
j ,

xα

gi gj

x′α

que comuta e portanto tem-se as seguintes relações

g ⋅ x = gjxαg
−1
i = x

′
α = g ⋅ x

′

e assim

Ox = {g ⋅ x ∈ R(Q,v) ∣ g ∈ GL(v)}
= {g ⋅ x′ ∈ R(Q,v) ∣ g ∈ GL(v)}
= Ox′

logo x e x′ pertenecem a mesma órbita.

3.2 Exemplos do Tipo Finito, Manso e Selvagem
Os seguintes exemplos são feitos com o objetivo de estudar alguns dos quivers apresentados
no corrido do trabalho e usar toda a teoria ate agora apresentada, para conseguir dar uma
boa solução ao problema de classificação na discusão do Capítulo 1 e assim entender a
importância da geometría algébrica nas teoría de representações de quivers.

3.2.1 Tipo Finito

Seja o quiver A3 ∶= 1 2 3
α β

. Vamos considerar a representação de A3 dada
por

Mx ∶= M1 M2 M3
φα φβ

,

tal que sua vetor dimensão é dado por dimMx = (dimM1, dimM2, dimM3). Escolhendo as
bases canônicas, consideremos o seguinte isomorfismo de representações

M1 M2 M3

kdimM1 kdimM2 kdimM3 .

φα φβ

≅ ≅ ≅

xα xβ

Note que todas as representações de A3, a menos de isomorfismos, são da forma

kv1 kv2 kv3
xα xβ
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onde xα ∈ Mv2×v1(k) e xβ ∈ Mv3×v2(k). Assim, queremos estudar as representações de
A3 com vetor dimensão fixo v = (v1, v2, v3), ou seja todas as posíveis matrizes que posso
associar à cada flecha do quiver. Usando a Definição 3.1 , denotemos a coleção de todas as
representações de A3 com vetor dimensão fixo v, é dizer, a variedade de representações, dada
por

R(A3,v) =Mv2×v1(k)⊕Mv3×v3(k)

=Homk(k
v1 ,kv2)⊕Homk(k

v2 ,kv3).

Agora, vamos estudar os morfismos. Para esto, vamos usar a Definição 1.52, ou seja vamos
considerar uma terna de morfismos dada por (g1, g2, g3), onde g1 ∈ Mv1(k), g2 ∈ Mv2(k) e
g3 ∈Mv3(k), tal que o seguinte diagrama comuta

kv1 kv2 kv3

kv1 kv2 kv3 ,

xα xβ

g1 g2 g3

x′α x′β

é dizer x′αg1 = g2xα e x′βg2 = g3xβ . Note que as representações são isomorfas se

(xα, xβ) = (g2x
′
αg
−1
1 , g3x

′
βg
−1
2 ),

tal que g1 ∈ GLv1(k), g2 ∈ GLv2(k) e g3 ∈ GLv3(k). Assim, vamos considerar o grupo
algébrico dado por

GL(v) = GLv1(k)⊕GLv2(k)⊕GLv3(k) = ⊕
i∈Q0

GLvi(k),

e pela Observação 3.4 , temos que a ação é dada por

GL(v) ×R(A3,v)Ð→ R(A3,v)
((g1, g2, g3), (xα, xβ))z→ (g2xαg

−1
1 , g3xβg

−1
2 ).

Note que para cada (xα, xβ) ∈ R(A3,v), temos

O(xα,xβ) = {g ⋅ (xα, xβ) ∣ g ∈ GL(v)}
= {(g2xαg

−1
1 , g3xβg

−1
2 ) ∣ (g1, g2, g3) ∈ GL(v)} ,

mais ainda, um elemento (x′α, x′β) esta emO(xα,xβ) se, e somente se duas representações Mx

eMx′ , são isomorfas. Em particular, se v = (1,1,1), temos que a variedade de representações
é dada por R((A3), (1,1,1)) ≅ k2, o grupo algégrico por GL((1,1,1)) = k××k××k× e dois
pontos (x, y), (x′, y′) ∈ R(A3, (1,1,1)), estão na mesma órbita se, e somente se, existem
g1, g2, g3 ∈ k×, tal que o seguinte diagrama comute

k k k

k k k,

x y

g1 g2 g3

x′ y′

ou seja,
x = 0 se, e somente se x′ = 0, y = 0 se, e somente se y′ = 0,

portanto temos cuatro órbitas dadas por
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● O(0,0) = {(0,0)} corresponde ao origem, ver Figura 3.

● O(0,1) = {(x, y) ∈ k2 ∣ x = 0, y ≠ 0} corresponde ao eixo y sem a origem, representado
em vermelho na Figura 3.

● O(1,0) = {(x, y) ∈ k2 ∣ y = 0, x ≠ 0} corresponde ao eixo x sem a origem, representado
em azul na Figura 3.

● O(1,1) = {(x, y) ∈ k2 ∣ x, y ≠ 0} corresponde ao todo o espaço, sem os eixos, represen-
tado em amarelo na Figura 3. Note que neste caso o espaço tangente T(x,y)O(x,y), é
todo o espaço, logo tem a mesma dimensão que A2

k.

e as representações correspondentes, dadas por

k k k k k k

k k k k k k.

1 00 0

0 1 1 1

Figura 3

3.2.2 Tipo Manso
Considere o quiver de Jordan do Exemplo 1.21, que neste exemplo vamos denotar como J .
Para v = (n), todas as as representações de J com vetor dimensão v são da forma

kn.

xα

A variedade de representações de J , com vetor dimensão v, é dada por

R(J,v) =Mn(k) ≅Homk(k
n,kn).

Agora vamos estudar os morfismos, para esto consideremos um morfismo g ∈ Mn(k), tal
que o seguinte diagrama comute

kn kn

kn kn,

xα

g g

x′α
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ou seja, x′αg = gxα e portanto x′α = gxαg−1 desde que g ∈ GLn(k), isto é certo, para quaisquer
xα e x′α duas representações isomorfas. Assim o grupo algébrico é GL(v) = GLn(k) e a
ação é dada por

GL(v) ×R(J,v)Ð→ R(J,v)
(g, xα)z→ gxαg

−1.

Portanto, cada órbita define-se comoOxα = {g1xαg−11 ∣ g1 ∈ k×}, para um ponto xα ∈ R(J,v).
Note que isso implica que cada (xα) é uma matriz diagonalizável de tamanho n × n, tal que
existe g invertível de tamanho n × n. Assim, no caso particular em que v = (2) obtemos as
seguintes órbitas:

(i) Quando xα é diagonalizável com diferentes autovalores, ou seja

[xα] = [
s 0
0 t
]

com s ≠ t. Neste caso, a órbita de xα corresponde as matrizes diagonalizáveis de traço
s + t com determinante st, ou seja

[
x y
z s + t − x

]

x2 − (s + t)x − zy = st,

Graficamente esta órbita corresponde à seguinte subvariedade de R(J,v)

(ii) Quando xα é diagonalizável e tem um único autovalor, ou seja

[xα] = [
s 0
0 s
] ,

portanto a órbita de xα é só o conjunto unitario {xα}.

(iii) Quando xα não é diagonalizável, portanto é semelhante à um bloco de Jordan da forma

[xα] = [
s 1
0 s
] ,
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isto implica que a órbita de xα corresponde as matrizes não diagonalizáveis de traço
2s e determinante s2, ou seja matrizes da forma

[
x z
y 2s − x

]

onde (x, y, z) ≠ (s,0,0) e (x − s)2 + yz = 0. Isto corresponde a cônica a seguir sem a
origem (em vermelho)

3.2.3 Tipo Selvagem
Com o intuito de chamar a atenção nas vantagens desta abordagem geometrica, queremos

destacar o Lema 2.3 em [Rei08] e nesta subseção abriremos todos os detalhes. Seja o quiver
de Kronecker como no Exemplo 1.21 item (iii)

K3 ∶= kn kn.
B

A

C

• Uma representação de K3 é dada por (A,B,C), tal que A,B,C ∈Mn(k).

• Vamos denotar tal representação por M(λ∗, a∗∗) iff

A = I,

B = diag(λ1, . . . , λn), with λi ≠ λj, i ≠ j

C =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a1,1 a1,2 ⋯ a1,n−1 a1,n
1 a2,2 ⋯ a2,n−1 a2,n
a3,1 1 ⋯ a3,n−1 a3,n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

an,1 an,2 ⋯ 1 an,n

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, ai,j ≠ 0.

Vamos ver que quasi todas as representações de K3 de vetor dimensão v = (n,n), são iso-
morfas a uma das representações M(λ∗, a∗∗), além, todas as representações M(λ∗, a∗∗) são
indecomponíveis, com anel de endomorfismo trivial. Finalmente vamos provar que dada
uma tupla (λ∗, a∗∗), existem sô um número finito (no maximo n!) de tuplas (λ′∗, a′∗∗), tais
que M(λ∗, a∗∗) ≅M(λ′∗, a′∗∗).
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Note que pela Definição 3.1 , a variedade de representações de K3 está dada por

R(K3, (n,n)) = ⊕
i∈Q0

Hom(kn,kn)

= ⊕
i∈Q0

Mn(k)

= {(A,B,C) ∈ A3n2

k ∣ A,B,C ∈Mn(k)}

≅ A3n2

k .

Pela Definição 3.3, o grupo algébrico é

GL(v) = GLn(k) ×GLn(k),

e que a ação está dada por

GL(v) ×R(K3,v)Ð→ R(Q,v)
((g1, g2), (A,B,C))z→ (g2Ag

−1
1 , g2Bg

−1
1 , g2Cg

−1
1 ).

Pelo Exemplo 2.11 item (i), o grupo algébrico GLn(k) é um aberto Zariski em An
2

k . Como
os abertos Zariski são densos, vamos considerar, genéricamente, A ∈ GLn(k), ou seja, existe
Ã ∈ GLn(k) tal que (A,B,C) está muito próximo de (Ã,B,C). Vía a ação temos que

(I,A−1) ⋅ (A,B,C) = (I,A−1B,A−1C)

e portanto

O(A,B,C) = O(I,A−1B,A−1C)

Consideramos o aberto Zariski dado no Exemplo 2.11 item (ii), das matrizes diagonalizávis
com autovalores diferentes dois a dois em An

2

k , denotado como Diagλi≠λj . Seja A−1B ∈
Diagλi≠λj genéricamente, ou seja, existe B̃ ∈ Diagλi≠λj tal que (I,A−1B,A−1C) está muito
próximo a (I, B̃,A−1C), assim, existe P ∈ GLn(k) tal que PA−1BP −1 = diag(t1, . . . , tn)
com ti ≠ tj , tal que vía a açao temos que

(P,P ) ⋅ (I,A−1B,A−1C) = (I,diag(t1 . . . , tn), PA−1CP −1)

e portanto

O(I,B̃,A−1C) = O(I,diag(t1...,tn),PA−1CP−1)

Para a última órbita, vamos considerar o aberto Zariski dado no Exemplo 2.11 item (iii), Uπ

em An
2

k . Podemos considerar, genéricamente, C ′ ∶= PA−1CP −1 ∈ Uπ, ou seja, existe C̃ ∈
Uπ tal que (I,diag(t1, . . . , tn),C ′), está muito próximo a (I,diag(t1, . . . , tn), C̃). Vamos
precisar da seguinte conta auxiliar. Seja Z = (zi,j)ni,j=1 e D = diag(p1, . . . , pn) com pi ≠ 0,
então

DZD−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

p1 . . . . . . 0
0 p2 . . . 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 . . . pn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

z1,1 . . . z1,n
⋮ ⋱ ⋮
zn,1 . . . zn,n

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

p−11 . . . . . . 0
0 p−12 . . . 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 . . . p−1n

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= (
pi
pj
zi,j)

n

i,j=1
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Notemos que se pk+1
pk
= 1
c′
k+1,k

então

Ĉ =DC ′D−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a1,1 a1,2 . . . a1,n−1 a1,n
1 a2,2 . . . a2,n−1 a1,n
a3,1 1 . . . a3,n−1 a3,n

. . .
an,1 an,2 . . . 1 an,n

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

com ai,j ≠ 0. Assim, vía a açao temos que

(D,D) ⋅ (I,diag(t1 . . . , tn),C ′) = (I,diag(t1 . . . , tn), Ĉ),

e portanto

O(I,diag(t1...,tn),C′) = O(I,diag(t1...,tn),Ĉ).

Note que O(A,B,C) = O(I,diag(t1...,tn),Ĉ), assim, temos que quasi todas as representações de
K3 são isomorfas a uma representação da forma M(t∗, a∗∗). Agora, sejam M(λ∗, a∗∗) ≅
M(λ′∗, a

′
∗∗) denotadas como

M(λ∗, a∗∗) = (I,D,C) e M(λ′∗, a
′
∗∗) = (I,D

′,C ′)

onde D = diag(λ1, . . . , λn) e D′ = diag(λ′1, . . . , λ′n), então, existe um isomorfismo g ∈
GLn(k) tal que

kn kn

kn kn

I

g g

I

,

kn kn

kn kn

D

g g

D′

,

kn kn

kn kn

C

g g

C′

.

Do segundo diagrama comutativo, temos que gD =D′g, ou seja

gdiag(λ1, . . . , λn) = diag(λ1, . . . , λ′n)g
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

g11λ1 g12λ2 ⋯ g1nλn
g21λ1 g22λ2 ⋯ g2nλn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

gn1λ1 gn2λ2 ⋯ gnnλn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

g11λ′1 g12λ′1 ⋯ g1nλ′1
g21λ′2 g22λ′2 ⋯ g2nλ′2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

gn1λ′n gn2λ′n ⋯ gnnλ′n

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Vamos analizar os casos das linhas e as colunas. Para o caso das linhas vamos fixar i. Note
que para todo j temos

gijλj = gijλ
′
i

Dado que g é invertível, existe j tal que gij ≠ 0 então λj = λ′i. Se consideramos k ≠ j temos
que gi,k = 0, caso contrario λj = λk portanto j = k, mas isso é uma contradição. Note que gi,j
nunca podese anular, portanto, temos em cada linha, exatamente um elemtento diferente de
zero. O caso das colunas é totalmente análogo, fixando j. Munindo o caso das linha e o caso
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das colunas obtemos que g é uma matriz monomial, logo existe uma permutação σ ∈ Sn tal
que cada gij = 0 para j ≠ σ(i) e que λ′i = λσ(i). Se denotamos gi,σ(i) = ρi, note que

gCg−1 = C ′Ô⇒
ρi
ρj
aσ(i),σ(j) = a

′
ij,

Ô⇒ ρi =
a′ij

aσ(i),σ(j)
ρj,

para todo i, j = 1, . . . , n. Em particular, para (i + 1, i), temos

ρi+1 =
a′(i+1),1

aσ(i+1),σ(i)
ρi =

1

aσ(i+1),σ(i)
ρi,

e obtemos que ρi está dado como

ρk = (∏
l<k
aσ(l+1),σl)

−1

ρ1.

Assim, a permutação está determinada pelo isomorfismo das representações. Como existem
n! permutações, então existem no máximo n! pares da forma (λ′∗, a′∗∗), tais queM(λ∗, a∗∗) ≅
M(λ′∗, a

′
∗∗). Note que se λ′∗ = λ∗ e a′∗∗ = a∗∗, e seguindo o mesmo processo feito acima,

podemos concluir que a permutação σ é a identidade, mais ainda, concluimos que

gk,k = ρk = (∏
l<k
al+1,l)

−1

ρ1 = ρ1

e assim, g = ρ1I e portanto Aut(M(λ∗, a∗∗)) ≅ k∗, então o anel de endomorfismo de
M(λ∗, a∗∗) são todos escalares. Isso implica que os únicos idempotentes vão ser os elemen-
tos triviais 0 e 1, por tanto as n! representações encontras, são indecomponíveis, com anel de
endomorfismo trivial.

3.3 Propriedades das órbitas em variedades de quivers
No Capítulo 2 foram apresentadas algumas das propriedades das órbitas de forma geral.
Agora nosso interesse é descrever algumas de elas, como consequência do estudado, e en-
tender sua utilidade, quando se trata de obter informação na teoria de representações de
quivers classica, isto, dada sua natureza em partições de conjuntos, em particular, para nosso
caso, variedades de representações de quivers.

Proposição 3.6. Seja Q um quiver, v um vetor dimensão fixo, para uma representação de Q
e R(Q, v) a variedade de representações. Então:

(i) Para qualquer representação Mx com vetor dimensão v, as dimensões deOx, GL(v)x
e GL(v) cumprem que

dimOx = dimGL(v) − dimGL(v)x.

(ii) Existe ao menos uma órbita de codimensão zero em R(Q, v).
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Demonstração.

(i) Pela Observação 2.106 temos o morfismo bijector

GL(v)/GL(v)x Ð→ Ox,

que envía classes de equivalência g de um elemento g ∈ GL(v), à um elemento g ⋅Mx ∈
Ox. Portanto GL(v)/GL(v)x e Ox, tem a mesma dimensão e se segue o resultado.

(ii) Note que R(Q,v) é uma variedade algébrica irredutível, ou seja qualquer subconjunto
aberto é denso, e uma órbita de codimensão zero é aberta em R(Q,v), portanto o
resultado se segue.

Proposição 3.7. Existe no máximo uma órbita de dimensão igual a dim R(Q, v). Se existe,
é aberta e densa em R(Q, v).

Demonstração. Seja R(Q,v) irredutível. Suponha que existe uma órbita tal que dim Ox =
dim R(Q,v). Sabemos queOx ⊂ R(Q,v), então vamos considerarOx ⊂ R(Q,v). ComoOx
e R(Q,v) é irredutível, então dim Ox < dim R(Q,v) e como Ox é um conjunto localmente
fechado, então dim Ox = dim Ox, mas isso contradiz a suposição inicial, portanto Ox =
R(Q,v) e provamos que se existe uma órbita con dimensão igual a dimensão do espaço
então ela é densa. Agora, como as órbitas são conjuntos localmente fechados então é aberta
em seu fecho, além já vimos que Ox = R(Q,v) então a órbita é aberta em R(Q,v).

Suponha que dim Ox = dim Oy = dim R(Q,v), pelo dito acima temos que

y ∈ Oy ⊂ Oy = R(Q,v) = Ox

logo y ∈ Ox, então dim Oy ≤ Ox, com igualdade se, e somente se y éstá na órbita, logo
Oy = Ox e assim provamos que existe no máximo uma órbita de dimensão igual a dimensão
de R(Q,v).

Proposição 3.8. Se R(Q, v) tem um número finito de órbitas, então existe uma órbita Ox de
dimensão igual a dim R(v).

Demonstração. Se R(Q,v) tem um número finito de órbitas então

R(Q,v) =
n

⋃
i=1
Oi portanto dim R(v) = dim

n

⋃
i=1
Oi,

e como as órbitas são conjuntos localmente fechados em R(Q,v) é pelo Teorema 2.110, a
dimensão de uma união finita de conjuntos localmente fechado é igual ao máximo de esos
conjuntos localmente fechados, portanto

dim
n

⋃
i=1
Oi =max dim Oi,1 ≤ i ≤ n

assim dim R(Q,v) = dim Oi0 .

O seguinte resultado é uma propriedade específica para o caso da teoria de representações de
quivers dado em [Kir16] p. 25, não é um resultado geral da geometría algébrica.
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Teorema 3.9. Para cada x ∈ R(Q, v), o estabilizador Gx é conexo na topología de Zariski.

Demonstração. Vamos provar que Gx não pode ser escrito como união disjunta de abertos
não vazíos. Por definicão temos que

Gx = {g ∈ GL(v) ∣ gjxαg−1i = φα,para cada flecha α ∶ iÐ→ j} .

Por outro lado temos que

Gx = AutQ(M
x) = {f ∈ EndQ(M

x) ∣ f é invertível}

onde Mx é uma representação de Q que corresponde a x ∈ R(Q,v). AutQ(Mx) é o subcon-
junto EndQ(Mx) que consiste de operadores A que satisfazem det A ≠ 0. Logo AutQ(Mx)
pode ser escrito como L−X onde L é um espaço vetorial em particular L = EndQ(Mx) e X
é fechado tal que X = EndQ(Mx), det A ≠ 0. Note que todo subconjunto aberto de L −X é
também aberto em L e pela topología de Zariski, quasquer dois conjuntos aberto não vazios
se entersectam, então Gx é conexo na topolgía de Zariski.

Observação 3.10. Pelo Exemplo 2.87 item (ii), sabemos que o grupo linear geral das ma-
trizes invetíveis Gln é um grupo algébrico, e pela Observação 2.91, temos que o espaço tan-
gente Zariski na matriz identidade I , para o grupo linear genral, é dado por TIGL =Mn(k),
portanto, para nosso caso temos que

TIGL(v) = TI
r

⊕
i∈Q0

GLvi(k) =
r

⊕
i∈Q0

Mvi(k) ≅
r

⊕
i∈Q0

Endk(k
vi),

onde o último isomorfismo foi estudado no Exemplo 1.11 item (2). Análogamente e pelo
Teorema 3.9, como GL(v)x é um subgrupo de GL(v), então o espaço tangente Zariski para
o estabilizador é dado por

TIGL(v)x =Mvi(k) ≅ EndQ(M
x).

Pela Observação 2.106, temos que para nosso caso

TxOx ≅ TIGL(v)/TIGL(v)x ≅ End(v)/EndQ(Mx),

onde End(v) =⊕r
i∈Q0

Endk(kvi).

Agora, já que fizemos uma boa aproximação da geometría algébrica para a teoría de repre-
sentações de quivers, vamos continuar obtendo mais informação valiosa com esta poderosa
ferramenta.

Teorema 3.11. Seja x ∈ R(Q, v) e seja Mx ∈ rep Q sua correspondente representação.
Então

(i) TxOx ≅ End (v)/EndQ(Mx), onde End (v) =⊕i∈Q0
End (kvi).

(ii) Seja NxOx = TxR(Q, v)/TxOx o espaço normal no ponto x da órbita. Então, NxOx =
Ext1Q(M

x,Mx).

Demonstração.

(i) Se segue direto da Observação 3.10.
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(ii) Considere a sequência exata do Lema 1.77

0 HomQ(M,N) ⊕i∈Q0
Homk(Mi,Ni)

⊕α∈Q1
Homk(Ms(α),Nt(α)) Ext1Q(M,N) 0.

Se M = N , obtemos

0 EndQ(Mx) End(v) R(Q,v) Ext1Q(M
x,Mx) 0

logo pela Observação 3.10, temos que

0 TxOx R(Q,v) Ext1Q(M
x,Mx) 0.

Corolário 3.12. A órbita Ox é aberta se, e somente se Ext1Q(M
x,Mx) = 0.

Demonstração. Primeiro temos que se Ext1Q(Mx,Mx) = 0, pelo Teorema 3.11, e como a
órbita é não singular, temos que

dimR(Q,v) = dimTxOx = dimOx,

portanto Ox é aberta. Por outro lado, se Ox é aberta em R(Q,v), que é irredutível, então
todo aberto é denso, ou seja Ox = R(Q,v), além temos que a órbita é localmente fechada,
portanto

dimTxOx = dimOx = dimOx = dimR(Q,v)

e pelo Teorema 3.11, temos que Ext1Q(Mx,Mx) = 0.



Capítulo 4

Apêndice

Definição 4.1. Uma categoria C é dada por:

(i) Uma classe de objetos, denotada por Obj(C).

(ii) Para cada X,Y ∈ Obj(C), tem-se um conjunto de morfismos entre X e Y denotado
por HomC(X,Y ), tal que para dois pares de objetos de C, se X ≠W e Y ≠ Z, temos
que HomC ∩HomC(W,Z) = ∅. Além disso, para X,Y e Z ∈ Obj(C), tem-se uma
operação binaria chamada de composição, dada por

○ ∶HomC(X,Y ) ×HomC(Y,Z) Ð→HomC(X,Z)

(f, g)z→ ○(f, g) = g ○ f,

satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Associatividade. Para todo f ∈ HomC(X,Y ), g ∈ HomC e h ∈ Hom, tem-se
(f ○ g) ○ h = f ○ (g ○ h).

(b) Existência de um elemento unitário associado a cada objeto X ∈ Obj(C). Para
cada X ∈ Obj(C), existe 1X ∈HomC(X,X), tal que qualquer f ∈HomC(X,Y )
e g ∈HomC(Z,X), temos que f ○ 1X = f e 1X ○ g = g.

Exemplo 4.2.

1. A categoria dos conjuntos Conj é a categoria em que Obj(Conj) é a coleção de todos
os conjuntos. Para quaisquer X,Y ∈ Obj(Conj), o conjunto de morfismos

HomConj(X,Y ) ∶= {f ∶X Ð→ Y ∣ f é função} ,

e a operação é a composição usual.

2. A categoria dos grupos Gr é a categoria em que Obj(Gr) é a coleão de todos os
grupos e os morfismos são

HomGr(X,Y ) ∶= {f ∶X Ð→ Y ∣ f é um homomorfismo de grupos} .

Da mesma forma, temos as categoria dos grupos abelianos Gb e dos aneis Ring.
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3. Seja k um corpo. Denotamos por Vetk a categoria dos espaços vetoriais, sendo que
os objetos Obj(Vetk) é a coleção de todos os k-espaços vetoriais e

HomVetk(X,Y ) ∶= {T ∶X Ð→ Y ∣ T é uma transformação k-linear} .

Defina-se fvetk a categoria dos espaços vetoriais de dimenção finita.

4. Seja R um anel. A categoria R-mod é a categoria em que Obj(R-mod) é a coleção
de todos os R-módulos à esquerda e

HomR-mod(X,Y ) = {f ∶X Ð→ Y ∣ f é um homomorfismo de R-módulos} .

Analogamente, podemos definir a categoria dos R-módulos à direita mod-R.

5. Seja k um corpo. Denotamos por Matk a categoria das matrizes sobre k, definida
por Obj(Matk) = N e HomMatk(n,m) = Mn×m(k), e com a composição dada pelo
produto de matrizes.

6. Para uma categoria C, defina-se a categoria oposta Cop em que Obj(Cop) = Obj(C) e
HomCop(X,Y ) =HomC(Y,X) para quaisquer X,Y ∈ obj(Cop).

Definição 4.3. Seja C uma categoria. Definimos S é uma subcategoria de C, denotada S ⊆ C,
se satisfaz:

(i) Obj(S) ⊆ Obj(C).

(ii) HomS(X,Y ) ⊆HomC(X,Y ), para quaisquer X,Y ∈ Obj(S).

(iii) Tem como operação a mesma composição em C.

(iv) Para todo X ∈ Obj(S), o morfismo identidade 1X em S é o mesmo em C.

Exemplo 4.4. Temos as seguintes cadeias de subcategorias

1. Field ⊆ Ringc ⊆ Ring1 ⊆ Ring ⊆ Gb ⊆ Gr ⊆ Conj. Além disso, As categorias R-mod e
mod-R são subcategorias de Conj. E Vetk ⊆ Gb ⊆ Gr ⊆ Conj.

2. Conj não é uma subcategoria de Gr, pois o conjunto vazio não é um grupo.

Definição 4.5. Sejam C e D duas categorias, um functor covariante (resp. contravariante)
F é uma aplicação F ∶ C Ð→ D que satisfaz:

(i) Se X ∈ C então F(X) ∈ D;

(ii) Se f ∈ HomC(X,Y ) então F(f) ∈ HomD(F(X),F(Y )) (respectivamente, F(f) ∈
HomD(F(Y ),F(X)));

(iii) Se f ∈ HomC(X,Y ), g ∈ HomC(Y,Z) então F(gf) = F(g)F(f) (respectivamente,
F(gf) = F(f)F(g));

(iv) F(1X) = 1F(X), para todo X ∈ C.

Exemplo 4.6.
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1. Um funtor de C para Conj é o funtor de esquecimento, o qual esquece toda estrutura
álgebrica tanto para objetos como para morfismos, sendo C=Gr, Vetk,R-mod, mod-R
ou Ring, por exemplo

Vetk Conj

V F(V )

W F(W )

F

T F(T )=T

2. Para qualquer categoria C, existe o functor identidade 1C ∶ C Ð→ C definido por
1C(X) =X e 1C(f) = f , para qualquer X ∈ C e f morfismo em C.

3. Para uma categoria C e X ∈ C, existe o functor contravariante Hom(−,X) ∶ C Ð→
Conj, definido por

Hom(B,X) ∶=HomC(B,X), para todo B ∈ C

Hom(f,X) ∶HomC(D,X)Ð→HomC(B,X), para todo f ∈HomC(B,D)

sendo que Hom(f,X)(g) = gf , para todo g ∈HomC(D,X).

4. Considere o seguinte functor F ∶Matk Ð→ fvetk definido do seguinte modo.

F ∶Matk fvetk

m F(m) = km

n F(n) = kn

Mm×n F(Mm×b)=Mm×n

Assim temos um vetor m-dimensional x = [x1, . . . , xm]
T
∈ km aplicando T temos o

vetor n-dimensional y = [y1, . . . , yn] ∈ kn dado por xTM .

Definição 4.7. Sejam F ,G ∶ C Ð→ D dois functores. Uma transformação natural Ψ ∶ F Ð→
G é uma familia Ψ = {ΨX}X∈C de morfismos ΨX ∶ F(X) Ð→ G(X) em D tal que para
qualquer f ∶X Ð→ Y em C, o seguinte diagrama comuta

F(X)

F(f)
��

ΨX // G(X)

G(f)
��

F(Y )
ΨY

// G(Y )

Diremos que Ψ é um isomorfismo natural, se para qualquer X ∈ C, se cumpre que ΨX ∶
F(X)Ð→ G(X) é um isomorfismo em D, e o denotaremos por F ≅ G.
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Definição 4.8. Duas categoria C e D são equivalentes, se existem functores covariantes
F ∶ C Ð→ D e G ∶ D Ð→ C, tal que FG ≅ 1D e GF ≅ 1C . Os functores F e G são chamados
equivalência de categorias.

Exemplo 4.9.

(1) A categoria dos R-mod e mod-R são equivalentes.

(2) A categoria das Matk e fvetk são equivalentes.
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