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Resumo

Um dos problemas principais da teoria de representacdes de quivers € classificar todas suas
representacdes indecomponiveis. Existe uma abordagem para este problema via geometria
algébrica, que terminou sendo util para algumas 4lgebras de caminhos de tipo selvagem, o
caso conhecido por sua dificuldade. Motivados nisso, estudamos o objeto principal dessa
abordagem, chamado de variedade de representacdes de quivers, com o intuito de compre-
ender a abragéncia deste conceito, exploramos um exemplo de cada tipo de algebra, a saber
de tipo finito, manso e selvagem. Em outras palavras, estudamos a classificagdo genérica de
suas representagdes indecomponiveis via a classificacdo de 6rbitas. Com o objetivo de estu-
dar o espago tangente destas variedades e suas Orbitas, estudamos algumas conexdes através
de ferramentas homoldgicas e suas principais propriedades.

Palavras-chave: Algebra de caminhos, representacdes de quivers, variedades de represen-
tacdes de quivers, espaco tangente de Zariski.



Abstract

One of the main problems of quiver representation theory is to classify all the indecomposa-
ble representations for a given quiver (). There is an approach to this problem via algebraic
geometry that turned out to be useful for some wild-type path algebras, known for its dif-
ficulty. Motivated by this, we study the main object of this approach, called the variety of
representations of quivers. In order to understand the scope of this concept, we explore an
example of each type of algebra, namely finite, tame and wild types. In other words, we study
its generic classification of its indecomposable representations via orbit classification. In or-
der to study the tangent space of these varieties and their orbits, we study some homological
tools and its main properties.

Keywords: Path algebra, quiver representations, quiver representations varieties, Zariski
tangent space.
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Introducao

Em 1972, P. Gabriel introduziu as primeiras nocdes de representacdes de um quiver
(ver [Gab72,DG79]), permitindo que a teoria de representagdes de dlgebras associativas de
dimensao finita possa ser reformulada usando a linguagem dos quivers, sendo que um quiver
¢ um grafo orientado e uma representacdo dele, isto €, associar a cada vértice, um espaco ve-
torial e a cada flecha uma transformacao linear. Seus estudos foram baseados num trabalho
de T. Yoshii [Yos56]. Para o trabalho de P. Gabriel o trabalho de K.J. Backstrom [Bac72)]
e Bernstein-Ge’lfand-Ponomarev |[BGP73]] foram de muito valor. Uma visao historica deste
desenvolvimento pode ser encontrada em [Rinl6]]. A introducido dos quivers marcou uma
nova etapa na teoria de representacdes de dlgebras associativas de dimensao finita. Foram
descobertas uma série de novas e importantes conexdes com outras dreas da matemdtica por
exemplo, Algebras de Hall, grupos quinticos, dlgebras de Lie, cluster dlgebras e entre muitas
outras areas. Para mais detalhes recomendamos [Kirl6].

Um dos problemas fundamentais da teoria de representacOes de dlgebras associativas € a
classificagdo das representagdes de dimensdo finita, a menos de isomorfismo. Este pro-
blema de classificacdo se divide em problemas de tipo finito, manso e, na maioria das vezes,
de tipo selvagem (ver [DG79, pp. 242-259]). Selvagem signica “intuitivamente”, que o
problema de classificacdo de suas representacdes € tao dificil, que as vezes é chamado um
problema impossivel de resolver. O principal obstdculo neste caso € a dependéncia das clas-
ses de isomorfismo de representacdes em muitos parametros continuos arbitrarios, para os
quais as ferramentas cldssicas da teoria da representacdes de dlgebras nao sdo suficientes.
Uma completa classificagdo para as representacdes de quivers s6 € conhecida para o caso
de quivers de tipo Dynkin e foi dada por P. Gabriel em 1972. Em outras palavras, P. Ga-
briel classificou os quivers que sdao do tipo de representacdo finita [[Gab72[] e mostrou via
vetores dimensdo a existéncia da bijecdo entre o conjunto de classes de isomorfismos de re-
presentacdes indecomponiveis dos diagramas de Dynkin e o conjunto de raizes positivas da
correspondente dlgebra de Lie. Por outro lado, Dlab e Ringel em [[DR’/5]] usaram as ferra-
mentas introduzidas por P. Gabriel em [Gab73|] para estender tais resultados para dlgebras
hereditarias de dimensao finita sobre corpos arbitrarios. No mesmo sentido do problema
inicial, a classificacdo das representacdes indecomponiveis de quivers afins foi estudada
por Gel’fand-Ponomarev [GP70]], Donovan-Freislich [DF73]], Nazarova [Naz73], e [NR73],
Dlab-Ringel [DR'76|], Auslander-Platzeck [AP78] e Kac [Kac80].

Com o objetivo de dar uma solucdo a este problema de clasificagdo, usando outras ferra-
mentas da perspectiva geométrica. A. King introduziu em 1994 o conceito de espacos de
moduli para representacdes de quivers [Kin94]. Assim diferentes solugdes sdo identificadas,
se forem isomorfas. Mais precisamente, os espacos moduli podem ser pensados como dando
um espago universal de parametros para o problema. No mesmo ano, W. Crawley-Boevey



escreve oito notas para um curso dado na Oxford University [Cra93]], onde o principal ob-
jetivo foi a classificagdo das representacdes para diagramas Euclidianos ou de tipo Dynkin
estendidos, da perspectiva geométrica, que envolve acoes de grupos algébricos, o estudo do
sistema de raizes e algumas técnicas da algebra homologica.

Nesta mesma dire¢do, G. Lusztig em [Lus98] forneceu uma realizagdo geométrica da parte
positiva da dlgebra envolvente universal, de uma dlgebra de Kac-Moody g simplesmente
atada usando funcdes construtiveis. Em outras palavras, uma realizagdo geométrica da parte
positiva de um grupo quantico, usando perverse sheaf, permitiu a constru¢do de uma base
candnica, que desempenha um papel importante na teoria da representacdes. As variedades
de quivers introduzidas por H. Nakajima ( [Nak99]), produzem uma realizacdo geométrica
das representacdes de peso maior de dlgebras de Kac-Moody simplesmente entrelacadas.
Motivando ainda mais a teoria, M. Reineke em ( [Rei08]]) também faz uma abordagem geo-
métrica ao problema de classificacdo de tipo selvagem, em particular para o quiver de Kro-
necker de trés flechas. Fora disso, é dada uma nocao de estabilidade nas representacdes de
quivers. Em 2012, V. Ginzburg ( [Ginl2]), faz uma uma generalizacdo interessante da teo-
ria, mostrando que as variedades de Nakajima também fornecem uma importante classe de
exemplos de variedades algébricas simplécticas com propriedades extremadamente ricas em
estrutura e interessantes por si s0.

Em 2016, A. Kirillov apresenta em [Kir16] uma introducdo a teoria das representacdes de
quiver e variedades de quiver, baseada em um curso, ministrado por ele mesmo na Univer-
sidade de Stony Brook, o qual comega com definicdes bésicas e termina com a obra de Na-
kajima sobre variedades quiver e a realizagdo geométrica de algebras de Lie de Kac-Moody.
Esta serd uma de nossas guias bibliograficas mais importantes. Este trabalho vai considerar
a variedade de representacdes para uma algebra associativa k@), induzida por um quiver Q).
Estas variedades se formam para estudar dlgebras e seus modulos, com especial énfase na
teoria de representacdes de quivers, ou seja, modulos para dlgebras de caminhos. O objetivo
¢ mostrar uma série de diferentes topicos, que através da historia, fizeram a teoria consis-
tente que ¢ uma das mais importantes na matematica. Mais ainda, para destacar as vantagens
desta abordagem geométrica, apresentaremos trés exemplos de cada tipo de dlgebra, isto é,
dlgebras de tipo finito, tipo manso e tipo selvagem (ver Se¢@o[3.2)). A seguir apresentaremos
a estrutura desta dissertacao.

No Capitulo 1 vamos apresentar a teoria de mddulos e dlgebras suficientemente para o de-
senvolvimento do trabalho. Primeiro vamos entender o qué € uma algebra de caminhos,
depois estudaremos os médulos e alguns de seus resultados, até chegar as representacdes de
quivers, para entender a equivaléncia de categorias k() — mod e rep (). Na sequéncia vamos
apresentar alguns resultados de dlgebra homoldgica na categoria k() — mod.

No Capitulo 2 baseado principalmente em [Eis95]], vamos entender as variedades algébricas
afins, sua topologia e a forma local de estudar alguns fendmenos, perto de um ponto p de
uma variedade algébrica afim X, para introduzir o espaco tangente de Zariski e sua relacdo
com os modulo de diferenciais de Kéhler. No final deste capitulo vamos dar uma introducao
sobre os grupos algébricos e algumas das propriedades das érbitas obtidas por uma acao de
um grupo.

No Capitulo 3 vamos aproveitar o estudado nos capitulos anteriores para intruzir o conceito



central deste trabalho, a variedade de representacdes de quivers. Aproveitando isto, apresen-
taremos alguns resultados importantes e o seu poténcial no problema de classificacao.

Finalizaremos com um Apéndice sobre alguns conceitos classicos e muito gerais da teoria
de categorias, linguagem muito frequente no decorrer deste trabalho todo, porém nao estri-
tamente necessario para leitores ndo familiar na teoria de Categorias.



Capitulo 1
Algebras e Médulos

Neste capitulo apresentaremos notacao, terminologia e alguns fatos bésicos da teoria de mo-
dulos e de k-dlgebras de dimensdo finita, como também exemplos apropriados para este
trabalho. Em particular estudaremos elementos gerais da teoria de representacdes de qui-
vers finitos e sua equivaléncia categérica com os modulos de uma certa dlgebra de caminhos
de dimensdo finita sobre k. Esta equivaléncia vai permitir definir apropriadamente carac-
teristicas homoldgicas dos mddulos sobre a dlgebra de caminhos. Além, isso vai ser uma
ferramenta essencial para a descricdo geométrica de nosso interesse.

1.1 Algebras

Esta secdo pretende apresentar alguns conceitos e propriedades sobre dlgebras, os quais usa-
remos durante o desenvolvimento deste trabalho. Vale a pena destacar que apresentaremos
alguns exemplos que usaremos para para definir a dlgebra central deste trabalho, chamada
de dlgebra de caminhos (ver Defini¢do [I.26).

Definicio 1.1. Um anel é uma tripla (R, +,-) que consiste de um conjunto R e duas ope-
racdes binarias, chamadas de soma + : R x R — R, (r,s) —> r + s e multiplicacdo
-:RxR—> R, (r,8) —> 1 s tal que (R, +) é um grupo abeliano, que cumpre as seguintes
condicoes:

(i) (r-s)-t=r-(s-t),
(i) r(s+t)=rs+rte(s+t)-r=s-r+t-r,

para todo r,s,t € R. Ou seja a multiplicacdo é associativa e se cumprem as leis da distri-
buigdo sobre a soma. Um anel é comutativo se r - s = s -1, para quaisquer r,s € R.

Neste trabalho vamos considerar anéis tais que existe um elemento 1 ¢ R onde 1 # 0 e
1r = rl = r, para todo r € R. Tal elemento € tinico em relacdo a esta propriedade e é
chamado de identidade do anel R.

Exemplo 1.2.

(1) Z,Q,R e C sdo anéis comutativos com unidade.

10
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(2) Seja X um conjunto ndo vazio. O conjunto denotado como
C(X) = {f: X —R| f é fungio}

munido da adicdo e a multiplicacdo de fungées, definidas de maneira natural, é um

anel.

(3) O conjunto C[xy,...,x,] dos polindbmios nas varidveis x1,...,x,, com coeficientes
em C, é um anel com a soma e o produto usual de polinémios. Andlogamente o con-
Jjunto das series formais Cxy, ..., x,], é um anel.

Definicao 1.3. Sejam R e R’ anéis. Uma funcdo f : R — R’ é chamado de homomorfismo
de anéis se f(r+s) = f(r)+f(s)e f(r-rs)=f(r)-r f(s), paratodor,s € R. Além disso,
se R e R’ sdo anéis com elementos identidade, assumimos que o homomorfismo de anéis f
preserva as identidades, ou seja, que f(1g) = 1g.

Exemplo 1.4.
(1) Afuncdo f:Z — Z[nZ, definida por f(a) = a mod n, é um homomorfismo de anéis.

(2) A conjugacdo complexa é um homomorfismo de anéis. Definimos ¢ : C — C, tal que
VzeC, f(2) =Z Para z1,z € C, tem-se que f(z1---22) = f(21) - f(22), jd que para
21 :=a+biezy:=c+di cumple-se que f(z1 +z2) = f(z1) + f(22) e

f(21-2) =/ (ac—db)? + (ad + be)? = Va2c? - 2abed + b2d? + a2d? + 2abed + b2¢2,
mas f(z1) =Va2+b%e f(z2) = Vc?+d? entdo

f(21) - f(2) =/ (a? +b2) - (2 + d2) = Va2c? + a2d? + b2c2 + b2d2.

(3) Sejam R[x] o anel de polindmios na variavel x com coeficientes em R e C o conjunto
dos niimeros complexos. A fungdo [ : R[x] — C definida como f(p) — p(i) é um
homomorfismo de anéis.

Definicao 1.5. Seja R um anel comutativo. Um elemento r € R é chamado de:

(i) Unidade, se possui inverso multiplicativo em R, ou seja, se existe um elemento em
s € R, tal que rs = 1. Denotamos ao grupo de unidades de R como

R*={u € R|u é unidade em R} .

(ii) Divisor de zero, se existe s + 0, tal que rs = 0. R ¢ dito um dominio de integridade,
se R+ 0 e 0 ¢ o unico divisor de zero em R, ou seja, dados r,r’' € R, temos rr’ = 0
implicar =0 our' =0.

Exemplo 1.6.
(1) O anel Z cujo conjunto de unidades é {1}, é um dominio de integridade.

(2) O anel Z|5Z cujo conjunto de unidades é Z|5Z sem {0}, é um dominio de integridade.
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(3) O anel C, cujo conjunto de unidades é C\{0}, é um dominio de integridade. Igual
acontece com C[z].

Definicao 1.7. Seja R um anel comutativo. R é um corpo se todo elemento ndo nulo é
unidade, ou seja, R* = R\{0}. Em diante denotaremos os corpos por k e dizemos que é
algébricamente fechado, se qualquer polindomio ndo constante em K[ x|, tem raizes em k.

Exemplo 1.8.
(1) O anel do Exemplo[I.6](2) é um corpo.

(2) O conjunto dos niimeros reais R é um corpo que ndo é algébricamente fechado, mas o
conjuntos dos niimeros complexos é um corpo algébricamente fechado.

(3) Seja R um dominio de integridade. O corpo de fracdes denotado por Frac(R) de
R ¢ o anel obtido invertendo-se todos os elementos ndao nulos de R. Por exemplo,
Frac(Z) = Q. Mais precisamente, Frac(R) é o conjunto dos pares ordenados (r,s) €
Rx(R\{0}) médulo a relagdo de equivaléncia que identifica (r, s) com (r', s") sempre
que rs' = sr'. Denotaremos a classe de equivaléncia do par (r, s) na forma de fracdo
a/b de modo que

ch(R)z{CH,seR,b#O},
s

r 70, !/ /
—=— <=rs =sr.
s s

As operagdes em Frac(R) sdo definidas por
rr rs'+sr

r
p— + JE— —_— e —_
s s ss’ S

r’ orr!
s ss!’

e ndo depende da escolha dos representantes de classe envolvidos. Os elementos neu-
tros da adigcdo e da multiplicacdo sdo 0/1 e 1/1, respectivamente. Afirmamos que
Frac(R) é um corpo. De fato, se = é ndo nulo, temos r # 0 logo (r[s)™ = s[r. Mais
ainda R pode ser visto como um subanel de Frac(R), pois temos um homomorfismo
injetor natural

R — Frac(R)
r
r— —.

1

No seguinte capitulo vamos generalizar este conceito (ver Defini¢do [2.43).

Definicao 1.9. Seja R um anel comutativo. Uma R-dlgebra é um anel A com elemento
identidade, munido de um homomorfismo de anéis f : R — A, tal que 1z —> 1 4.

Observacao 1.10. A Definicdo 1.9 é equivalente a dizer que uma k—dlgebra é um anel R
com elemento identidade 1, tal que R é um k—espaco vetorial compativel com a multiplica-
cdo do anel, ou seja:

A(rs) =(rA)s=r(\s) = (rs)A

para todo \ € ke r,s € R. A dimensdo de uma k—dlgebra R é a dimensdo de R como
k—espaco vetorial e é denotado por dimyR.
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Exemplo 1.11.

(1) O anel k[z] de todos os polindmios na indeterminada x com coeficientes em k é
uma k—dlgebra de dimensdo infinita. A unidade é o polindomio constante 1 e para
f(z),9(x) ek[z] e A € k temos que

A(f(x)-g(x)) = (A- f(2)-g(x) = f(z) - (Ag(x)) = (f(x) - g(x))A.

Analogamente, o anel k[x1, ..., x,] nas indeterminadas x1, ..., com coeficientes
em k é uma k—dlgebra de dimensdo infinita.

(2) O conjunto das matrizes quadradas de tamanho n x n com entradas em k, denotado
como M, (k) é uma k-dlgebra de dimensdo finita, com a multiplicacédo usual de ma-
trizes e a identidade é a matriz identidade, denotada como 1. Se n > 1, esta k—dlgebra
ndo é comutativa. Equivalentemente se V é um k—espaco vetorial de dimensdo n, a
dlgebra de endomorfismos denotada como

Endi (V) ={f:V — V| fék—linear} .

Esta é uma k—dlgebra com a multiplicacdo dada pela composicdo de funcoes. Note
que fixando uma base para' V', os elementos de Endy (V') podem escreverse em termos
de matrizes com respeito as bases e assim podemos identificar Endy (V') com M, (k).

(3) Sejam R, e Ry duas k—dlgebras. A soma direta de R, e Ry é a k—dlgebra R = Ry x Ry
com soma e multiplicacdo dadas pelas formulas:

(r1,72) + (81,82) = (r1 + S1,72 + S2)

(7”1,7“2)(51,52) = (T151>T2S2)
onde r1,81 € Ry e 19, 89 € Ro. A identidade de R é o elemento (1g,,1r,) € Ry x Rs.

Definicao 1.12. Um k-subespaco vetorial R’ de uma k—dlgebra R é uma k—subdlgebra de
R, se a identidade de R pertenece a R' e se r{r}, € R’ para todo r1,r)} € R'. Um subconjunto
I ndo vazio de um anel R é um ideal a esquerda de R (ou ideal a direita de R), se rx € I (a
direita xr) e y+ x € I para todo x,y € I e r € R. Um ideal bilateral de R (ou simplesmente
um ideal de R) é um ideal a esquerda e um ideal a direita de R.

Exemplo 1.13.

(1) Quando k um corpo algébricamente fechado, a situacdo é mais simples. Os ideais
ndo triviais do anel de polinémios k[z] sdo os ideais gerados por x - a, para al-
gim a € k. Mais geralmente, os ideais maximais de k[x,...,x,], sdo da forma
(x1—-ay,...,x,—ay).

(2) Seja Z[x] o anel de polindmios na varidvel x sobre Z e p um niimero primo, entdo (0),
(p), (z) e (p,x) = {ap + bx | a,b € R} sdo todos ideais de Z[x].

(3) Seja R um anel e I um ideal bilateral. O ideal gerado pelos elementos x1xy:T,,, com
1,To,...,Ty, € I e denotado como 1™, é um ideal bilateral de R. Por convengdo,
I1° = R e um ideal I é dito nilpotente se existir um niimero natural m, tal que I"™ = 0.
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Definicdo 1.14. Seja R um anel. Um ideal p em R é chamado de ideal primo, se p + (1) e
se p1-pa € p tal que py € P ou py € p. Um ideal m em R é chamado de ideal maximal, se
m # (1) e se ndo existir um ideal a tal que m c a c (1).

Exemplo 1.15.

(1) Seja k um corpo. O unico ideal maximal de &k é {0}.

(2) No Exemplo[l.2]item (1), (x — a) é um ideal maximal em k[z] e (x1 - a1,..., T, — ap)
é um ideal maximal em k[x1, ... z,].

(3) No Exemplo[l.2]item (2), (0), (p), (z) e (p,x) sdo ideais primos de Z[x]. Em particu-
lar (p, x) é também maximal.

Observacao 1.16. Note que se I é um ideal bilateral de uma k—-dlgebra R, o k—espaco
vetorial quociente R[I tem uma tnica estrutura de k-dlgebra tal que o transformagdo li-
near sobrejetiva canénica w : R — R/I, r —> T = r + I torna-se um homomorfismo de
k—dlgebras, conceito que serd definido a seguir.

Definicao 1.17. Sejam R e R’ k-dlgebras. Um homomorfismo de anéis f : R — R’
é chamado de homomorfismo de k-dlgebras se f é uma transformagdo k-linear. Duas
k—dlgebras R e R’ sdo chamadas de isomorfas se existe um isomorfismo de k—dlgebras, ou
seja, um homomorfismo de k—dlgebras bijetor. Em este caso denotamos R =~ R'.

Exemplo 1.18.

(1) Sejam R uma k-dlgebra. Considere a func¢do idg : R — R dada por idg(r) = r
para todo v € R. Esta fungdo, que é chamada de identidade, é um homomorfismo de
k—dlgebras.

(2) Sejam R,S,T k-dlgebras e dois homomorfismos de k—dlgebras p : R — S e 1 :
S — T. A funcdo (¢ o ) : R — T é um homomorfismo de k—dlgebras.

(3) Consideramos um homomorfismo de anéis injetivo k — k[x1,...,x,] que mer-
gulha k no anel de polinomios como polinomios constantes. Qualquer quociente
k[x1,...,2,]/] é uma k-dlgebra e a funcdo sobrejetiva quociente k[z1, ..., x,] >
k[x1,...,2,]/I é um homomorfismo de k—dlgebras.

A seguinte observacdo vai ser apresentada de forma geral, mas serd de muita importancia
para a construcdo da dlgebra de caminhos (ver Defini¢éo [I.26).

Observacio 1.19. Seja B = {b1,bs, ..., b, } uma base de uma k—dlgebra A de dimensdo n.
Entdo, todo elemento a € A é uma combinagdo linear dos b;, para i = 1,...,n. Assim, se
a,a’ € A sdo dois elementos arbitrarios, conseguimos expresar eles como

a= zn: Aib;, e a' = zn: Aib;  para A\, A,

ekii=1,...,n
i=1 i=1

e seu produto satisfaz
i=1 i=1 ij=1

isso significa que, se especificamos como multiplicar quaisquer dois elementos da base,
entdo a multiplicacdo na k—dlgebra estd completamente determinada.
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1.1.1 Algebras de caminhos

Nesta subsecdo vamos definir as estruturas graficas que estamos interessados. Depois vamos
introduzir a terminologia relacionada, a qual vai ser apropriada para este trabalho. Mostra-
remos como podemos associar uma dlgebra a cada uma das estruturas graficas, e estudar
algumas de suas propriedades.

Definicao 1.20. Um quiver () é um grafo dirigido que consiste de dois conjuntos e duas
fungoes:

* um conjunto de vértices, denotado por (),
* um conjunto de flechas, denotado por ()1,
* 5:Q1 — Qo que associa a cada flecha o € Q1 seu vértice inicial s(a) € Qo,

* t:Q1 = Qo que associa a cada flecha o € Q1 seu vértice final t(a) € Q.

Um elemento o € (), € representado desenhando uma flecha de seu vértice inicial até seu
vértice final como segue:

s(a) —=t(a) ou a:i—s=j

onde o é uma flecha saindo de i e chegando em j. Note que () é uma quddrupla (Qo, @1, s, t).
Se os conjuntos )y e ()1 sdo finitos, entdo dizemos que () é finito. Sem perda de generali-
dade, a partir de agora, neste trabalho, consideraremos Qo = {1,...,| Qo |}, onde | Qo | é 0
cardinal do conjunto de vértices do quiver ().

Exemplo 1.21.

(1) Consideremos o quiver

] —2 o9 P g3 7 4y

Note que Qo ={1,2,3,4}, Q1 ={«, 3,7} e s, t estdo definidas como:
s(a) =1, s(B)=2, s(y)=3,

t(a)=2, t(B)=3, t(y)=4.
Em geral, podemos definir o quiver com n vértices assim:

a1 a2 Qn-1
1 s 2 s n

comQy={1,2,....,n} e Q1 ={aq,qs,...,a, 1}, onde t(a;) =i+ 1 e s(a;) =i para
todoi=1,...,n— 1. Este quiver serd denotado por A,,.

(2) Consideremos o quiver

2
com Qo = {1} e Q1 = {«}. Este quiver serd chamado de quiver de Jordan ou loop ou
ciclo orientado.
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(3) Consideremos o quiver chamado de Kronecker de trés flechas
Ky= 1 2232 (1.1)
Note que Qo = {1,2} e Q1 = {a, 3,0}, além disso s(a) = s(B) = s(5) = 1 e t(a) =

#H(B) = 1(6) = 2.

Definicdo 1.22. Sejam Q) = (Qo, @1, s,t) um quiver e i,j € Q. Um caminho c de i para j
de comprimento | > 0 em @, é uma sequéncia c = (i | aq,...,q; | J), que serd denotada por

C = Q- 0a0,

com ay, € Q1 tal que

s(aq) =1,
s(apy1) =t(ap), para h=1,...1-1,
t(Oél) Zj.

O caminho trivial denotado como e; no vértice i, é o caminho de comprimento | = 0 que
nunca sai do vértice 1.

Observacao 1.23. Note que um caminho de i para j é uma forma de ir do vértice i para o
vértice j no quiver (), onde so podemos caminhar ao longo de uma flecha na direcdo em que
ela estd apontando.

Exemplo 1.24.
(1) Seja o quiver

v
(]
N
=2
w

G

temos que «, ( e faa sdo caminhos, mas yfBa ndo é um caminho.

(2) Uma flecha i ———— j é um caminho o de comprimento um. Se i = j entdo
G

¢ um ciclo de comprimento um ou um loop, como no Exemplo [I.21] item (2). Um
caminho ndo trivial tal que s(c) = t(c) é chamado ciclo ndo trivial. Um quiver @) é
chamado aciclico, se ndo tem ciclos ndo triviais.

(3) Um caminho da forma

do vértice i para o vértice i, dado por ayy_1 . . . agaai, € chamado de ciclo orientado.
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Definicao 1.25. Seja () um quiver. Dados dois caminhos ¢ = o,.---asay e ¢’ = B4+ B281, com
t(c") = s(c). Definimos o caminho c - ¢’ como sendo a concatenagdo de dois caminhos

c-c = apaoan By

Com a Definigéo [I.23] conseguimos definir a multiplicagdo de caminhos. Note que esta
multiplicacdo de caminhos vai ser inspirado pela composi¢do usual de fun¢des. Com esta
defini¢do e a Observacdo [I.19] vamos construir a k—dlgebra de nosso interesse.

Definicao 1.26. Seja () um quiver. A dlgebra de caminhos de (), denotada como kQ), é a
k—dlgebra com base o conjunto de todos os caminhos no quiver () e com a multiplicacdo
definida nos elementos da base c, ¢’ da seguinte forma

c-c, set(c)=s(c),

0, em outro caso,

Extendemos esta multiplicacdo por bilinearidade e para caminhos de comprimento zero e;
via
¢, ses(c)=1, c, set(c)=17,
ce; = €;C=
0, em outro caso, 0, em outro caso,
e para dois elementos arbitrarios Y, . \.c, Yo N,c em kQ temos (Y. \.c) - (Lo Auc') =
Yo AcALcc, onde cada sumatdrio € finito e percorre o conjunto dos caminhos de ().

Observacao 1.27. Existe uma decomposigcdo em somas diretas
k@ =kQookQ,®---dkQ;® -

de k—espacos vetoriais k(Q), sendo que cada kQ);, com | > 0, é um subespaco de k() gerado
pelo conjunto (), de todos os caminhos de comprimento l. Além disso, (kQ,) - (kQ,,) <
(kQp+m) para todo n,m > 0, jd que a multiplicacdo em k() de caminhos de comprimento n
por um caminho de comprimento m, ou é zero ou um caminho de comprimento n + m.

Exemplo 1.28.

(1) Seja o quiver
1 —=>2.

A dlgebra de caminhos k(@) tem como base o conjunto {ey, e, a} e podemos visualizar
seu produto na seguinte tabela:

€1 | €2 | (¥
€1 | €1 0 0
e | 0 e | a
alal| 0|0

Note que k() é isomorfa a dlgebra de matrizes 2 x 2 triangular superior

Tao(k) = {lg i] | a,b,ce]k},
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via o isomorfismo

€1 ool ¢ 0 of° @ 0 1|

Vamos generalizar este exemplo. Consideremos o quiver

(s3] g a3 QAn-1

Q=1 > 2 > 3 oo = n.

Denote por c; j o uinico caminho em () de i para j, ou seja:

o= €, sei =7,
ig = o
Q109 QG 1O, SE€T# ],

e assim, podemos definir a seguinte funcdo:

0 : k@ — T,(k)
At A
D, Ao i i
1<i<j<n 0 )\nn

onde T, (k) c M,,(k) é a subdlgebra de matrizes n x n triangulares superiores. Note
que:
1 - 0

o) =e(Ne)=|: ~ i|=1.
i=1 1=1 0 --- 1
Py as) = p(ar) - p(as).

Portanto, concluimos que k(@) é isomorfa a dlgebra de matrizes n x n triangulares
superiores. A seguir, listamos a base de k()

Ci1 C12 €13 Ci4 ... Cip
Cog C23 C2q4 ... C2p
C33 C34 ... C3p,
Cq4q
Crn.-

(2) Para o loop
TG

a dlgebra de caminhos kQ) tem base {e1,a,al,a?,...,al, ...} e a multiplicagcdo dos
vetores da base estd dada por

ala® = ot*™* . para todo 1,k >0,

onde oV = e;. Assim, kQ é isomorfo a dlgebra de polindomios na indeterminada .,
k[x], via a transformagdo linear dada por

o — g™,
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(3) Consideremos o quiver de Kronecker de dois flechas

Q=1 Z 2.
B

A dlgebra de caminhos k() tem base {ey,eq, a, 8}, com a multiplicacdo dada na se-
guinte tabela:

e1 | e |a|p
€1 | €1 0 010
ea | 0 |es | a|p
alal|0]0]0
1B 10|00

A dlgebra de Kronecker é definida como sendo o espaco vetorial

k k2
TK:[O ]k]’

munido da multiplica¢do

la (b, c)] , l (f,g)] _[ae a(f,g9)+ (b, c)]
o d |lo n |T|o dh
_ [ae (af,ag) + (hb, hcfl
0 dh
_ [ae (af +hb,ag + hc)]
0 dh '

Note que kQ = T via

. l1 (0,0)]

0 (0,0) 0 (1,0) 0 (0,1)
0 0 62”[0 1 ] O‘”[o 0 ] B”[o 0 ]

Os seguintes resultados sdo s6 algumas das propriedades das dlgebras de caminhos.
Proposicao 1.29. Seja () um quiver e k() sua dlgebra de caminhos. Entdo
(i) k(@) é uma dlgebra associativa,
(ii) k() tem um elemento identidade se, e somente se () € finito, e
(iii) kQ é de dimensdo finita se, e somente se () ¢ finito e aciclico.

Demonstragdo.

(i) Segue diretamente da Defini¢do|1.26} ja que a concatenag@o € associativa.
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(i1) < Sejaa =Y, A\, cum elemento arbitrario em k@), onde o sumatério € finito e percorre
o conjunto dos caminhos ¢ de (). Pela Defini¢do [I.26]temos que

azei:(gxc(;)(zei): S S hce-a

1€Qo 1€Qo i€Qo ¢
pois
0, ses(c)+i,

ce;=
e, ses(e) =i

= Suponha que ) € infinitoe 1 = Y./, A\,w, € o elemento identidade de k(), onde \,
¢ um escalar ndo nulo e w, sdo caminhos em (). O conjunto (), de vértices iniciais de
w,, tem pelo menos m elementos e em particular € finito. Se i € Qp\Q}, entdo e; = 0,
o qual é uma contradi¢do.

(i71) Se @ ¢ infinito, entdo também a base de k() é infinita, pela Defini¢do Observe
que no caso (), infinito seria (); também infinito porque contém os caminhos trivi-
ais. Se w = ay---a,, € um ciclo em (), entdo para cada ¢t € N temos um vetor base
wt = (aq-+-a, )t de k@ e novamente dimens@o infinita. Por outro lado, se () é finito e
aciclico, ele contém apenas um nimero finito de caminhos e assim k() é de dimensao
finita.

]

Apresentaremos conceitos que vao dar ainda mais estrutura a algebra de caminhos definida
em [[.26

Definicao 1.30. Seja A uma k—dlgebra. Um elemento e € A é chamado de idempotente se
€2 = e. Dois elementos sdo chamados de ortogonais se eiey = ese; = 0. Um idempotente e
€ chamado de idempotente central se ea = ae para todo a € A e um idempotente ndo nulo é
chamado de primitivo se e ndo pode escreverse como a soma e = ey + e, tal que ey, es sdo
ortogonais idempotentes ndo nulos.

Exemplo 1.31.

(1) Os elementos 0 e 1 de qualquer k—dlgebra sdo idempotentes, chamados de idempo-
tentes triviais. Todos os outros idempotentes sdo chamados de ndo triviais.

(2) Se A = kQ ¢ a algebras de caminhos de um quiver (), entdo o caminho constante e;,
com i € (g, € um idempotente.

(3) Os tinicos idempotentes primitivos ortogonais centrais da k—dlgebra To(k) das ma-
trizes 2 x 2 triangulares superiores com entradas em k sdo

1 0110 0

0 of’'fo 1|
Lema 1.32. Se A = k(@ € uma dlgebra de caminhos, entdo cada caminho constante e; é um
primitivo idempotente.
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Demonstracdo. Suponha que e; = e + ¢/ com e, ¢/ idempotentes ortogonais. Sejam
e= Z AcC, e = Z ALc,
C (&

onde cada somatorio € finito e pecorre o conjunto dos caminhos c em (). Como e = )" _\.c é
um idempotente, segue-se que

0=e?-e= Z AcAecc = Z Aecd! = Z (Ao = A ). (1.2)

cc'=cl’

Em particular A.;Ac, = A, assim A, = 0 ou 1 para qualquer vértice j. Por outro lado temos
que ee’ = 0 implica que Ac; Ay, = 0 A, = 0 quando A{ = 1. Como e + ¢’ = ¢;, devemos ter
que Ao, =0e Al =0,sei# jesoalguns de A, ou A, € zero e o outro € 1. Se tomamos
Ao, = 1 e A, =0, pela equagdo (1.2), segue que para qualquer caminho ¢, temos A\ = 0 €
assim e’ = (. 0

Uma conclusdo do estudado acima, é que o conjunto {eq, ..., e, }, é um conjunto de idempo-
tentes primitivos ortogonais. Na Observagdo [[.46] vamos ver mais propriedades da dlgebra
de caminhos definida em [1.26 que serdo de importante utilidade neste trabalho, mas pri-
meiro precisamos estudar o conceito de modulos a esquerda e sua estrutura, mais ainda, sua
relacdo com a dlgebra de nossa discusao.

1.2 Modulos

No seguinte deste trabalho, vamos fixar k um corpo algébricamente fechado. Esta se¢ao tem
o objetivo de aprensentar a teoria de médulos, a forma de relacionar eles e o caso particular
da conexdo com as representacdes de quivers.

Definicao 1.33. Sejam R um anel e S uma R—dlgebra. Um S—-mddulo a esquerda M é uma
quddrupla (M, +,-,S), onde (M, +) é um grupoi abeliano e

SxM—M

(s,m) — sm,
é uma opregdo binaria que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) s(m+n)=sm+sn,
(ii) (s+s)m =sm+ s'm,
(iii) (ss")m =s(s'm),
(iv) Im=m,
(v) s(rm) = (rs)m =r(sm)

para s,s' € S, m,neMerceR.

Observacio 1.34. No decorrer deste trabalho, vamos utilizar a Defini¢do [I.33] principal-
mente para o caso particular em que S é uma k—-dlgebra. O nivel de generalidade da

definicdo anterior, se deve ao fato que no presente trabalho apresentaremos a construcdo do
Modulo de Diferenciais de Kdhler, ver Se¢do[2.2.2)
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Exemplo 1.35.

(1) Seja R um anel. O anel dos polinémios R[x] com coeficientes em R é um R—mddulo
a esquerda, com as operag¢oes usuais.

(2) Paran € Nsg, o conjunto R* = {(ai,...,a,) | ai,...,a, € R} é um R—-mddulo a es-
querda com a adi¢do e multiplicagcdo por escalar usual. Mais geralmente, para dois
R-médulos a esquerda M e N o produto M x N com adigcdo por componentes e
multiplicacdo escalar, é também um R—modulo a esquerda.

(3) Se Q) é um quiver e k(@) sua dlgebra de caminhos, entdo para cada i € (g, podemos
definir um kQ-mddulo a esquerda, denotado como S(i), como sendo o k-espaco
vetorial com base {e;} cuja agdo é c- e; = e;, para todo c em kQ), com s(c) = i. Mais
ainda, para cada flecha i ———— j em Q podemos definir um médulo M ()

a esquerda cujo espaco vetorial tem base {e;,a} e cuja estrutura de kQQ—mddulo a
esquerda é dada pelas operacoes da dlgebra de caminhos.

Definicao 1.36. Seja M um R-modulo a esquerda.

(i) Um submodulo de M é um subconjunto ndo vazio N ¢ M tal que é um R-mddulo
com a mesma soma e multiplicagcdo por escalar de M.

(ii) Dizemos que um R—mddulo é gerado pelos elementos my, mo, ..., se para cadam € M
existem finitamente muitos aq, . . . ,a; € R tal que m = aym;, +. .. +aym;,. O R—-mddulo
é chamado de finitamente gerado se é gerado por um niimero finito de elementos.

(iii) Se N é um submédulo de M, o conjunto de classes de equivaléncia modulo N
M|N :={T|zeM},

onde T := x + N, é um R—-mddulo, chamado de médulo quociente de M por N, cuja
agdo estd dada por r-T =TT, paratodor € ReT e M|N.

Exemplo 1.37.
(1) Se I é um ideal a esquerda e M é um R—-modulo a esquerda, entdo o conjunto
IM ={rimi+...+rymy|m;e M,r;el},
é un submodulo de M.
(2) Para qualquer subconjunto S c M, o conjunto
(S):={aymi+-+a,m,|neN,ay,...,a, € R} c M

de todas as combinagoes R—lineares de elementos de S, é o submodulo mais peque-
nho de M que contém a S que é chamado de submodulo gerado por S. Se S =
{mq,...,my,} é finito, escrevemos (S) = ({my,...,m,}) ou também (my,...,my,).
O médulo M é chamado de finitamente gerado se M = (S), para um conjunto finito
ScM.
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(3) Seja R um anel. Se consideramos R como um R-modulo a esquerda, um submo-
dulo de R é um ideal I de R. Mais ainda, o anel quociente R|I, é um R-mddulo a
esquerda.

Definicao 1.38. Sejam M e N dois R—-modulos. Uma aplicacdo h : M — N é chamada
de morfismo de R—-modulos a esquerda se para todo m,m’ € M e todo a € R temos que

h(m+m'") =h(m) + h(m")
h(am) = ah(m).

Observacao 1.39.

(i) Para un morfismo de modulos h : M — N, definimos o kernel como ker h =
{me M | h(m) =0}, que é um submddulo de M. Denotando por im h a imagem
de h, o cokernel de h é definido como o quociente coker h = N [im h, os quais sdo
R-médulos a esquerda.

(ii) Sejam M e N R-modulos a esquerda. A colecdo de todos os morfismos de M para
N, é o conjunto

Homgp(M,N)={p: M — N | p é um morfismo de médulos} .

(iii) Formamos a categoria dos R—-modulos a esquerda de finitamente gerados (Defini-
¢do {1\ no Apéndice), onde os objetos sdo os modulos a esquerda e os morfimos, sio
morfismos entre eles. Esta categoria serd denotada como R — mod, (ver Exemplo
no Apéndice).

Exemplo 1.40.

(1) Sejam k(@) a dlgebra de caminhos de um quiver Q) e os kQQ—-mddulos a esquerda S(j) e
M (), definidos no Exemplo (3), onde j é um vértice do quiver () e o uma flecha
de Q) que termina em j. Existe um morfismo de kQ)—mddulos a esquerda, definido
como

h:5(j) — M(a)
Ae; — h(Xej) = Aav.

Vamos verificar que h é um morfismo. Reparemos que claramente é k—linear. Mais
ainda
h(e;Xe;) = ejAa = e;jh(Nej).

Se ¢ é um caminho tal que s(c) # j, entdo
h(cXe;) = h(0) = 0 = cAa = ch(Xe;),

e para s(c) = j temos

h(ce)

portanto h é um morfismo de kQQ—-mddulos a esquerda.
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(2) Sejam R uma k—dlgebra e M um R—modulo a esquerda. Um endomorfismo de M, é
um morfismo de R—maodulos a esquerda de M para M. Denotaremos este conjunto por
End M, o qual tem estrutura de k—espaco vetorial, dada pela soma e a multiplicacdo
por escalar de morfismos. Este espaco vetorial é uma k—dlgebra cuja multiplicagdo é
dada pela composi¢cdo de endomorfismos.

Todo R—mddulo a esquerda pode decomponerse de forma apropriada, por isso precisamos
de R—mddulos a esquerda que ndo podem ser decompostos.

Definicdo 1.41. Seja { M)} uma familia de R—-mddulos a esquerda indexada por A. Defi-
nimimos o R—-modulo a esquerda @ y.p My, chamado de soma direta, como a colecdo de
todas as sequéncias (my)xep as quais tem um niimero finito de my’s ndo nulos, munida da
acdo dada por

a(my)aea = (@my)rer, com (my)ren € P M.
AeA

Em particular, se My, Ms, ..., M, sdo R—-modulos a esquerda, denotaremos a soma direta
por My @ --- & M. Dizemos que um R—modulo M é indecomponivel, se ndo tem decomo-
posicdao em soma direta M = N & L, com N, L # 0. E, um R—mddulo ¢ livre, se é isomorfo
a @yep Ry com Ry = R como R—modulos.

Os exemplos para Defini¢do[T.41] vao ser apresentados na Subse¢do|[I.2.2] Vamos estudar al-
guns coceitos que serdo importantes na contrugéo dos médulos projetivos na Definigdo [T.45]

1.2.1 Sequéncias Exatas

Nesta subse¢do, vamos estudar relagdes entre modulos, que sdo geralmente expressadas atra-
vés de sequéncias exactas, além disso estudaremos moédulos projetivos e algumas de suas
consequéncias, em relagdo a estrutura dos quivers e sua algebra de caminhos k().

Definicao 1.42. Sejam M, N e L trés R—modulos a esquerda. Uma sequéncia de morfismos

Lty N

)
é chamada de exata se im f = ker g. Uma sequéncia de morfismos

fi s M, P s M, f3 -

> M,y

€ chamada de exata longa, se é exata em cada M;. Em particular, uma sequéncia exata da
forma

0 s L s M —2 5 N s 0

é chamada de exata curta.

Observacao 1.43. Qualquer sequéncia 0 > L > M > N > 0 éexata
curta se, e somente se, satisfaz as seguintes condigoes

(i) f € injetora;
(ii) g é sobrejetora;

(iii) ker g =1m f.
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Exemplo 1.44.

(1) Seja R um anel e I um ideal. Podemos construir a seguinte sequéncia exata curta

0 » I —— R —— R/I > 0

onde | é uma inclusdo e T é uma projecdo. Mais geralmente, seja M um R—-modulo a
esquerda e N um submodulo de M, temos uma sequéncia exata curta de R—-modulos
a esquerda

0 N > M > M/[N —— 0

~

(2) Seja k um corpo e seja

0 s M N > 0
uma sequéncia exata curta de k—espacos vetoriais. Entdo
dimy N = dimy M + dimy P,
pois N[ f(M) = P.

(3) Para qualquer homomorfismo de R—mddulos a esquerda g: N — N', a sequéncia

0 —— kerg sy N L5 img —— 0
€ exata quando a primeira fungdo é uma inclusdo do ker g em N.

Para nosso trabalho, precisamos do conceito de médulos projetivos e uma quantidade sufici-
ente de eles para definir una sequéncia de médulos projetivos especial, chamada de resolucao
projetiva (ver Definigdo [I.47)), que vai cubrir algim mdédulo a esquerda M.

Definicao 1.45. Um R-mddulo P é chamado de médulo projetivo se para qualquer sequén-

cia exata de R—modulos M ! > N > 0, e qualquer morfismo p: P — N, existe

um morfismo p: P — M, tal que fop=p

P
oL
M f>N

A seguir apresentaremos algumas propriedades que serdo de utilidade para o decorrer do
trabalho.

~
e

Observacao 1.46. As seguintes propriedades podem ser encountradas em [IASS06)].
(i) Os modulos livres sdo projetivos.
(ii) P=P, @ - @ P, é projetivo se, somente se, cada P; é projetivo.

(iii) Os k—espagos vetoriais kQe;, e;kQ), e e;kQe;, tem como base os caminhos que co-
megam no vértice i, que finalizam no vértice j, e os que comecam em i e finalizam em
j, respectivamente.
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(iv) Dado que kQ) = @, kQe; como kQQ-modulos a esquerda, podemos concluir que os
kQe; sdao kQQ-mddulos projetivos, por (i).

(v) Seja M um kQ-mddulo a esquerda. Temos que Homyg(kQe;, M) = e; M, como
espago vetorial, por meio do isomorfismo ¢ € Homyg(kQe;, M) — ¢(e;) € M.

(vi) See; € kQe;kQ), entdo i = j, jd que uma base do espago kQe;k(Q), estd formada pelos
caminhos que pasam por e;.

(vii) kQe; £ kQej, com i # j.

Voltemos brevemente a nossa discusao puramente de médulos. Intuitivamente, a seguinte
defini¢do prentende cubrir apropriadamente um médulo M com mdédulos projetivos.

Definicao 1.47. Seja M um R-mddulo a esquerda. Definimos uma resolugdo projetiva de
M como uma sequéncia exata longa

P — P, s p I g L —— 0,

tal que cada P; é um R—modulo projetivo a esquerda. Dizemos que M tem dimensdo proje-
tiva finita, se tiver uma resolucdo projetiva finita. O comprimento minimal de tais resolucéoes
é chamado de dimensdo projetiva de M e é denotado como p — dim M.

Observacdo 1.48. Aplicando o funtor contravariante Hom(-,X) (ver Exemplo do
Apéndice) temos que para cada morfismo de R—modulos f : N — L o homomorfismo
fe:Hompg(L,M) — Hompg(N, M), deinido por

N1

Fol9)= gx i

Uma vez que introduzimos as sequéncias exatas e o funtor Hompg(—, M), queremos consi-
derar a interagdo entre as duas.

Teorema 1.49. Para cada sequéncia exata curta

0 y L —— M 25 N > 0,
existe uma sequéncia exata da seguinte forma
Hompg(L,X) +Z— Homp(M,X) +Z— Homgr(N,X) <— 0.

Demonstragdo. Consideremos uma sequéncia exata curta

0 s L L s Ly N s 0 .

Pela Definicao se aplicamos o funtor Hom/(—, X') a sequéncia anterior, temos que f, e
g sdo composi¢cdes de morfismos, ou seja
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fe:Homgp(M,X) — Hompg(L,X) g« : Homg(N,X) — Hompg(M, X)
(p: M= X)— fi(p)=pof (M= X)—g.(V)=tog
L—1sm N Y% M

I« (p)= @k l g% ()= m l

Primeiro vamos provar que ker (g.) = 0. Se ¢ € ker (g. ), entdo pog = 0, ousejap(g(m)) =
0 para qualquer m € M, portanto ) = 0 ja que g sobrejetiva.

Para mostrar que ker (f.) = im (g.), note que im (g.) S ker (f.). A outra inclusio segue
da propriedade universal do Cokernel. [l

1.2.2 Representacoes de Quivers

Nesta subsecao, apresentaremos 0s conceitos necessdrios da teoria da representacdes de qui-
vers que usaremos no decorrer deste trabalho, até formar a categoria das representacdes
finitas de um quiver Q).

Defini¢do 1.50. Uma representagdo do quiver ) é uma colegdo M = (M;, 04a) ;0 aco, d€
o k—espacos vetoriais M;, para cada vértice i € (), e
» k—tranformagoes lineares o, : M; — M;, para cada o : i — j em Q1.

Uma representacdo M de um quiver finito () é dita de dimensdo finita se cada um dos
espacos vetoriais M; tem dimensdo finita. Neste caso, definiremos o vetor dimensdo de M
como sendo o vetor dim M = (dim M;);cq, € ZI90l.

Exemplo 1.51.

(1) Consideremos o quiver
Aj=1—2—3—14.

Algumas de representagoes sdo:

M= k—"15k-—15k-—15Kk,

~

~

M= k-—3k—23k—25KL,

~
~

Il
5=
o
~
e}
o
~
=)
o
~
=
w

M"= "k > k2 > k2 > k

e seus vetores dimensdo, sdo

dim M =(1,1,1,1), dim M’ = (1,1,1,1),
dim M" = (1,0,0,3), edim M = (1,2,2,1).
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(2) Uma representacdo do quiver de Jordan é

n

TG
T

onde T é uma transformagdo linear, neste exemplo dim M = (n).

(3) Uma representacdo de Ks é
A
e
M= kr —— k», (1.3)
e

onde A, B e C sdo tranformagédes lineares de um espaco vetorial de dimensdo n para
um espaco vetorial de dimensdo n, ou seja dim M = (n,n). Note que A,B e C
tambiém podem ser pensadas como elementos de M, (k).

Defini¢iio 1.52. Sejam M = (M, 90 )icqy.ae0, € NV = (Nis 08) icqp.aco, dUas representagoes
do quiver (). Um morfismo de representacoes f : M — N é uma colecio (f;)icq, de
k—transformagées lineares

fi: M; — N;

tal que, para cada flecha o : i — j em ()1, o seguinte diagrama commuta

My
fi fi

isto € !, o fi = pq 0 fj.
Exemplo 1.53.

(1) Determinemos todos os morfismos de M para M do Exemplo [I.21] item (1), para
isto consideremos o seguinte morfismo

M k LI, LI, LI,
f fi f2‘ fB‘ f4h
M Ik > k2 > k2 » k
1
i

Claramente, em forma matricial temos

fi=[a]. ﬁ=EL ﬁ=ﬁy fi=[n].
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coma,b,c,d, e, h ek Como f éum morfismo de representacées, temos que

Sogqfl =f290a17 ¢;2f2=f3@a27 ¢&3f3=f4§0a37

o= [l o afd-mm.

o que implica que [g] = [b] = [g] e que [d] = [f] Portanto, a = b =d = f, ¢ =

ou seja

C

,

e = 0. Notemos, que podemos concluir que o conjunto dos morfismos f: M — M’ é
isomorfo a k como k—espacos vetorias, dado que cada f é da forma

()

(2) Seja o quiver de Kronecker de duas flechas:

D E—
B

Considere as seguintes representacoes de ():

M= K2 S ke

Suponha que f = (f1, f2) é um morfismo de M para M'. Entdo, fi e fo estdo dados

por
f1=[(2 Z] € f2=[§]7

coma,b,c,d,x,y €k Como f éum morfismo de representacoes, temos que

fiva=pofa € fips=wsfo

SN

ou seja, que



o que implica que

d

e f é da forma

)
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f=

- L

Portanto, o conjunto de todos os morfismos de M para M' é um kk—espago vetorial de
dimensdo dois com base

(o Mol )

Observacao 1.54. Para o estudo das representacoes de um quiver @), existem dois morfismos
de muita importdncia, estes sdo:

(1) Para qualquer representacdo M de (), existe sempre o morfismo (1y,) ieq, definido
pelas transformacgoes lineares 1y, : M; — M, para qualquer vértice i € ().

(2) Para cada par de morfismos f: M — M’ e g: M' — N de representagoes de (), te-
mos a sequéncia de transformagoes lineares (g; o f, i)ieQO. Notemos que esta sequéncia
é com efeito um morfismo de representacoes de (), pois o seguinte diagrama commuta

M M; —= M,
fl fil if j
M M! s 0
[
N N, 5 N;.

ou seja, Yo 0 gi o fi = gjo fj o pa.

Seguindo a Defini¢do ff.1] do Apéndice, vamos apresentar a categoria de representacoes de
dimensao finita para um quiver ().

Definicao 1.55. Denotemos por rep QQ a colecdo de todas as representacoes de dimensdo
finita de @), junto com todos seus morfismos munido do morfismo composicdo definido por
gof = (gio fi)iq, para cada par de morfismos f : M — M' e g: M' — N de
representagoes de ().

Proposicao 1.56. A categoria rep () é uma categoria para qualquer quiver (). Especifi-
camente, Obj(rep Q) é o conjunto de todas as representacdes de dimensdo finita de Q) e
Homg(M, N) é o conjunto de todos os morfismos de representagées de M para N.

Demonstragdo. Se cumpre a associatividade, isto é, para quaisquer f € Homg(M, M),
ge Homg(M',N) e he Homg(N,N'), temos que ho (go f) = (hog) o f. Com efeito,
ho(ge f)=C(hio(giofi))iq,
= ((hiogi) o fi)io,
=(hog)o f,
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dado que a composi¢cdo de transformacdes lineares entre espacios vetoriais € associativa.
Similarmente, temos que o morfimo definido na Observagdo [I.54] item (2), é o morfimo
identidade 1,,, para todo M € Obj(rep @), porque para qualquer f € Homg(M, N), temos
que

foln=(fiola)ieqy = (fi)ieqy = [
Inof=(1n, 0 fi)ieqy = (fi)ieqo = f-

Portanto, rep () € uma categoria. [
Observacao 1.57.

(i) Considere M, M’ € rep Q). O conjunto Homg(M, M), é um k-subespago vetorial
do k—espago vetorial @;eq, Homu(M;, M), em relagdo a soma e multiplica¢do por
escalar usual de funcoes. Se M = M, temos que Endg(M) = Homg(M, M), é uma
subalgebra da dlgebra @,.q, Endy(M;).

(ii) Com uma boa escolha de bases em cada espago vetorial de uma representacdo de um
quiver (), temos que cada representacdo de dimensdo finita de (), com vetor dimensdo
fixado v = (v;);eq,, € isomorfa a uma representagdo determinada sé por uma colegdo
de matrizes xo € Homq(k", k") = M, «, (k) para cada flecha o : i — j, ou de
forma equivalente, como sendo um vetor x = (Z4,)aeq, NO €spago

@D Homy (k¥ k'),
aeQ

Usaremos, equivalentemente, que cada x € @ ,eq, Homy (k5(®), k")) define uma
representacdo, que denotaremos

M* = ({k*}, {za}) -

A seguinte definigdo é andloga a Definigdo [I.41] Esto vai ser completamente justificado no
Lemall.63

Definicio 1.58. Sejam M = (M;, 00 )icQo.0c0r, M’ = (M, @L)icqo.0c0, € TEP Q. Definimos
a soma direta M ® M' como

) Yo 0],
Dizemos que uma representacdo é trivial, se M; = 0, para todo i € (). Se M =~ M' & M",
com M' e M" ndo triviais, dizemos que M ¢ decomponivel. Caso contrario, dizemos que
M ¢é indecomponivel.

O seguinte Teorema vamos ver que uma representagdo tem uma tnica decomposi¢cdo como
soma direita de representacdes indecomponiveis. Portanto, o problema de classificar as re-
presentacdes de um quiver finito, se reduz a classificar as representacdes indecomponiveis

de Q).

Teorema 1.59. (Teorema de Krull-Schmidt.) Sejam () um quiver e M € rep (). Entdo
M 2 M, ® - & M,, onde cada M; € rep () é indecomponivel, para todo i € ()y. Tal
decomposicdo é unica, a menos de isomorfismos.



32

Demonstracdo. Ver [Schl4, Theorem 1.2., p. 12] e [ASS06, Theorem 1.4.10, pp. 23-24].

]

Exemplo 1.60.

(1)

(2)

Consideremos o quiver Ay = 1 —>— 2 do Exemplo |1.21|item (1). Pela Defini-
cdo uma representacdo para As pode ser dada por duas espacos vetoriais M e
My munido de uma tranformacdo ¢, : My — M. Por propriedades da dlgebra li-
near, podemos tomar bases para My e M, tal que a matriz associada a transformagcdo

Yo € dada por
I. 0
0 of
onde r é o posto de ¢, e I, é a matriz identidade de dimensdo r. Portanto, toda

representacdo M de A, é isomorfa, através de uma mudanga de base, a uma do tipo

M, 4, M, onde
I, 0
=i 3]

tal que duas representagoes de Ao, dadas por

M = ({My1, Ms},00)12e00.0e0r € M= ({M{, M3}, %0)12¢00.0¢01 5

sdo isomorfas se, e somente se dimM; = dimM], e dimM, = dimM; e os postos
de p, e Y, coincidem. Para este quiver existem trés representacoes indecomponi-

veis, a seguir f : k ——0,g9g: 0 —— k eh: k —— k. Note que toda
representagcdo M de A, é isomorfa a

M =~ fvl—"’ ® gvg—r ®h"
- )
onde vy = dimMy, vo = dimMs e r € o posto de ¢,.

Seja () um loop como no Exemplo[I.21)item (2). Pela Defini¢cdo uma represen-
tagdo de () é um espago vetorial My munido com um endomorfismo ¢,. Note que um
morfismo de duas representacoes

M = ({Ml} 79004)15620,049@1 e M'= ({M{} >¢a)1€Q07a€Q1

de Q, M — M' é uma aplicagdo linear f : My —> M, que pela Defini¢do[I.52]
fows =140 f. Note que os endomorfismos de M sdo exatamente os endomorfismos
de M, que comutan com p,. Mais ainda, como k é algébricamente fechado, podemos
escolher uma base adequada para M, tal que a matriz associada a ¢, seja da forma

J(n1, M) 0o - 0
0 J(n2,>\2) 0
0 0 e J(n )

onde J(n,\) denota o bloco de Jordan de tamanho n x n de autovalor \ € k. Pela
dlgebra linear, a matriz normal de Jordan é uinica, a menos de permutacdo dos blocos,
isso implica que duas representacoes M e M' de () vao ser isomorfas, se, e somente se
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Vo € VU, tem a mesma forma normal. Mais ainda, as representagoes indecomponiveis,
corresponden aos blocos de Jordan, portanto, hd um niimero infinito de representacoes
indecomponiveis do quiver () e sdo parametrizadas com um pardmetro continuo \ e
outro discreto n.

(3) Seja o quiver de Kronecker K3 como no Exemplo [I.21]item (3). Com a teoria dada
até agora ndo é possivel dar uma boa solugcdo a este problema de classificacdo, ou
seja, ndo podemos conseguir as representacoes indecomponiveis de K3, com a teoria
cldssica estudada até agora. No Capitulo B} Subse¢do3.2.3| vamos mostrar que quasi
todas as representacoes indecomponiveis de K sdo de uma forma especifica.

Observacio 1.61. No Exemplo[I.60, note que para o item (1), conseguimos finitas represen-
tacoes indecomponiveis, para o item (2), infinitas representacoes indecomponiveis e para o
item (3) ndo foi possivel. Esto vai motivar a seguinte definicdo e mais ainda, o teorema a
seguir.

Definicao 1.62. [Barli5| 1.6 Comments, p. 14] Sejd k() a dlgebra de caminhos de dimensdo
finita.

(i) kQ é chamada de tipo finito, se so existe um niimero finito de representacoes inde-
componiveis para Q).

(ii) k() é chamada de tipo manso, se para () existem um niimero infinito de representa-
coes indecomponiveis e se para cada n € N, as representacoes indecomponiveis de
dimensdo n pertenecem a um niimero finito de familias de 1 pardmetro indexadas pe-
los elementos de k.

(iii) kQ é chamada de tipo selvagem se ndo é finita e também ndo mansa.

Observacio 1.63. Alguns exemplos para a Definigdo [I.62] estdo no Exemplo items
(1), (2) e (3), respectivamente. Porém, no Capitulo 3, vamos aprensentar outra técnica
sofisticada, que além de dar uma classificagdo para os items (1) e (2) do Exemplo[1.60} da
uma muito boa aproximagdo para solucoar o item (3).

Teorema 1.64. Toda k—dlgebra finita é de tipo finito, manso ou selvagem.
Demonstragdo. Ver [Barl3| Theorem 9.17., pp. 162-164 ] U

Vamos apresentar a equivaléncia entre as categorias rep () e k()—mod que discutimos ante-
riormente. Nao faremos a demostragdo ja que sai do escopus deste trabalho, mas todos os
detalhes podem ser consultados em [ARS97, Theorem 1.5., pp. 57-59].

Teorema 1.65. A categoria rep () é equivalente a categoria kQQ—mod.
Demonstracdo. Ver [ARS97, Theorem 1.5., pp. 57-59]. [

Uma conclusdo do Lema [1.63] é que podemos traduzir a linguagem das categorias dos
k@)-mdbdulos para a categoria de representagdes de quivers e viceversa, desta forma, po-
demos pensar em sub-representacdes, kernels, imagens, sequéncias exatas, etc. A partir de
agora usaremos a mesma notagao para se referir a ambos, os médulos e representagdes, salvo
indica¢do do contrério.
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1.3 Algebra Homolégica na Teoria de Representacoes de
Quivers

Nesta secdo apresentaremos alguns conceitos da teoria classica da dlgebra homoldgica e sua
relacdo com a categoria k() — mod. Desde agora, no decorrer do trabalho, todos os médu-
los que consideraremos, vao ser k()-modulos a esquerda, com k um corpo algébricamente
fechado.

Definicao 1.66. Um complexo de cadeia, denotado como M, é uma sequéncia de modulos
M; e morfismos d;

dn+1 N dn

dn-
M. = e — Mn+1 7 Mn > Mn—l —1>

tal que d,, o d, 1 = 0. Andlogamente, um complexo de cocadeia, denotado como M®*, é uma
sequéncia de médulos M e morfismos d'

dn—l m+1

Me = - ——— Mn—l N Mmn d" N Mn+1 d_)

tal que d™ o d"1 = (.

Definicao 1.67. Seja M, um complexo de cadeia. Definimos a n—ésima homologia como o

quociente de modulos
H,(M,) = ker (d,)/im (dy41)-

Andlogamente definimos a n—ésima cohomologia, como o quociente de R—modulos
H"(M?*) = ker (d")/im (d"")
Observacao 1.68.

(i) Geralmente o conceito dado na Definigéo [I.67] é conhecido como o n-ésimo grupo
de homologia e o n-ésimo grupo de cohomologia, respectivamente. Para o objetivo
deste trabalho, ndo precisamos melgulhar nessa construgdo, mas pode ser consultado
em [Ziml4, Section 1.8.2., p. 80 |, [Mat89, Chapter 10, Part II, p. 177.].

(ii) Consideremos uma resolugdo projetiva P, de M como na Defini¢ao[l.47 tal que cada
P; é um kQ-mdodulo projetivo e M um kQQ-modulo a esquerda. Aplicando o funtor
contravariante Hom(—, N'), obtemos uma complexo de cocadeia

0—— Hom]kQ(M,N) L} Homle(Po,N) L} i} Homle(Pn’N) —_—

que vamos denotar como Hom(P., N), cujo n—ésimo termo é Homyq(P,, N).

Definicio 1.69. Para dois médulos M e N, denotamos Exty (M, N) o n—ésimo grupo de
extensdo, definido como a n—ésima cohomologia do complexo de cocadeia Hom(P,, N')

Ext{o(M,N) = H"(Hom(P.,N)),

onde P, é uma resolugdo projetiva para M.
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Teorema 1.70. [Rot09, Corollary 6.46., pp. 366-367] Para cada sequéncia exata curta de

kQ)-modulos

0— M L5 N 21—,

existe uma sequéncia exata longa de Ext

0 —— Homo(L, X) 2 Homug(N,X) —“— Homo(M,X)

M1

Eatl (L, X) —— Extlo(N,X) LN Extlo (M, X)

< TR D

Euxtio(L, X) —2 Euxtio(N,X) L Euxtyo(M, X) — B .

Apresentaremos alguns conceitos e resultados que vao permitir construir a relacio homolo-
gica do capitulo final deste trabalho.

Observacao 1.71. Definimos os kQQ-modulos Py e P, como

Py = @ kQe; ®x e;M, Py = @ kQey(a) ®k es(a)M
1€Qo ac@Q1

e 0s morfismos
g:PBhb—M e f:PP— F

como

g(c®z)=cx para cada cekQe; xee;M,
f(c®r)=ca®r-c®ar para cada cekQeyq),r € esa)M.

Observacao 1.72.

(i) Note que Py e P, dependem de () e o vetor dimensdo de M. Por outro lado f e g
dependem das transformacodes lineares que correspondem as flechas do quiver.

(ii) Todo elemento k € Py, pode-se expressar de forma ivinica como

K = Z Z c® T,

1€Qo ce(kQ);

onde (kQ); é o conjunto de todos o caminhos c, tal que s(c) = i, com x. € e;M
quasi todos nulos, jd que se () tem ciclos orientados, os espagos kQe;, podem ser de
dimensdo infinita.

(iii) Denotaremos por grau(k), ao mdximo dos comprimentos dos caminhos ¢, com . # 0.

O seguinte lema vai ser de utilidade para o Teorema[I.74]



36

Lema 1.73. Seja k € Fy. Entdo
k+Im(f)={k+v|velm(f)},

contém um elemento de grau 0.

Demonstracdo. Seja c € (k@); um caminho trivial, tal que z. # 0. Entdo podemos escrever
¢ =ca, com a € @y, tal que se s(a) = i e ¢’ outro caminho, que cumpre que s(c’) = t(«).
Sendo ¢’ ® x. como un elemento da a—ésima componente de P;, temos

f(d®z.)=c®x.— ®az,.

Suponha que « tem grau d > 0, entdo chamando de (kQ)¢ como todos o caminhos ¢ = ¢«
de comprimento d, com « € @y, tal que s(«) =1, t(«) = s(c’), temos que

/i—f(z Z c’®xc)
i€Qo ce(kQ)¢

vai ter grau menor estrito que d, tal que vamos poder reduzir o grau até que seja nulo. [
Teorema 1.74. Se M ¢é um kQQ-modulo a esquerda, entdo temos a sequéncia exata

f

0 > Py » Py —— M > 0.

Esta sequéncia é chamada de sequéncia exata padrdo de M.

Demonstragdo. Note que para todo ¢ ® z € kQe; (o) ® )M temos que
flg(c®x))=flca®x-c®ar)=cax - cax =0.

Portanto Im(f) ¢ ker(g). Para provar a outra inclusdo, suponha x € ker(g) e pelo
Lema|l.73] podemos escolher um elemento «’ € x + I'm( f) de grau 0. Entdo

0= g(r) = (") =g(zei®x;) S
=1 =1

com z/, € e; M. Como M = @;., e; M, cada x/. debe ser nulo e portanto ' = 0 e x € Im(f).
Por outro lado g € sobrejetora, ja que se x € M temos que

g( Z ei®eix) =(e1+-+ey)r=1r =1
1€Qo

Sé falta provar que ker(f) = 0. Seja € ker(f), entdo

K = Z Z C® Lo

aeQ ce(kQ)y(a)

onde 7o, € €4)M sdo ndo todos nulos. Se x # 0, podemos tomar um caminho ¢ de
comprimento mdximo, tal que x4 . # 0, para algum & € Q1. Porém

f(k) = Z Z ca®xa,c—z Z C® g,

aeQ1 ce(kQ)a aeQ1 ce(kQ)

cumpre que o coeficiente de ¢ ® x4 ¢ # 0, mas isso € uma contradicdo. [
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Observacao 1.75. A sequéncia exata padrdo é da forma

f

0 > Py > Py —— M > 0.

Entdo, deduzimos que
Extyo(M,N) = Coker(f*)

onde
[ Homyg(Po, N) — Homyg (P, N)
¢pr— ["(d) = o f.
Observacao 1.76. No seguinte teorema vamos usar o isomorfismo de kQ)—modulos
Homy (L, Homyg(M,N)) 2 Homyg(M & L, N)

cuja prova pode ser encontrada em [Ass97, Théoreme 2.1., p. 126 |, e [Kirl6| Theorem
1.16., p. 12].

Lema 1.77. Dados M, N € rep () temos uma sequéncia exata

0 > Homug(M,N) —— @, Homu(M;, N;)

< T D

@ate Hom]k(Ms(a), Nt(a)) S E:L“tﬁ{Q(M, N) > 0

Demonstragdo. Considere uma sequéncia exata padrdo como na Observagao [I.71]

f
0 —— Daco, kQei(a) Ok Cs(ayM —— Djeq, kQe; @ e;M —— M > 0,

onde

Py= @ kQe; @ e M, P = @ kQeyn) ®x 5y M.
€Qo ae@

Pelo Teorema [[.70] temos que existe uma sequéncia exata longa

0 — Hom]kQ(M,N) —_— Hom]kQ(Pg,N)

< T T D

Homyq(P1,N) —— Euatyo(M,N) ——— Eutj,(Py, N) — -

Pela Observagao[I.75] temos que

Homyg(Py, N) = @ Homy(M;, N;), Homyg(P1,N) = P Homy(Ms(ay, Nia)):
1€Qo aeQo

portanto obtemos a sequéncia exata do lema. [



Capitulo 2

Geometria Algébrica

O objetivo deste capitulo € aprensetar a ferramenta geométrica central do trabalho. Estudare-
mos o conceito de variedades algébricas, sua topologia definida como a topologia de Zariski
e algumas consequéncias principais. Apresentaremos as propriedades geométricas locais,
com ajuda do conceito de localiza¢do e entenderemos as derivagcdes em um contexto geral
e puramente algébrico, para introduzir o diferencial de Kéhler. Daremos passo ao capitulo
final, estudando alguns conceitos gerais dos grupos algébricos lineares e sua agdo sobre as
variedades algébricas. Neste capitulo, sempre vamos considerar k um corpo algébricamente
fechado e o anel de polindmios k[z1, ..., z,] em n varidveis com coeficientes em k.

2.1 Variedades Algébricas

Nesta secdo, vamos estudar a relacdo entre objetos geométricos e algébricos, através de uma
ferramenta valiosa neste trabalho, o Teorema dos Zeros de Hilbert (ver Proposi¢do [2.17).
Também vamos introduzir a topologia de Zariski e uma de suas implicacdes mais importan-
tes, a irredutivilidade e a dimensao de uma variedade algébrica.

Definicao 2.1. O n-espaco afim sobre k ou simplesmente espago afim, denotado como A},
€ definido como o conjunto

Ai={(ar,...,an) | a;ek, Vi}.
Observacio 2.2. Note que A} e k™ sdo iguais como conjunto, mas utilizaremos a nota¢do
Al para nos referir a k™ sem qualquer estrutura algébrica.
Exemplo 2.3.
(1) Se n =1, chamamos de linha afim ao espago afim A;.
(2) Se n =2, chamamos de plano afim ao espago afim AZ.
(3) Qualquer espago vetorial é um espaco afim sobre si mesmo.

Definicdo 2.4. Seja S € k[z1,...,k,]. Definimos o conjunto de zeros de S, como

V(S) ::{(alw"aan)EAﬁ | f(al,...7an)=O,Vf€S}.

38
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Observacao 2.5.

(i) Os subconjuntos de A} desta forma, sdo chamados de variedades algébricas afins
associadas ao conjunto S ou simplesmente variedade algébrica.

(ii) Dizemos que X c A} é um conjunto algébrico (ou variedade algébrica) se X =V (.S)
para algiim S c k[xq,...,x,]. Se S ={f1,..., [} € um conjunto finito, escrevemos
V(S)=V(f,..., fr). Mais ainda, pelo Teorema das Bases de Hilbert (ver [[Eis95|
Theorem 1.4, pp. 27-28]), temos que qualquer ideal I de k[x1, ..., x,] é finitamente
gerado, ou seja, existe m>0e f1, fo..., fon €1 tais que I = (f1,..., f) e assim

V(S) =V(I) = V((fl??fﬁl)) :V(f177fm)
para alguns fi, ..., fn €l =(S).

Defini¢ao 2.6. Seja X ¢ A} uma variedade algébrica. Uma funcdo polinomial em X é um

fungdo
X —A =k
z— f(z)
para algium f € k[zq,..., x,].
Exemplo 2.7.

(1) Projecoes afins: Para n > m, definimos
fiAg— A
aty .. 0y — flar,...,;a,) =(ag, ... am)

(2) Inclusoes afins: Para n < m, definimos f : A, — A]" como

f(a17"'>an):(ala"'aanaoa--'vo)'

E claro que isso também pode ser aplicado para variedades de A", por exemplo, a
projegdo de uma hipérbola, ou seja, f:V (xvy—1) € A2 — A[ definida por f(z,y) =
. Note que neste exemplo, o conjunto de imagens é A} \ {0}.

(3) Uma fungdo polinomial definida em uma linha afim: [ : Al — A3, dada por f(t) =
(t.2%,8%).

O seguinte lema, contém propriedades que sdo naturais nas variedades algébricas, as quais
serdo utilizadas para introduzir a topologia propria dos espagos afins e as variedades algébri-
cas em geral.

Lema 2.8. Seja X uma variedade algébrica. Entdo:
(i) Se S1 €Sy € k[xy,...,x,], entdo V(Sy) 2V (955).
(ii) Se S1,S5 c k[xy,...,x,], entdo
V(S1) uV(S2) =V (5152),

onde S155 ={fqg| f € S1,9 € Sa}. Em particular, unido finita de variedades algébri-
cas, é uma variedade algébrica.
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(iii) Se J é um conjunto de indices e S; € k[x1,-+, x| para todo i € J, entdo

ﬂ V(Si) = V(U Si)'

i€ i€

Em particular, intersecdo arbitrdria de variedades algébricas, é uma variedade algé-
brica.

Demonstragdo.

(4)

(i1)

(iii)

Se z € V(S;), por Definicdo 2.4/ temos que f(x) = 0 para todo f € S,. Como por
hipdtese S; € S, temos que em particular f(x) = 0 para todo f € S; e portanto
X € V(Sl)

Primeiro mostraremos que V' (S1) UV (.53) € V(51.55).

Sex e V(S1)uV(S,), entdo f(x) =0 para todo f € S ou g(x) =0, para todo g € Ss.
Em qualquer caso, isso significa que (fg)(z) = 0, para todo f € S; e para todo g € Ss,
ou seja que x € V(51.53).

Por outro lado, provemos que V' (515;) € V(S1) u V(Ss).
Sex ¢ V(S1)uV(Ss),entdo x ¢ V(S1) ex ¢ V(95,), assim, existem f € Sy e g € Sy,
com f(x)#0eg(x)#0.Logo (fg)(z) + 0 e portanto x ¢ V' (.5152).

Temos que = € N,y V(S;) se, e somente se f(x) = 0 para todo 7 € J, que é o caso se,
e somente se x € J;cs 5;.

O

Exemplo 2.9.

(1) O espago afim A}, é uma variedade algébrica, jd que A} = V(0). Andlogamente, o

conjunto vazio @ = V (1), é uma variedade algébrica.

(2) Qualquer ponto a = (ay,--,a,) do espago afim A, é uma variedade algébrica, jd que

{a} = V(21 - a1, 2y, — ay,). Pelo Lema @ item (ii), conjuntos finitos de A} sdo
variedades algébricas. No caso especial de AL, note que o conjunto de zeros de um
polinémio ndo nulo em k[x1), ¢ finito. Portanto, as variedades algébricas em Aj_ sdo
exatamente Al e todos os conjuntos finitos.

(3) As variedades algébricas da forma V () sd@o chamadas de hipersuperficie. Se o grau

de f é um, ou seja f(x1,...,7,) = apTp + -+ apxy € k[x1,... 2,], X é chamado de
hiperplano. Uma hipersuperficie em A2 é chamada de curva plana afim.

Observacio 2.10. Pelo Lema[2.8 e o Exemplo[2.9)item (i), a colegdo de variedades algébri-
cas em A, satisfazem os axiomas de uma topologia em A}, definida por fechados, a qual é
chamada de Topologia de Zariski de A}. Na se¢do veremos a definicdo formal, por
enquanto so algumas observagoes de utilidade.
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(i) Os conjuntos abertos nesta topologia sdo da forma

AV (i ) = B (VUR) = V()
- UV (1)

onde f1,..., fr € k[z1, -, x,]. Em particular, os conjuntos abertos, denotados como

D(f) = Aﬁ \V(f)>f € ]k[xla O axn]a
geram a topologia de Zariski em Aj.

(ii) Na topologia geral existe a nogcdo da topologia produto: Se X e Y sdo espagos topo-
logicos, dizemos que X xY tem uma estrutura natural de espaco topologico, tal que
um subconjunto de X x Y ¢é aberto se, e somente se é unido de produtos U; x V;, onde
U; c X e V; c Y sdo subconjuntos abertos, tal que i estd em um conjunto arbitrario
indexado. Porém, a topologia de Zariski de uma variedade de produtos afins X xY
ndo ¢ a topologia produto, por exemplo: O conjunto V(x1-x3) = {(a,a) |a ek} c A
é fechado na topologia de Zariski, mas ndo na topologia produto A} x Al .

Exemplo 2.11. Sejam AﬁQ =M, (k) e Ae M, (k) o espaco afim.

(1) Consideremos o polinomio determinante det € k[z;; | 1 < i,j < n] e a variedade
algébrica dada por
V(det) = {X e A | det(X) = 0},

entdo, o subconjunto
GL,(k) ={X € M, (k) | det(X) + 0} € M,,(k),

é um aberto Zariski em o espaco afim AﬁQ. Porém, também pode ser pensado como
um conjunto fechado Zariski, (ver Exemplo 2.87|item (3)).

(2) Consideremos o polindmio caracteristico de A dado por

x(@)=(z=XA1) - (x=X2)-...-(x=\),

onde cada \;,i € {1,...,n}, é um autovalor de A. Note que x(x) pode re-escreverse

assim
n

X(m):_(«rnZ)\i+xn_l Z )\1)\J++IO()\1)\H))
=1

i,j=1,i<j

onde os coeficientes de x(x) sdo funcdes polinomiais nas entradas da diagonal de A,
portanto x(x) é a expressdo

x(@) == (z"p(N) + 2" p(NA) + .o+ 2P (M- M)

Usaremos a notagcdo py para indicar cada termo p(\y), para algim k. O discrimi-
nante de x(x) em termos de suas raizes é

D(x(x)) = [T (o= )",

k<l
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e se existe k < | tal que py = p;, entdo D(x(z)) = 0, portanto, existe uma variedad
algébrica

V(D(x(z))) = {B AL | D(x(B)) = 0}.

Note que se pi, + p; com k < [, existe o abierto Zariski das matrizes diagonalizdvelis,
com autovalores diferentes dois a dois, que denotaremos como

Diagﬂk#ﬁl = AZ2\V(D(X(93)))'

(3) Consideremos a variedade algébrica
n 2 n 2
V(HIU):{AGAZ |Haz~j:0}cAZ,
i,j=1 ij=1
com [1} ;1 zij € k[xi; | 1 <4, j,< n]. Portanto, temos aberto Zariski
9 n
UWZAZ \V(H l’ij),
ij=1
que é o conjunto de todas a matrizes cuadradas com entradas ndo nulas.

Definicao 2.12. Seja J um ideal no anel R, denotaremos o radical de J por
ViI={feR|ffelkeN}.

Um ideal J é dito de ideal radical se \/J = J. Equivalentemente, um ideal J é um ideal
radical se J = /1 para algiim ideal I, ou seja J é o radical para algiim ideal.

Lema 2.13. Para quaisquer ideais J, J1, Jy em k[x1,---, x,,], temos que:
(i) VVI) =V (J);
(i) V(J1)uV () =V (J1Jy) =V (JinJy);
(iii) V(J1) nV(Jy) =V (J1 + Ja).
Demonstragdo.

(i) Pelo Lematemos que J € /J por tanto V' (v/J) € V(.J). Para a outra inclusio,
suponha = € V(.J) e f € \/J, entdo f* € J para algim k € N, portanto f*(x) = 0, em
particular f(z) = 0, ou seja z € V/(+/.J).

(i1) A primeira equagdo € s6 a reformula¢do do Lema (i1). A segunda, da parte (i), ja
que \/J1J2 = \/J1 n :]2.

(iii) Esta parte é consequéncia direta do Lemal[2.8] ja que .J; +.J, é o ideal gerado por .J; U Js.
[

Vamos estudar a correspondéncia que relaciona objetos geométricos (variedades algébricas)
a objetos algébricos (ideais), mas nao a fondo, os detalhes podem ser vistos em [Eis95]. Ja
atribuimos variedades algébricas a ideais na Defini¢do [2.4] e Observacio [2.5] Vamos agora
introduzir a defini¢ao dos ideais associados as variedades algébricas.
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Definicao 2.14. Seja X € A} uma variedade algébrica. O anel
I(X):={f ek[z1,,x,]| f(z)=0,Vr e X},
é chamado de ideal (polinomial) associado a X .
Observacao 2.15.
(i) Note que 1(X) definido em é um ideal do anel de polinomios k[x1, -, x,].

(ii) Andlogamente ao Lema@ o ideal I1(X) inverte inclusées, ou seja, se X1 € X5 € AL,
temos que I1(X1) 2 I(X5).

O seguinte lema é um exemplo da Defini¢do[2.14]e vamos usar o fato dado no Exemplo [2.9]
item (ii). Veremos mais exemplos desta definicdo, no corrido do trabalho.

Lema 2.16. (Ideal de um ponto) Seja a = (ai,...,a,) € Al um ponto. Entdo, o ideal
associado ao conjunto unita?io {a} é

I(a):=1({a})={(r1-a1,...,xy—ay).

Demonstracdo. Primeiro, se f € I(a) entdo f(a) = 0. Isso significa que substituir cada

x; por a; em f, dd zero, ou seja que f é zero médulo (z; — ay,...,x, — a,). Por tanto
felri—ay,...,z,—ay).

Por outro lado, se f € (1 —ay,...,z, —a,), entdo f = ¥ (x; — a;)f;, para alguns
fi,-s fn€k[xy,...,2,] e portanto f(a) =0, o que implica que f € I(a). O

Vimos que as variedades algébricas estdo em correspondencia um-para-um com os ideais
radicais através da Defini¢do[2.14]e a Defini¢ao[2.4] Este é um resultado central da geometria
algébrica e dlgebra comutativa, que vamos enunciar na seguinte proposi¢do. Na literatura é
geralmente referida pelo nome alemdo como Hilbert’s Nullstellensatz (Teorema dos zeros
de Hilbert), mas neste trabalho, s6 vamos apresentar umas obsevagdes. Todas suas versoes,
provas completas e com detalhes podem ser encontradas em [Eis95, Theorem 1.6, pp. 33].

Teorema 2.17. (Teorema dos Zeros de Hilbert.) Seja |k um corpo algébricamente fechado,
entdo:

(i) Para qualquer variedade algébrica X ¢ A} temos que V (1(X)) = X;
(ii) Para qualquer ideal J em K[z, ..., x,], temos que I(V (.J)) = /J.
Observacao 2.18.

(i) Para a inclusdo 2 na Teorema[2.17)item (i), temos que se x € X entdo f(x) =0, para
todo f € I(X) e portanto x € V(I(X)).

(i1) Para a inclusdo 2 na Teoremaitem (ii), temos que se f € \/J entdo f* € J, para
algum k € N. Segue-se que f*(x) = 0, para todo x € V(J) e portanto f(z) = 0, para
todo x € V(J) e assim f € [(V(J)). A outra inclusdo é mais dificil de concluir e
poder ser visualizada em [Eis9)5].
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(i71) Agora, para a inclusdo C, na Teorema parte (i), temos que como X é uma va-

(iv)

riedade algébrica, concluimos que X = V(J), para algum ideal J. Pela parte (i)
desta Observagio, temos I(V (J)) 2 \/J 2 J e tomando o conjunto de zeros mais o
Lema[2.8|parte (i), obtemos V(I(V(J))) € V(J). Ou seja, V(I(X)) < X.

Da Teorema item (i) e item (ii), temos que [(X) é um ideal radical e utilizando
o Lema [2.8|item (i), mais a Observagdo [2.15]item (i), temos que em particular existe
uma bijecdo de reversdo de inclusdo, ou seja

{Variedades algébricas em A] } < {Ideais radicais em k[x1, ... ,z,]}
X — I(X)
V(J) «— J

A seguir, apresentaremos exemplos que concentram o que foi estudado em: Definigdo 2.14]
Observagao [2.15] Teorema [2.17]e Observacao [2.18] Além disso, estes serdo de grande utili-
dade no desenvolvimento deste trabalho.

Exemplo 2.19.

(1)

(2)

(3)

Seja J < k[z1] um ideal radical ndo nulo. Como k[x1] é um dominio de ideais prin-
cipais, temos que J = (f), para um polinémio f = (x1 — ay)*--(x1 - a,)*, para
alguns pontos distintos ay,...,a, € Aﬁ{ e ki,...k. € Nsg. Note que a variedade algé-
brica V(J) =V (f) ={a,...,a,} € AL, contém zeros de f. Consequentemente, pela
Teorema[2.17) temos que

I(V() =T ={(z1-ar,...,21—a),

é o ideal de todos os polindmios que se anulam em ay, ..., a, (ver Lema[2.16)). Note
que [ ¢ de qualquer ordem, mais ainda, o conjunto de zeros de um ideal, ndo vai
considerar as poténcias dos polinomios. Uma poténcia f* de um polinémio f, tem
o mesmo conjunto de zeros que f, portanto a informagdo das poténcias é perdida,
quando € aplicado o resultado da Teorema [2.17)

O objetivo de este exemplo é mostrar que se &k ndo for um corpo algébricamente fe-
chado, o Nullstellensatz ndo se cumpriria. Um ideal primo J = (x3+ 1) de R[x1],
é também ideal radical. Note o conjunto de zeros de J é vazio em AL, ou seja
I(V(J)) = I(@) =R[z1] # J = \/J, mas isso é uma contradi¢cdo para a Teorema

Oideal J =(x1-ay,...,x, —a,) ck[xq,...,x,] é um ideal maximal porque
klzy,...,¢,]/(x1 —a1,...,xn —ay) 2k,

€ um corpo e portanto também é ideal radical. Como seu conjunto de zeros estd deter-
minado por V (.J)-V ({a}), coma = (ay,. .., a,) € A, concluimos pela Teorema[2.17]
que o ideal do ponto a é

I{a}) =I(V()) =VT=J=(z1-a1,...,T,— ay).

(Ver Lema[2.16). De fato, pontos em A} sdo claramente as variedades minimais ndo
vazias em A} e pela bijecdo de reversdo de inclusdo do Nullstellensatz enunciada na
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Observagdo 2.18] parte (iv), eles correspondem exatamente aos ideais maximais em
k[x1,...,2,]. Por tanto, a bijecdo da Observacdo parte (iv) restringe-se a uma
bijecdo
1:1 . . .
{Pontos em A} } < {Ideais maximais em Kk[xq,---,z,]},

assim, os ideais maximais considerados acima sdo, os vinicos ideais maximais no anel
de polinomios.

Outra consequéncia importante da Teorema [2.17] e ttil para este trabalho, é que os polind-
mios e as fungdes polinomiais em A coinciden.

Defini¢ao 2.20. Sejam X ¢ A" e Y ¢ A} duas variedades algébricas. Um morfismo de
variedades algébricas é uma funcdo f : XlongrightarrowY para a qual existem polindmios
P1-spn € K[z, ... 2] tais que

f:X—Y
a— f(a) = (pr(a),...,pn(a)).
Observacio 2.21. Sejam f,g € k[x1, ..., x,] dois polinémios que definem a mesma funcdo

em Al ou seja f(x) = g(x) para todo x € A}, entdo

f-geI(AR) = 1(V(0)) =/(0) = (0),

portanto f = g em k[xq,...,x,]. Note que, k[x1, ..., x,]| pode ser pensado como o anel de
fungdes polinomiais em k[xq, ..., x,]. Agora, vamos generalizar o anterior para qualquer
variedade algébrica X < k[xq,...,x,]. Dois polinomios f,q € k[xy,...,x,] definem a
mesma fungdo em X, ou seja f(x) = g(x) para todo x € X, se, e somente se f — g e [(X).
Entdo, o anel quociente k[x1, ..., x,]/1(X) pode ser pensado como o anel de fungdes poli-
nomiais em X. A seguir, vamos formalizar o anterior.

Definicao 2.22. O anel de todas as fungcoes polinomiais em X, é o anel

k[X] := {f : X — Al =k | f é morfismo de variedades algébricas} :

que serd chamado de anel de coordenadas da variedade algébrica X .
Observacao 2.23.

(i) O anel de coordenadas k[ X | de uma variedade algébrica X é uma k—dlgebra.
(ii) Como k[ X] é uma k—dlgebra, temos o seguinte morfismo sobrejetor de k—dlgebras
k[zq,...,z,] > k[ X],

que leva um polinomio para a fungdo polinomial correspondente. O kernel de este
morfismo é exatamente

I(X) ={f€k[$1,...,$n] |f(p)=0,Vp€X},
e pelo teorema de ismorfismos temos que
k[ X]zk[xq,...,2x,]/1(X).

Note que os elementos de k[ X | podem ser pensados como clases laterais de polind-
mios médulo I1(X) ou como fungées polinomiais em X. Além, k[ X] é a k—-dlgebra
de funcoes de X gerada pelas funcoes coordenadas em X.
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Exemplo 2.24.

(1) Para X = A} uma variedade algébrica, temos que o ideal associado a X é I (X) =0,
portanto o anel de coordenada de X é k[ X | =z k[xy,...x,].

(2) Seja
X ={(a,a®,a®) e A} |aek}=V(y-a%z-2%).
O anel de coordenadas é dado por k[ X | = k[z,y, 2]/ (y — 22, z — x3). Vamos verificar
que I = (y— a2,z - a3) é um ideal radical, jd que K[ X ] é o quociente de k[x,y, z]
por /I = I(X). De fato, note que
]k[l’7 Y, Z] - ]k[t]
r—1
y— t*

7 —> 3

com fungdo inverso dado port — x. Pelo Exemploitem (3), k[t] é um dominio de
integridade e ndo tem nilpotentes, portanto I é um ideal radical, que de fato é primo.
Como 1(X) = (y — 22,z — 23), pela Teorema[2.17] temos que

V(=X = I(X)=1(V(I))=VI=1.
(3) Seja
X ={(a®a®) e A} |aeAL} =V (z®-y?).
O anel de coordenadas de X é k[ X ] =Kk[z,y]/(x3 - y?).

Seguindo Defini¢do[2.22)e a Observagdo[2.23] podemos pensar os elementos de k[ X ] como
fun¢des em X e como elementos do quociente k[xq, ..., z,]/I(X). Portanto, podemos usar
os anéis de coordenadas para definir os conceitos introduzidos até agora em um sentido
relativo, ou seja, vamos considerar os conjuntos de zeros de k[Y'] e variedades algébricas
contidas em Y, com Y uma variedade algébrica fixada, que serd nosso ambiente. A seguinte

defini¢do ¢ andloga a Defini¢do [2.4]e a Defini¢ao[2.14]
Definicao 2.25. Seja Y < A} uma variedade algébrica fixa. Temos que:

(i) Para um subconjunto S ¢ k[ X] de fungdes polinomiais em Y, definimos o conjunto
de zeros como

V(S)=W(S)={zeY | f(x)=0,VfeS}cY.

Os subconjuntos de esta forma sdo variedades algébricas contidas em X e sdo cha-
madas de subvariedades algébricas afins de Y ou subvariedades algébricas.

(ii) Para um subconjunto X c Y, o ideal de X em Y é definido como
I(X)=1Iy(X)={fek[X]]| f(x)=0,Vz e X},

tal que Iy (X)) € um idel de k[Y].
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Observacao 2.26.

(i) Na mesma direcdo da Observacdo temos que k[ X ] 2 k[Y']/Iy(X), para qual-
quer subvariedade algébrica X de Y.

(ii) (Nullstellensatz) Como no Teorema[2.17] temos que Vy-(Iy (X)) = X, para qualquer
subvariedade X de 'Y e Iy (Vy (J)) = \/J, para qualquer ideal radical J de k[Y],
dando origem a seguinte correspondéncia

{Subvariedades algébricas de Y} & {Ildeais radicais em k[Y']} .

2.1.1 Topologia de Zariski

Agora, nossa inten¢do € entender a Topologia de Zariski e o impacto que ela tem na Geome-
tria Algébrica e neste trabalho. Mais ainda, vamos dar sua defini¢ao formal.

Definicao 2.27. Seja X uma variedade algébrica. Definimos a Topologia de Zariski em X
como a topologia cujos conjuntos fechados sdo exatamente subvariedades algébricas de X,
isto é, subconjuntos da forma V' (S), para algiim S < k[ X].

Observacao 2.28.
(i) Pelos resultados dados no Lema[2.8} a Topologia de Zariski é uma topologia.

(ii) O dito na Observagao2.10\e a Defini¢ao[2.27) coincide, jd que subvariedades algébri-
cas de X sdo variedades algébricas contidas em X.

Exemplo 2.29. Comparada com a topologia cldssica para o caso complexo, a Topologia de
Zariski ndo é usual, a seguir vamos ver um exemplo disto (para mais exemplos ver Observa-

¢cao2.10).

A bola unitaria B = {x € AL : | x |[< 1} na topologia cldssica, € fechada em A, mas ndo é, na
Topologia de Zariski. Com efeito, pelo Exemplo (ii), os subconjuntos fechados-Zariski
de Al sdo 56 os conjuntos finitos e A'. Em particular, o fecho de B na Topologia de Zariski
é todo Al. Intuitivamente, podemos dizer que os subconjuntos fechados na topologia Zariski
sdo muito "pequenos”, e dai que os subconjuntos abertos sdo muito "grandes".

Observacao 2.30. Um espaco topologico X ¢ Hausdorff, se para elememtos arbitrarios
x,y € X, com x # y, existem conjuntos abertos U que contém x e V que contém vy, tal
que U NV = @. Na topologia de Zariski, ndo temos esta propriedade, jd que quaisquer
dois conjuntos abertos ndo vazios se intersectam. Além disso, os subconjuntos abertos de
conjuntos irredutiveis sdo densos (Observagdo [2.33). Por exemplo, a variedade algébrica
V(ri2zo) c Af{, pode-se escrever como a unido de dois eixos coordenados (ver Figura 1),
X1 =V (x1) e Xo =V (x2), que sdo também variedades algébricas.

Xy

X5

X = X1 U X2
Figura 1
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Para motivar a seguinte definicdo, note que X, e Xy ndo podem ser decompostos em
unido de variedades algebricas mais pequenhas.

Definicao 2.31. Uma variedade algébrica ndo vazia X c A} é dita irredutivel, se ndo pode-
se escrever como a unido X = Xy U Xy de conjuntos algébricos X, e Xy propriamente
contidos em X. Caso contrario, X ¢ dita redutivel. O conjunto vazio ndo é considerado
irredutivel.

Exemplo 2.32.

1) Na topologia cldssica o plano complexo AL é redutivel porque pode-se escrever como
polog p p C porque p
a unido de subconjuntos fechados, assim

AL={reCllel<lyuf{zeC|al>1}.
Porém, Al é irredutivel Zariski pelo Exemplo item (2).

(2) A variedade algébrica V (x1x2) = V(x1) UV (x2) c A2 da Observagdo . ndo é
irredutivel.

Observacao 2.33. (Subconjuntos abertos de espagos irredutiveis sdo densos). Pelo Exem-
plo item (1), os subconjuntos abertos na topologia de Zariski, sdo muito grandes. Bre-
vemente, vamos formalizar o que isso significa. Sejam X um espago topologico irredutivel,
U e U’ dois subconjuntos abertos de X. Entdo:

(i) A intersecdo U nU’ nunca é vazia. De fato, tomando os complementos, é justamente
o mesmo que dizer que a unido de dois subconjuntos fechados proprios X\U e X'\U’,
ndo € igual a X, ou seja a definicdo de irredutivilidade.

(ii) Dizemos que U é denso em X, se o fecho de U, denotado como U, é todo X. Com
efeito, se Y c X € qualquer subconjunto fechado que contém U, entaé X =Y u(X\U)
e como X é irredutivel e X\U # X, devemos ter que Y = X.

Proposi¢ao 2.34. Seja X ¢ Al uma variedade algébrica. Entdo, as seguintes condi¢bes sdo
equivalentes

(i) X éirredutivel.
(ii) I(X) é um ideal primo.
(iii) k[ X] =k[z1,...,2,]/1(X) é um dominio de integridade.

Demonstragdo.

(i) = (i7) Suponha que X ¢ irredutivel, logo X # @& e I(X) um ideal proprio. Sejam f,g €

k[xy,-, x,] tal que fge I(X), tem-se
X=(XnV(f)u(VnV(g)).

Como X é irredutivel, nés temos ou que X = X nV (f) ouque X = XnV (g), portanto
fel(X)ouGel(X). Assim /(X) é um ideal primo.
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(i1) = (i) Suponha que (X)) é um ideal primo. Entdo /(X ) é um ideal proprio, de modo que
X =V((X)) # @. Sejam X1, X, ¢ A conjuntos algébricos, tal que X = X; u Xo.
Entdo I(X) = I(X;) nI(X3). Como /(X)) é um ideal primo, temos que ou I(X) =
I(X1) ou I(X) = I(X3). Por tanto, ou X = X; ou X = X,. Logo X € irredutivel.

(i) < (iii) E um caso particular da propiedade que I é um ideal primo se, e somente se R/I éum
dominio de integridade.

(i) = (i7i) Suponha que k[X ] ndo é um dominio de integridade, ou seja que existem f, g € k[ X]
tais que fg = 0. Entdo X; = V(f) e Xy = V(g) so fechados, ndo iguais a X, ja que
fegsaondaonulose X; U Xy =V (f)uV(g) =V(fg) =V(0) = X. Portanto X é
reditivel. Assim, k[X ] é um dominio de integridade.

(i7) = (i) Suponha que X éredutivel, com X = X;U X, para subconjuntos fechados X7, Xs c X.
Pela bojegdo da Observagao [2.26] (i), temos que 1(X;) # {0} em k[ X ]| parai=1,2¢
assim, podemos escolher f; ndo nulaem /(X;). Entdo f; f> se anulam em X;UX5 = X.
Portanto f; fo = 0 € k[ X], ou seja k[ X ] ndo é um dominio de integridade. Assim, X
¢é irredutivel.

]

Observacdo 2.35. Seja Y uma variedade algébrica. Pela Observagdo 2.26]item (i), temos
que K[ X ] 2 k[Y']/Iy(X), para qualquer subvariedade algébrica néo vazia X de' Y. Note
que k[ X| é uma anel de integridade se Iy (X) é um ideal primo. Portanto, pela Proposi-
¢do[2.34) temos que a bije¢do dada na Observagdo [2.26|fica restringida a

{Subvariedades algebricas irredutiveis ndo vazias em Y} & {Ideais primos em k[Y]},

para qualquer variedade algérbica 'y .

2.1.2 Dimensao

Uma importante aplicagdo da no¢do de irredutibilidade, para este trabalho, é a defini¢cdo de
dimensdo de uma variedade algébrica. N6s temos uma ideia geométrica, pelo menos no caso
de variedades complexas, de qual deve ser a dimensao de uma variedade algébrica: o nimero
das coordenadas que precisamos para descrever uma variedade algébrica X, localmente em
qualquer ponto. A ideia de construir a dimensao neste trabalho, usando a topologia de Zariski
¢ a seguinte: Se X € um espaco topologico irredutivel, entdo qualquer subconjunto fechado
de X, diferente de X deve ter dimensdo menor. Vamos formalizar esta ideia.

Definicao 2.36. Seja X um espaco topologico ndo vazio.

(i) A dimensdo de X, denotada como dimX, é o supremo sobre n € N, tal que existe uma
cadeia
o+YoeY1¢-¢Y,cX

de comprimento n, de subconjuntos fechados irredutiveis Y1, ...,Y, de X.
(ii) Seja Y um subconjunto fechado irredutivel de X. Definimos a codimensdo de Y em
X, denotada como codimyxY, como o supremo de todos os n, tal que existe uma

cadeia
YeYoeYi &gV, cX

de subconjuntos fechados irredutiveis Y1, ...,Y, de X, que contém Y .
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Observacao 2.37.

(i) Neste trabalho denotaremos a dimensdo de um k—espaco vetorial como dimyV e
dimX para a dimensdo de um espaco topologico, como acima.

(ii) Intuitivamente, podemos dizer que cada Y; tem dimensdo i em uma cadeia maximal
como na Deﬁnigdo@ item (i), de modo que dimX = n. No mesmo sentido, cada Y;
na Defini¢do @ item (ii), deve ter dimensdoi + dimY = n, na cadeia maximal, tal
que n =dimX —dimY.

Exemplo 2.38.

(1) Se X é uma variedade algébrica ndo vazia entdo a dimensdo de X, como espaco
topologico é dimX = 0. De fato, como os pontos sdo fechados em X, entdo todos os
subconjuntos de X sdo fechados e assim os vinicos subconjuntos fechados de X sdo so
os pontos. Portanto, so existem cadeias de comprimento 0 de subconjuntos fechados
irredutiveis de X. Note que como X ¢é redutivel, ndo pode estar na cadeia.

Espagos topoldgicos finitos em geral ndo precisam ter dimensdo 0. Se X = {a,b} é
um espago topoldgico, os subconjuntos fechados irredutiveis sdo @ e {a}, assim X

tem dimensdo 1 jd que {a} ¢ X é uma cadeia de comprimento 1. Note que {b} ndo é
fechado.

(2) Pelo Exemplo@ item (2), o espago afim Ay tem dimensdo 1, jd que a cadeia maximal
de subconjuntos fechados ndo vazios de A sdo exatamente {a} ¢ Ay para qualquer
ponto a € Al. A codimensdo de {a} em A} € 1.

(3) Em geral, o espago afim A, tem dimensdo pelo menos n, jd que existe uma cadeia
V(xy, .o, 20) €V (zoy .. xn) &... € Vi(x,) € V(0) =AL
de subconjuntos fechados irredutiveis de A} de comprimento n.

Em geral, para variedades algébricas, precisamos dar um conceito da dimensdo mais apro-
priado. Apresentaremos a dimensao de Krull de um anel e a codimensdo de um ideal primo.

Definicao 2.39. Seja R um anel.

(i) A dimensao de Krull de R, denotada como dimR, é o maior niimero n € N, tal que
existe uma cadeia de ideais primos

Po&PrEP2E - EPn
de comprimento n em R.

(ii) A codimensdo de um ideal primo p em R, é o maior niimero n € N, tal que existe uma
cadeia como em (i), com p,, C p, denotada como codimpgp (ou simplesmente codimp
se o anel é claro para o contexto).

Observacao 2.40. A dimensdo de uma variedade algébrica em relagcdo a topologia de Za-
riski coincide com a dimesdo de seu anel de coordenadas. Analogamente, para codimensdo.
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Observacio 2.41. Note que, pela Observagao .35 as subvariedades algébricas fechadas
de uma variedade algébrica X, corresponde exatamente ao ideais primos em k[ X |, portanto
a dimensdo de X é o supremo de todos os n, tal que existe uma cadeia [ 2 I, 2 --- 2 I, de
ideais primos em k[ X].

Exemplo 2.42. A seguinte tabela ilustra as dimensdoes de Krull de alguns casos simples
e as cadeias de ideais primos de comprimento mdximo. k denota um corpo, p um niimero
primo e n € N.

Anel R dimR | Uma cadeia maximal de primos
K 0 0)
Z 1 {0) c# (p)
k[¢] 1 (0) € (t — a) para qualquer a € C
k[z1,...,z,] | 2n (0) ¢ (x1) - & (x1,...,2p)

2.2 Anéis Locais e Localizacao

Na secdo anterior, estudamos que as func¢des polinomiais de uma variedade algébrica X € A",
formam o anel k[ X ], cujas propriedades refletem propriedades geométricas de X. Para o
objetivo neste trabalho, precisamos estudar o comportamento de X perto de um ponto dado
p € X, em particular expresar suavidade em termos algébricos, por isso vamos introduzir o
conceito de anel local de fungdes Ox , (ver Definigdo @), onde os elementos sdo funcdes
definidas em X perto de p, mais precisamente, as fung¢des sdo definidas em vezinhangas aber-
tas Zariski de p em X, tal que duas de essas funcdes serdo identificadas, se coincidir em uma
vezinhanga suficentemente pequenha de p, na qual ambas funcdes estdo definidas, ou seja
que identificando duas funcdes de esta forma, podemos definir uma relacdo de equivaléncia
e portanto os elementos de Oy , sdo classes de equivaléncia.

Ideia da Construcao de Ox ,,

Aqui vamos esbocar a ideia da construgdo de Ox ;. Na pdgina siguente comengamos com a
construgdo rigurosa que serd dada em detalhe.

Como cada vizinhanga aberta de p em X, contém uma vizinhanga aberta Dy (f) = X\Vx(f)
(ver Observagio e Definicdo ), onde f € k[X] ndo se anula em p, é suficiente
estudar as fungdes que sdo permitidas em uma vizinhanga deste tipo. Em Dx (f), as fun¢des
f e f™, sdo invertiveis, porque estamos deixando fora do conjunto aberto tudas aquelas que
vao se anular em algim ponto. Munindo as poténcias invertidas e as funcdes polinomiais,
obtemos a k-algebra k[ X |, cujos elementos podem ser pensados como fra¢des da forma

g9

#r=. onde g € k[X] com m > 0 e duas fracdes da forma fme fg—ni,, definem a mesma fungio

em Dx(f) se, e somente se gf™ — g'f™ =0, como fungdes em Dx (f), ou seja
flgf™ -g'f™)=0 emtodoX masestoé f(gf™ —g'f™)=0ek[X].

Assim, o anel nos que estamos interessados, Ox ,, € obtido invertindo todas as fun¢des em
k[ X ], que ndo se anulam em p e suas elementos sao fragdes do tipo £ onde g, h € k[ X ] com

h(p) # 0 e onde duas de estas fragdes 7 e % sao identificadas se

gh'=g'h =0
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em alguma vizinhanca de p contida em Dx (h) n Dx (h').

A construcdo de ambos anéis k[ X |; e Ox, tem-se do seguinte principio algébrico: vamos
inverter os elementos de um subconjunto multiplicativo fechado S de um anel R. Note que
€ natural inverter os elementos de subconjuntos multiplicativos fechados ja que o produto de
dois elementos invertidos € um inverso do produto. Agora, o seguinte passo, ¢ formalizar
todo o anterior em uma teoria consistente.

Construcio de Ox

Definicao 2.43. Seja R um anel. Um conjunto multiplicativamente fechado S c R é um
subconjunto que é fechado para o produto, ou seja se s,t € S, temos st € S. Para um anel
com unidade, é chamado de um conjunto multiplicativamente fechado S c R um conjunto
multiplicativamente fechado com unidade, se 1 € S.

Exemplo 2.44. Seja R um anel comutativo com unidade.

(1) Seja S o conjunto de divisores de zero ndo nulos em R. Entdo S é multiplicativamente
fechado. De fato, se a,b € S entdo ab também ndo é um divisor de zero, jd que
abc = 0, para algiim c € R, esto implica que bc = 0, porque a € S, entdo ¢ = 0 jd
que b € S. De particular importdncia é o caso quando R é um dominio integridade.
Entdo S = R\ {0}, para qualquer dominio de integridade R e cada elemento diferente
ndo nulo -, é uma unidade em S~1R com inverso 2. Portanto S=IR é um corpo,
chamado de corpo quociente de R. A motivacdo de este conceito, estd motivada desde

o Exemplo[I.8|item (3).

(2) Sejam p c R um ideal primo. Entdo S = R\p é um conjunto multiplicativamente
fechado, jd que se a ¢ p e b ¢ p entdo ab ¢ p, por definicdo de ideal primo. Note
que R\p, agora ndo é um conjunto multiplicativamente fechado com unidade, porque
1 e p, para todos os ideais primos.

(3) Seja S = {1,f, f?, ...}, para qualquer f € R. S é um conjunto multiplicativamente
fechado.

A seguinte defini¢do € inspirada na construgio de Frac(R) no Exemploitem (3).

Definicao 2.45. Sejam R um anel, S c R subconjunto multiplicativamente fechado e uma
relacdo de equivaléncia ~ em R x S definida por

(r,s) ~ (1", s") se, e somente se existe u € S tal que u(rs' —sr') =0.

Denotamos como = a classe de equivaléncia de (r, s) e
-1 r
STR={-|reR,seSy,
5

ao conjunto de todas as classes de equivaléncia. Dizemos que S™' R é um anel, definindo as
operagoes

ror sr’+s'r rororr!

—+—=— e —--—=—.

s s ss’ s s ss

0



33

onde o zero é dado por 0 = % e a identidade é dada por 1 = % Este anel é chamado de
localizagdo de R em S. Definimos o homomorfismo candnico de anéis

1:R— S7'R

r
r— —

1 Y

cujo kernel é dado por

ker(t) = {r e R|ur =0 para algim u e S} .

Observaciao 2.46.

(i)

Na Definicdo a relagdo ~ é reflexiva, simetrica e transitiva. Vamos sé estudar
a transitividade. Se (r,s) ~ (r',s") e (1',s") ~ (r",s"), entdo existem u,v € S com
u(rs' —sr') =v(r's" — s'r'") = 0 e assim

Sun(rs' - ) = vs"u(rs' ~1'5) + usv(a's” - a"s') =,
o que significa que (r,s) ~ (r",s"), jd que S é multiplicativamente fechado e por

tanto, s'uv € S. Além note que as operacdes do anel S~'R sdo independentes da
elecdo dos representantes.

(ii) Seja S c R. Pela Defini¢do L envia cada elemento de S para uma unidade em
S=LR. Além disso, pelo meio de 1, ST R é uma R—dlgebra. Note que 1 5O € injectiva
se S ndo contém divisores de zero.

(iii) Note que . mapea um elemento r € R para zero r — () se, e somente se r é anulado
por um elemento de S. Assim, ST'R é zero se, e somente se 0 € S.

Exemplo 2.47.
(1) Note que S = {1} é um conjunto multiplicativamente. A localizacdo de R em S, é

(2)

S 1R=~R.

Considere S como no Exemplo[2.44) item (2). A localizagdo S™'R, é denotada como
Ry, e é chamada de localizagdo de R no ideal primo p. O conjunto das ndo unidades
de Ry, é o ideal dado por

pRp={§|pep,reR\p}.

Vamos a aplicar o anterior para um caso muito interesante. Sejam X ¢ Aj uma va-
riedade algébrica e k[ X| seu anel de coordenadas. Pela Proposi¢cdo temos
que K[ X] é um dominio de integridade e que I1(X), é um ideal primo de k[X].
Pelo Exemplo item (3), temos que S = k[X|\I(X) c k[X], é um subcon-
Jjunto multiplicativamente fechado. Inverter todos os elementos ndo nulos de k[ X ],
é decrever STUk[X] = k[ X ];(x). Vejamos un exemplo particular. Considere a vari-
edade algébrica da Observagdo X =V(z122) € A e seu anel de coordenadas
k[ X] = Kk[z1,x2]/ (x122). Queremos formalmente inverter todas as fungées f € k[ X],
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que ndo se anulam em p = (1,0). Pela Deﬁnigdo eo Lema o conjunto mul-
tiplicativamente fechado S, é dado por

S={fek[X]| f(p) 0}
= k[X]\(p)
={fek[X]|f#(z-1,9)}.

Note que x1 € S, jd que ndo se anula em p = (1,0). Considere as funcoes 0 e o
em k[ X], diferente em um inicio. Porém, depois de localizar perto do ponto p e
restringir 0 e x5 a vizinhanga de p, como por exemplo (x1 — Co)\0 = X\V (z1), onde
Cy = {xy | z129 = 0} assim as fungdes 0 e f sdo iguais. Ou seja, queremos
T 0
To = T . I =0

em S7'k[X]. De fato, u(xo-1-0-1) = 0 € k[X], com u = z1 € S. Note que
u desempenha um papel importante para nosso exemplo e em geral para a Defini-
cdo Jja que garante a localizagdo e identifique as funcoes que queremos consi-
derar iguais, de fato, sem u a definicdo falha. Além disso, queremos que as funcgoes
locais de X perto do ponto p, concordem com as fungées locais da componente irre-
dutivel V (x5) = (x1 — Cy) perto do p. Intuitivamente, esperamos que a localiza¢do
S~Kk[ X ], seja isomorfica a k—dlgebra k[x,], depois de inverter todos os elementos
h e k[x1)\I(p), portanto

ki) = K[a1] [% h(p) + o] ¢ Frac(k[z1]) = k(z1).

(3) Vamos localizar um anel R, no conjunto multiplicativamente fechado S = {1, f, f?,...}
do Exemplo item (3). Denotamos como Ry = S™'R a localiza¢do de R em S. En-
tdo

Rf={fLm|reR,fmeS,m20},
onde # = ffn—{l e mais geralmente
o
frofr
para algum N > 0. Note que se [ é nilpotente, temos N € S, para algiim N e assim,

Ry = {0}. Mais ainda, Ry = 0 se, e somente se f é nilpotente. Agora, se R é um
dominio de integridade, temos

= fNrfr-r'fm)=0

1
R; = R[;] c Frac(R).
Em particular, se R = k[ X ] = k[z1, 23]/ (z122), comonoitem (2) e S = {1,z,22%,...},
entdo Ty = % € zero, jd que x5 é anulado por x, € S, e assim
STK[X] 2 k[X]., = k[z1,27"] € Frac(k[x]) = k().
Definicao 2.48. Um anel R é chamado de anel local, se possui um tinico ideal maximal. Se

R é um anel local com ideal maximal m, o corpo = R|m é chamado de corpo residual de
R.
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Exemplo 2.49.

(1) Se k é um corpo qualquera, o tinico ideal maximal é m = {0}, por tanto qualquer
corpo é um anel local com corpo residual k[ {0}.

(2) Pelo Exemplo item (3), temos que o anel de polinomios k[x1, ..., x,]| ndo é um
anel local. Mas, o anel das séries formais de poténcia k[x,] com coeficientes em K,
que consiste do conjunto de todas as expressoes da forma

Ao + a1 + agx? + -+ a; €k,

é um anel local com ideal maximal (x1) e corpo residual k. Mais geralmente, temos
que k[x1,...,z,] € local com ideal maximal (x1,...,x,), que é o complementar do
grupo das unidades de k[, ..., x,], definido como

X _ 11 7
klzy,...,x,]* = { Z Wiy iy T Ty [ Ao, 0 # 0} :
i17...,in€N

O corpo residual de k[xq,...,x,] é
k[z1,...,z.]/ (21, ..., 20) = k.

Proposicao 2.50. Sejam R um anel e p um ideal primo em R. Entdo, R, é um anel local.

Demonstragcdo. Seja R, alocalizacdo de R em p, com p um ideal primo de R. Pela Defini-
¢do [2.45] temos que existe uma inclusdo de R em R, dada por

1 R— R,

r
e .

Portanto, temos a identificagcdo p — %, com p € p, e assim escrevemos o ideal

pRp:{]%£|pep,reR,seS}

={H|p€p,TER,S€S}
s

:{£|p€p,865}.
S

Vamos ver que pR, é um ideal maximal em R,. Seja / ¢ IR, um ideal, tal que / ¢ pRR,. Se
T € p, entdo ; € pRR,, mas como I ¢ pRy,, devemos ter que existe um elemento ; € I, tal que
r,seSe 2 € um elemento de ?,. Note que % - 2 =1, logo I contém o elemento invertivel %,

assim [ = pR,, € um ideal maximal de pRz,.

Por outro lado note que p R, € o tnico ideal maximal em R,. Note que a caracterizacio do
ideal maximal em pR?,, o conjunto das nio unidades de 1z, implica que pI?, € o tnico ideal
maximal em R,. De fato, qualquer ideal proprio m ¢ I?, tem que estar contido no conjunto
das ndo unidades (ja que de outra forma, m conteria uma unidade e isso implica que o ideal
¢ todo o anel), ou sejam S pRR, e por tanto, se m € 0 maximal, temos que m = pR,.

Resumindo, temos que 17, € um anel local. O
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Exemplo 2.51. Vamos localizar Z no ideal primo (p), com p primo. Ou seja

a
Z<p>={g|p+b},

cujo ideal maximal é dado por

Note que o corpo residual é

Teorema 2.52. (Propriedade universal da localizacdo). Sejam R um anel, S c R um con-
Junto multiplicativamente fechado e . : R — S™'R o fun¢do de localizagdo. Para um anel
R’ denote por

Homg(R,R') = {¢ e Homs(R,R') | o(S) < R\ {0}}
para os homomorfismos de R a R'. Temos uma bijecdo natural

Hom(S™'R,R') — Homg(R,R')
Yoy,

cujo inverso leva ¢ € Homg(R, R'), em ¢ € Hom(S~'R, R") definido por
W (f) =¢(s)™-o(r) comreR,seS.
s

Assim, para todo ¢ € Homg(R, R'"), existe um tinico 1 € Hom(S~' R, R'") tal que o seguinte
diagrama comuta:

R— R
//x(
. 2.1)
/// EI)
SR

Demonstragcdo. Note que 1) estd bem definida, ou seja

!
I T—, eS'R, rr'eRes, s €S, (2.2)
s s

entdo existe u € S, tal que us'r = usr’ entdo ¢p(us'r) = ¢(usr'’), equivalente a

P(u)e(s)o(r) = p(u)(s)o(r').

Portanto obtemos ¢(s)™1¢(r) = ¢(s")Lo(r"), pois ¢(u), ¢(s'), ¢(s) € R\ {0}. Basta notar
que a associacdo ¢ — 1) € ainversa de ¢ —> 1) o¢, a assim provamos a propriedade universal
da localizagdo. [
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Corolario 2.53. (Localizag¢do comuta com passagem para quocientes por ideais). Sejam
R um anel, S um conjunto multiplicativamente fechado, I ¢ R um ideal e S uma classe de
equivaléncia e a imagem de S em R/1. O fungdo natural

R—STR— ST'R/I(S'R),

induz o isomorfismo
STH(R/I) 2 STR/I(ST'R).

Exemplo 2.54.

(1) Considere a localizagdo do Exemplo2.47} O Corolario2.53] é verdade, em particular
para

(R/I), 2 Ry[IR,.

(2) Consideremos como no Exemplo o anel de coordenadas k[ x1,x5]/ (z122). Pela
Observagdo X = XjuXy, onde Xy = V(xy) = (x1 - eixo) e Xy = V(xs) =
(25 — Cy). Considere p = (1,0) € X\X, e m, = I(p), como no Lema [2.16| Note
que qualquer f € (xo c k[X5] =) € zero em K[ X ], jd que x1f = 0 € k[X], onde
e S =Kk[X\m, Sel =ak[X] ck[X], entdo Ik[X ], assim, como k[X]/
I 2 k[x] = k[X}], temos que

k(X = K[ X ], /TE[X |,
= (K[X)/1),

= K[ X1 Jm, = K[21] [% h(p) + 0] c K(zy).

Em geral, localizamos em um ponto p que pertencem apenas a um componente irre-
dutivel, entdo o anel local em p coincide com o anel local da componente irredutivel
em p.

Queremos agora considerar a k—4lgebra de fun¢des que sdo naturalmente definidas em um
aberto Zariski perto de um ponto p, tal que qualquer fun¢do que ndo se anule em p seja
invertivel perto de p. Para motivar a seguinte definicdo, temos que em geral, para um espaco
topologico X, o germen de uma funcao perto de p € X, significam as fungdes f : U — k,
definidas em uma vizinhanca U € X, de p, onde identificamos dois de estas fun¢des U — k
e U’ — Lk se elas coincidem em uma vizinhanga de p. Assim, um germen é uma classe de
equivaléncia, que neste trabalho vamos denotar como [(U, f)]

Definicao 2.55. Sejam X ¢ A} uma variedade algébrica e p € X um ponto. Uma fungdo
f U — Lk, definida em uma vizinhanga de p, é chamada de regular no ponto p, se em
algum aberto W c U, as seguintes funcdes sdo iguais

-9
f_hv

para algim g,h € k[X], e h(w) # 0, para todo w € W. Denotamos como Ox(U) a
k—dlgebra de fungéoes regulares f : U — k em todos os pontos de um aberto U c X.

Observacdo 2.56. Neste trabalho vamos denotar como Ox,, a k—dlgebra de germes de
fungées regulares em p. Se temos as classes de equivaléncia de pares (U, f), comp e U c X,
onde U é aberto, e [ : U — k uma funcdo regular, podemos identificamos (U, f) ~ (V, g)
se fly = gy sobre um abertope W cUnV.
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Exemplo 2.57.

(1) Para qualquer f € k[X], temos que f : X — k é re%ular em cada ponto, por

exemplo, se consideramos U = X e [ = { No Lema vamos ver que fungoes

regulares em cada ponto de X, sempre surgem desta forma, e portanto

Ox(X) 2 k[X].
(2) Sejam X = Al e m € N. Temos que
FiU =D, = A0} — K
v f(2)=
o
é regular em qualquer ponto p € U, assim f € O(U).

(3) Sejam a variedade X = V(xix2) ¢ A considerada na Observagao e U =
X\V(z2) = (x1 — C2)\{0}. Temos que

f U — Lk
(21,25) — f(21,22) = — eO(U),

mas (U, f) ~ (U,0), jd que pelo Exemplo2.47)item (2),
y=0:U —k,
e assim [(U, f)] =0.
Lema 2.58. Seja X € A}l e p € X um ponto. Entdo
Oxp 2 k[X]n,,
onde m, = I(p) = {f e k[X]]| f(p) = 0} € 0 ideal maximal correspondente ao ponto p.
Demonstracdo. Vamos provar que o isomorfismo estd definido como
Oxp = K[X]n,
(U.f) =7

onde f|, = ¥, para g,h e k[ X], h(p) # 0. A funcio estd bem definida, ja que

0 # h(p) ¢ , portanto % € k[ X ], -

Mais ainda, se (U, f) ~ (U’, f'), entdo { = Z—: em um aberto p € D, c UnU’, onde s € k[ X],

portanto (gh’ — g’h) = 0 em D;. Como s(p) # 0, temos que s ¢ m,,. Assim,
s(gh’ = g'h) =0,

em todo X e portanto s(gh'-g'h) = 0 € k[ X]. Concluimos que ¥ = Z—: estd k[ X ], Agora,
vamos construir a fungdo inversa. Para i ¢ m,, seja U = Dy, entdo

9 9
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. . !
Mais ainda, se { = 7; em k[ X ], e portanto

s(gh’ - g¢'h) =0,

para algim s € k[ X |\m,. Entdo s(p) # 0, com p € Dy e gh' - g’h = 0 em D,. Note
que construimos duas fung¢des, uma inversa da outra, por tanto, temos o isomorfimo que
queriamos. [

Exemplo 2.59. Para uma variedade irredutivel X, obtemos um dominio de integridade
k[X], entdo o Lema[2.58} torna-se

1
Oy = K[XTw, = KIX1 5 1 5(p) 0] € k().
Observacao 2.60. Vamos aprensetar uma conclusdo importante desta se¢do. Temos a se-
guinte correspondéncia

Variedade irredutiveis Y c X 1:1 . .
<« {lIdeais primos em Ox ,}
que pasam pelo ponto p ’

Y=V(J) «— J-Ox,={fe€O0x,|f(Y)=0}

onde J = I(Y'). Em particular, o ponto'Y = {p}, corresponde ao ideal maximal m,Ox , c
Ox, e pela Proposi¢do temos que ¢ o unico ideal maximal e seu quociente é uma
cobertura para todo o corpo Kk, ou seja

OX,p/mpOX,p i k
9., 9

h h(p)

Na seguinte se¢do, vamos aprensentar a aplicagdo do estudado neste capitulo, para intoduzir
o um dos conceitos mais importantes de este trabalho, o espaco tangente de Zariski.

2.2.1 Propriedades Geométricas Locais

Nesta se¢ao vamos estudar as propriedades geométricas locais, no sentido que elas refletem
o comportamento da variedade algébrica X perto de um ponto dado p € X. Motivados
pelos conceitos da geometria diferencial (ver [Leel3|]), a propriedade local bdsica serd a
suavidade e assim definiremos o conceito de espago tangente de Zariski. Intuitivamente, p é
um ponto suave de X se o espago tangente 7,.X aproxima X perto de p, no caso contrario,
diremos que p € um ponto singular de X. Aqui, vamos definir 7}, X sobre um corpo £
algébricamente fechado, e ndo € necessario nenhum processo do limite como no calculo
diferencial. Comenzaremos com algumas no¢des de derivagao.

2.2.2 Derivacoes

Definicao 2.61. Sejam R é um anel e M é um R-modulo. A funcdo de grupos abelianos
D : R — M é chamada uma derivagdo, se satisfaz a regra de Leibniz

D(fg) =fDg+gDf, paraf,geR
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Observacao 2.62. Se R ¢ uma k—dlgebra, entdo dizemos que D é uma derivacdo k—linear,
se é um funcdo de k-maodulos. Denotamos como Dery (R, M) o conjunto de todas as deri-
vagoes k—lineares e existe um R—module natural, com a multiplicagdo definida como

bD: f—b(D(f)) ondeb(D(f))e M.

Exemplo 2.63. Seja R = k[z,y] o anel de polinémios em duas varidveis. Entdo, a derivada
parcial

klz,y] — k[z,y]

of 0
Sy 2 2L

é uma derivagdo de R para ela mesma.

Construcao do médulo de diferenciais de Kiihler.

Sejam R e C' anéis e N um ideal de C, com N? = (0. Sejam j : C — C//N, o morfismo
natural (ver Observacdo [I.16), u, v’ : R — C dois homomorfismos de anéis tal que
ju=ju’, e d=u -u.

Note que u e v’ induzem a mesma estrutura de R—moédulo em N e assim, D : R — N €
uma derivacao. De fato

u'(fg) =u' (f)u'(g) = (u(f) + D(f))(ulg) + D(9))
=u(fg) + fD(g) +gD(f).
Por outro, se v : R — C' é um homomorfismo e D : R — N é uma deriva¢do, em relagio
a estrutura do R—moédulo N induzida por u, entdo v’ = v+ D é um homomorfismo. Agora,

sejam k é um anel e R uma k-dlgebra e S = R ®, R. Considere o homomorfismos de
k—algebras

e:S—R M:R— S M:R— S

(rer')—rr' r—rel r—1®r.

Assim, S = R ®y R € uma R-dlgebra via \;. Denotamos o kernel de ¢, por I/, mas,
por simplicidade de notagdo, s6 I e I/1? = Qp/. Note que os S—mddulos I, I? e Qp/y,
sdo também R-mddulos, via A; : R — S. O R-médulo Q/y, € chamado de médulo de
diferenciais ou diferencial de Kéhler de R sobre k. Temos que c\; = €y = idy € um
homomorfismo natural v.S — S/I? e se escrevemos

d*=X—-X e d=vd"

e obtemos a derivagao d : R — Q.. Tal que S/1? = v\ (A) ® Qp/i, como R—médulos,
entdo S = \;(R) @ I. Se identificamos v\, (R) com R, obtemos

S/I2 =R®QR/1k-

Em outras palavras, S/ é uma extensio trivial de Q. por R.
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Teorema 2.64. Seja R um anel. O R-mddulo Qg munido com d, cumpre a seguinte
propriedade universal: Se D é uma derivacdo de R sobre k em um R-modulo M, entdo
existe um tinica fung¢do h: Qg — M, tal que D = hd.
R—2o M

et

Qi
Demonstragdo. Para S = R ®y R, temos que

rey=zy®l+z(loy-yel)=c(z®y)+zd*y.

Portanto, se Y., x ® y; € [ = ker(e), entdo
Z T ®Yi = Z ;i d"y;.

Note que d*y modI? = dy, qualquer elemento de Qg = I/1?, tem a forma ), x;dy;, com
;,v; € R. Em outras palavras, )/ é gerado por {dy | y € R} como R—médulo. Assim, h é
dnica. Pela existéncia de h, tomamos uma extensao trivial R ~ M e definimos o homomor-
fismo de R—4lgebra

p:S=Re@,R— R+~ M
@y — ¢z ey) = (zy,2D(y))
Tal que ¢(I) € M e M? = 0, temos ¢(/) = 0, entdo, para dy € Qp/i, temos que ¢ induz

um homomorfismo qg de R-dlgebras. Usaremos a notagdo R x {)p/ para a restri¢do definida
como

¢:S/I?=R*Qpp — R+ M
(y.dy) — 9(y.dy) = $(d*y) = p(1 8y ~y @ 1) = (0, Dy).
Esto implica uma fun¢do R-linear h : Qg — M, talque hod = D. U

Observacio 2.65. Uma consequéncia direta do Teorema é o isomorfismo canénico de

R-modulos
Derlk(RJ M) = HomR(QR/]k? M)7

dado por D — (QR/]k — M, df — Df).

Definicao 2.66. Sejam f € k[x1,...,x, ]| um polindmio, v = (x1,...,x,)ep=(a,...,a,) €
Al um ponto. O diferencial de f em p, denotado como d, f, é definido como

(Wwva=i () (i - ;) ez, ... 3],

Observacao 2.67. Lembre que a expansdo de Taylor em p = (A, ..., \,), € dada por

f= 1)+ O (- 2)

($1—)\1)+"-+ —_—
p nlip

ox,

~~

parte linear em torno de p

)

(xl )\)+

L1

2 a7

P 1 oin
(7 ) zn'aln)f

(@1 = M) (20— M)
P
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Exemplo 2.68. Seja p = 0. Pela Observagao [2.67] temos que
f(x)=f(0)+apmg+...+apxy+...,
onde a parte linear desta expansdo de Taylor é dof = Y.}, a;x;.

Defini¢ao 2.69. Seja X ¢ A uma variedade algébrica e p € X um ponto. O espago tangente
de X no ponto p, com I(X) = (f1,..., fn), € definido como

T,X =V(dpfr,....dpfn) =N ker(df;) AL

Observacao 2.70.

(i) O espago tangente 1, X é uma intersegdo de hiperplanos (ver Definigdo @) V(d,f),
portanto T, X é uma subvariedade linear.

(ii) Parape1,X, T,X é o plano que "melhor"aproxima X perto de p.

(iii) Fazendo uma translagdo —p +1,X, obtemos o espago vetorial que "melhor"aproxima
X perto de p, com () correspondente a p. Este também é um espago tangente.

Exemplo 2.71.
(1) Sejam X = A} e [(X) =0 (ver Exemploitem (1)), T,A} = Al
(2) Seja a variedade algébrica
X=V(y*-2%) ={(t% ) |tek},

determinada por f = y? - x3. Se p = (t2,t3), temos que

2y
dyf = =3t (x - t*) + 263 (y - 7).

_ 2
df = ~322dx + 2ydy = [ 37 ]

Parat +0, T,X = ker d,f, é a linha reta, de 1 dimensdo, perpendicular a (—-3t*,2t3),
(ver Figura 2). Mas, em t = 0, temos que d,f = 0, entdo T,X = V(0) = k% e é de
dimensdo 2.

d.F 1,X

P

Figura 2
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Observacao 2.72. Lembre-se que uma linha através de p tem a forma ((t) = p + tv, para
algiim v € k. Uma reta, é chamada de tangente para X em p, f;({(t)), tem raiz repetida
emt = 0. Assim, T,,X é a unido de todas as linhas tangentes de X em p. De fato, sabemos
que t =0 é uma raiz, jd que f; se anula em p € X.

Para a seguinte defini¢do, vamos utilizar a nota¢do dada na Observacdo [2.37]

Defini¢ao 2.73. Sejam X ¢ A} e p € X. Dizemos que p é um ponto suave, se dimy 1T, X =
dim,X. Um ponto p é dito de singular, se dimyT,X > dim,X. Denotamos o conjunto de
todos os pontos singulares como Sing(X) c X.

Observacio 2.74. Na Definicdo dim,X € a dimensdo da componente irredutivel de
X que contém p.

Teorema 2.75. Sejam X uma variedade algébrica irredutivel de dimensdo d, um polinomio
feklr,...,x;] eoideal I(X) = (f1,...fn). Entdo Sing(X) c X é uma subvariedade
algébrica, dada pela variedade em X, de todos os menores de tamanho (n—d) x (n—d), da
matriz Jacobiana

Ofi ]

8:1:]-

Demonstragdo. De fato, para p € X, T, X € o conjunto de zeros de

Jac(f) = [

of of

T 91 ’p " O ‘p 1~ P1
Pp: e af; . 8f§ . : ,
Tn a—xl\p " Dan \p Tn = Pn

portanto, p € Sin(X) se, e somente se dim,! > d, tal que dim ker(Jac,(f)) > d. Mas
isso acontence, se, e somente se todos o menores de tamanho (n — d) x (n - d), se anulam.
De outra forma, nds encontrariamos colunas linearmente independente n — d, e portanto a
dimensao do posto, seria a pelo menos n — d, logo o a dimensao do kernel seria pelo menos

d. [
Exemplo 2.76. No Exemplo item (2), f = y?-a3, portanto Jac(f) = [—3x2 Qy], n=2

e d = 1. Assim, todos o menores de tamanho 1 x 1, se anulam quando (x,y) = (0,0).
No seguinte teorema, vamos utilizar a notagdo dada na Defini¢do[2.55|e o Lema[2.58]

Teorema 2.77. Sejam X uma variedade algébrica, p € X e o ideal maximal de Ox ,, dado
por

F
m, = {5 €Ox,| F(p) = O}.
Entdo, canbénicamente, temos que
T,X = (m,/m2)".
Demonstragdo. Sem perda de generalidade, vamos assumir p = 0 € Ajl. Sejam

K[A"] sm = {F: Al — k| F(0) =0} = (z1,...,2,)
K[X]o®m={F:X —k|F(0)=0} =m-k[X]=m+I(X)

Oxoomy = {g |F.G e K[X],G(0) % 0, F(0) = o} —m-Oxo,
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ideais maximais respectivamente. Provemos o teorema para X = Ap. Note que dof' =

%% o Ti ¢ um funcional linear. Utilizando o Exemplo [2.71|item (3), temos que

ToAy = A — A,
portanto dyF' € (TOAE)*, e assim
do : ]k[l'l, NN ,xn] - (ToAﬁ)*
F+—dyF,

onde d ¢ linear, ja que
do()\F + ,uG) = )\dOF + /LdoG

Note que se restringimos dj a o ideal maximal m = (xq, ..., z,) daqueles F', com F'(0) = 0,
obtemos
d0|m m— (T()A]?{)* s

talque dy|, € linear e sobrejetora, porque dyx; = x; e mais ainda, sdo bases para (TOAﬁ)*.
Note que ker(dy|,,) = m? e portanto

do|, s m/m* — (THAL)"
€ um isomorfismo. De fato,

dof =0« af
3xi

(0)=0
— fem?

ja que f sd tem monomios de grau > 2. Agora, vamos provar o teorema para o caso geral,
X. Note que inclusdo ¢ : TpX — TpAp € injetora e o dual, explicitamente, ¢* € a fungdo
restringida assim

* L n f
V' f=fou= f|TOX:T0X—>T0A]k—>]k,
€ sobrejetora
L :m/m2 i~ (T‘()Aﬁ)yr — (T()X)*,

portanto t* o dy : m — (T, X )", € sobrejetora. Agora, como m denota a imagem de m no
quociente k[X] = R/I(X), precisamos verificar que o ker(:* o dy) = m2 + I(X) = m* c
k[X],jd que m/ (m?+ (X)) = (T, X)". Note que

feker(tody) <= 1"dof = dyfly, =0
— dof € [(TyX)
<> dofe(dofi,...dofn), onde I(X)={(f1,..., [n)

<~ dof = Z aidofi, onde a; € ]kl:iL'l, R ,xn]

i=1

<~ do (f— Zn:azdofl) = —(idoai) fl(O) = O, 0 =pEe€ V(fl,. . -ny)

<~ f — Zalfl € k’@?”(do|m) = m2
=1

— fel(X)+m?
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Além, como I(X) cm, e jdque f|y =0, implica f| =0, podemos concluir que
(T,X)" 2m/(m? + I(X)) =2 m/m’,

onde o ultimo isomorfismo € dado pelo teorema de isomorfismos, ou seja, fazendo o quoci-
ente do numerador pelo denominador por um submdédulo comum /(X'), assim

m — m/m>,

onde a fungio é sobrejetiva, com kernel m? + I(X'). Agora, vamos localizar, é dizer vamos
provar o seguinte isomorfismo

pm/m® > mo/m3
F

Fr— —.

Vejamos que ¢ € sobrejetora. Para g emyp, sejac=G(0) # 0, entdo temos que

(E)_E_E_E_E (l_l)e
14 c G ¢ G 1 \e¢ @G o,

i F 1_ 1 . FY_F .« 2
jdque T emge (— - 5) € my, e concluimos que ¢ (;) = 5 moédulo mg. Falta provar que

C
¢ € injetora. Vamos ver que ker(yp) = 0. Suponha % e m3. Note que m2 é finitamente

gerado pelo produtos de quaisquers dois elementos de my, entdo considermos toda a soma
de produtos, ou seja

F &G G
TURE T
onde G;, G e me H;, H € k[ X ]\m. Vamos tomar denominadores comuns e redefinir G;,
para obter
F Y, GG
11
para algim H € k[ X ]\m. Entdo,

i=1

;. (FG— iGiGg) _0ek[X],

para algim s € k[ X]\m, assim sFH € m? = m + [(X). Como f € m, temos que (sH —
s(0)H(0))F e m*, ja que sH — s(0)H(0) e F, se anulam em 0. Assim, s(0)H(0)F € m”,
forzando que F e m>. Portanto % = () e m/m>, como precisdvamos. E assim provamos todo
o0 teorema. ]

Observaciao 2.78.
(i) O espago vetorial m,/m2, é chamado de espago cotangente de X no ponto p.
(ii) Uma consequéncia direta do Teorema[2.77) é o isomorfismo
T,X = (Z,/12)",

ondeZ,=(x1-p1,..., T, —pp) c k[ X]
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(iii) Note que T, X é independente da elecdo de f;, com I(X) = (f1,..., fn) e é indepen-
dente da elecdo de X c Ay, em outras palavras, o isomorfismo é invariante. Vamos
formalizar este comentario em um Corolario.

Corolario 2.79. T),X s6 depende de uma vizinhanga aberta de p € X.

Demonstracdo. Pelo Teorema T,X s6 depende do anel local Oy, cujo tnico ideal
maximal é m- Oy ). ]

Defini¢ao 2.80. Sejam X ¢ A} uma variedade algébrica e p € X um ponto. Definimos o
espaco tangente Zariski de X em p, por

T,X = (m,/m2)".
Observacao 2.81. Para F' : X — Y um morfismo de variedades algébricas, tem-se que:

(i) Existe um homomorfismo de anéis locais
F*: Ovir) — Oxp
Mrp) — My
gr— F*g:=goF.
Jd que g(F(p)) = 0 implica (F*g)(p) = 0.
(ii) Podemos construir uma fungdo derivagdo
D,F : T, X — Tp)Y.
Com efeito, por (i), temos que F*(mp(,)) c m,, entdo F'* (m%,(p)) c m2 e assim
F* i mpp) [mi,) — mp/mp,

e seu dual define a funcgdo de derivacdo

*

D,F = (F*)": (my/m)” — (mwm/m%(p)) '

(iii) Localmente, para abertos Zariski em torno dos pontos p e F(p), podemos identificar
D,F com a matriz Jacobiana de . Mais precisamente, note que localmente, F' :

Al — A, com p =0 e F(p) = 0, onde a matriz Jacobiana Jac(F') = [%] age por

Zj
multiplicacdo a esquerda assim

ﬁ = T()Aﬁ i AKL = T()AE?
Exemplo 2.82. Sejam Al e V (y — 2%) c A2 duas variedades algébricas e

F: A — V(y-2°) c A
t—s F(t) = (t,t%)

um morfismo de variedades algébricas, tal que F(0) = (0,0). Para A temos que

mg=¢- ]k[t]m C ]k[t]m,
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ou seja, invertemos qualquer elemento que ndo seja um miiltiplo de t. Para A}, temos que
mr) = (2,9) - (Ko, yl/ {y - %)), ., © (Klz. 9]/ {y - 2*))

Note que a fungdo F* da Observagao[2.81) para nosso exemplo estd definida como

zy (zy)

ar +by + - € mF(O)/miﬁ(o) — at +at? = at € mo/mg

e portanto
DoF = (F*)" :t" —> x*,

- e 1
onde t*(at) = a e x*(ax + by) = a, e podemos concluir que DyF = :|, nas bases x*, y* do

0
conjunto de contradominio e nas bases t* no dominio. Note que esto coincide com a matriz
Jacobiana de derivadas parciais
_ [1
10
t=0

on | 1
wr-| ][
ot 1o

O seguinte teorema € uma das conclusdes principais deste capitulo. Precisaremos de toda a
teorfa estudada, mas, principalmente, a Definigdo a Definigéo [I.17] a Definigdo [2.61]
a Defini¢do [2.55) e a Observagdo [2.56 O que denotamos como 7, X, no Teorema [2.77} vai
corresponder 4 p + 1}, X no teorema a seguir, ja que queremos expressar 7, X como espaco
vetorial € ndo como um plano afim transladado. O objetivo € resaltar a importancia do
conceito do espaco tangente, neste trabalho, e sua relacdo com o diferencial de Kéhler.

Teorema 2.83. Seja X =V (fi,..., fn) S Al As seguintes definigoes sdo equivalentes:

(i) Escrevemos (,(t) = p + tv, para a reta em Al, através de p com vetor velocidade v.
Assim, T,X, é a unido dos {,, tal que todos os f;({,(t)) de ordem > 2, em t = 0, se
anulam. Note que p +1,X c Al

(ii) Seja d,f = Y7, g—i(p) (z; — a;). Assim, p+T,X € a interse¢do de hiperplanos e
escrevemos

p+T,X =V(dpfi, ... dpfn) c AL

(iii) Seja o operador D, f-v=(0f(p),v) = ¥i, a(];i;:) (v;). Assim, T, X € o espago vetorial

T,X =ker(Dyfi) n--nker(D,fy) c k™

(iv) Seja Jac(f) = [gﬂfj] a matriz Jacobiana de f = (f1,..., fn) : Al — AV, portanto

X = f~10). Assim, temos
T,X = ker(Jac(f)).

(v) Seja k um Ox ,—modulo, via

Ox,p/mp i k
G G(p)

H  H(p)

por tanto temos que
TpX = DGT]k(OXp, ]k)
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(vi) O espago cotangente de X no ponto p, é o lk—espago vetorial m,/m2 e seu dual é
T,X = (m,/m2)".
(vii)
TpX = Homlk,alg(OX,p, ]k[t]/t2)

Demonstra¢do. E uma consequéncia inmediata da Definicdo |1.10, Definicéo [1.17, Defini-
¢d0 [2.61] Definigdo [2.55] Observacao[2.56|e do Teorema [2.77] O

Observacao 2.84. Uma conclusdo desta segcdo e: Na contrugdo do diferencial de Kdlher
dada em[2.2.2] (ver Observagdo 2.63), se R é um anel local, com ideal maximal m e corpo
residual R|m =k, temos que existe um isomorfismo

m/m2 i QR/]k ®R]k
fr—df.

Se denotamos 2x , = Qo x para X uma veriedade algébrica, temos o isomorfismo

2 =
mp/mp - QX,P ®0x,p k

fr—=df,

mais ainda, temos
Derk(Oxp, k) 5 Homo,, (Qxp, k)

— (dxj)*v

T=p

onde k = Ox ,/m,, como um Ox ,—mddulo e (dx;)* € definido como

. 0
(d(L’J) (dxz) = dIZ lﬁ_%] = 51‘,]‘,

onde a ultima expresdo significa a agcdo da derivagdo na matriz Jacobiana.

Exemplo 2.85. Este exemplo tem a intengdo de descrever T,Al, utilizando as equivaléncias
dadas no Teorema2.77

(1) Pelo Teorema2.77 item (i), temos que I(A}) = {0} e (00 £)(t) se anula para ((p) =
p + tv, para qualquer v € A7

(2) Pelo Teoremaitem (ii), (iii) ou (iv), temos que ker(D,0) = ker(0) = A}.

(3) Pelo Teorema[2.77)item (v), temos que

One={£ = 11(p) 0}  Kan.....2,)

e assim,

Dery(Opn p, k) 2 kD @ - & kD,

onde D; = % , é uma derivacdo que cumpre a regra de Leibniz (ver Definicdo|2.61)).
P
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(4) Pelo Teorema[2.77)item (vi) e a Defini¢do [2.80} temos que

My, = (21 =p1,.. ., Tp = pn)  Oxp = {% | g(p) =0,h(p) # 0} ck(xy,...,2).
Assim, obtemos o isomorfismo
my/m; S ke @ @ ke, 2 K"
de espagos vetoriais com bases e; = x; — p;, assim
(m,/m2)" 2 kD, @ & kD,,

usando a base dual

Para este trabalho, € importante entender o espaco tangente do conjunto aberto Zariski dado
no Exemplo[2.T1] Além disso, precismos definir, varios dos conceitos anteriores, para grupos
adecuados, que permitan a construcao da variedade principal deste trabalho, as variedades
de quivers.

2.3 Grupos Lineares Algébricos

Neste trabalho, os grupos algébricos lineares sdo uma ferramenta, que vai permitir a descrip-
cdo de algums objetos algébricos na seguinte secdo, por isso, vamos estudar tudos os concei-
tos anteriores, mas nestos grupos particulares, sobre um corpo algébricamente fechado.

Aproveitando toda a teorfa, também vamos estudar algumas das propriedade das Orbitas,
mergulhadas naturalmente na estrutura dos grupo lineares algébricos, agindo em uma varie-
dade algébrica, porenquanto arbitraria.

Definicao 2.86. Um grupo linear algébrico é uma variedade algébrica G munido com uma
estrutura de grupo tal que o morfismo produto

w:GxG— G
(9,h) — gh

e o morfismo inverso
1:G—G
g9
sdo morfismos de variedades algébricas.
Exemplo 2.87.

(1) O grupo aditivo G = (k,+) de k é definido pelo ideal nulo I = (0) em k[x] e a soma
estd dada por um polindémio, por tanto G é um grupo algébrico, denotado G,,.
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(2) O grupo multiplicativo G = (k*,-) de k, pode ser identificado com o conjunto de
pares {(x,y) e k? | zy = 1}, ou seja, o cunjunto algébrico definido por o ideal I =

(zy-1) >k[z,y], onde o produto é componente a componente. Este grupo é denotado
como G,.

(3) Considere o aberto Zariski do Exemplo[2.11|(1). Seja uma variedade algébrica W <
AL definido como

W= {(245,) e AL | der(A)t = 1}
Definimos

¢: GL, (k) — W

(aij) — ((ai’j)’wlaij))’

onde ((a;;), m) é uma (n? + 1)—tupla. Por definicdo de W temos que

det(a,-’j)~ -1=1-1=0,

det(am)
assim ¢ ¢ bijetora e portanto GL(n, k) é a variedade algébrica
GL,(k) = {A e A | det(A) £ 0} .
Além, pela Observagdo[2.10, note que
GL,(k) x GL, (k) = {(A, B) e AV*1 x AP**1 | der(A) # 0 e det(B) # 0},

também é um conjunto fechado com a topologia de Zariski, ou seja uma variedade
algébrica. Agora vamos provar que

f:GL,(k) x GL,(k) — GL(n,k) t:GLy(k) — GL, (k)
(A,B)— A-B A AL

sdo morfismos de variedades algébricas. Se A = (a; ;) e B = (b, ;), entdo o produto
de matrizes estd definido como

(aij) - (bij) = (ciy),

onde c¢; ; = Y.i_1 a; kbi ;, logo f é um morfismo de variedades algébricas. Por outro
lado, pelo teorema de Cayley-Hamilton temos que

x(A) = A" + ap A" v+ g AL o, = 0,
Se ap = 0 entdo
A" 4+ an_lAn—l + Oén_QATrQ +...+ 041A = _050[71

portanto A" + a1 AV + 0 0 AV + L+ a1 A= —apAT?

-1
tal que A™t = — (A” Fa, A" v, AV alA) )
%)

Assim v é um morfismo de variedades algébricas, logo G L, (k) é um grupo algébrico.
Note que T[] GL, (k) também é um grupo algébrico.
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Observacio 2.88. No Exemplo[2.87} o anel de coordenadas respectivamente, é dado por:
(i) k[G] = k[z].
(ii) k[G] = K[z, y]/(zy - 1) 2 K[z, z7"].

(lll) ]k[GLn(]k)] = ]k[am-,t | 1< Z,] < n]/(det(aw)t - 1)
2 Kklaij | 1<4,5 < n]det(a, ), @ localizagdo de kla;; | 1 <i,j < n]no
conjunto multiplicativo gerado por det(a; ;).

Funcdes entre grupos algébricos, preservan a estrutura de grupo mais a estrutura de variedade
algébrica.

Definicao 2.89. Um funcdo p : G —> G’ de grupos lineares algébricos e um morfismo de
grupos lineares algébricos, se é um homomorfismo de grupo e também é um morfismo de
variedades algébricas, ou seja que o funcdo induzido ¢* : k[G'] — Kk[G] é um homomor-
fismo de k— dlgebras.

Exemplo 2.90.

(1) Se G é um subgrupo fechado de GL, (k) entdo o morfismo injetivo natural G —
G L, (k) é um morfimso de grupos lineares algébricos.

(2) O fungdo determinante det : GL,, (k) — Kk, definido como es usual A — det A, é
um homomorfismo de grupos e claramente também é um homomorfismo de variedades,
portanto é um morfismo de grupos algébricos.

Observacao 2.91. (O espaco tangente Zariski de um grupo linear algébrico.) No subsecdo
anterior, estudamos de forma extensa o espago tangente Zariski. A priori, a mesma andlise
ndo pode ser feito para um grupo linear algébrico. Para esto, requerimos do conceito de
Algebra de Lie de um grupo algébraico linear que vai permitir "linearizar"como foi feito no
caso da pardbola. Vamos ver de forma superficial este espaco tangente Zariski e os detalhes
podem ser encontrados em [MT11] e em [Kim03|]. Um cdlculo rdpido mostra que se d; e
dy sad duas derivagcoes Defini¢do do anel R entdo o k-espago vetorial Dery(R) das
derivacoes de R tem estrutura de dlgebra de Lie com o colchete de Lie bem definido. Seja
R =Kk[G] o anel de coordenadas de um grupo linear algébrico G, entdo para x € G temos a
acdo \, - k[G] — k[G] em k[G] via (A, )(g) := f(x~'g) para f € k[G] e g € G. Assim,
a dlgebra de Lie de G é o subespaco

Lie(G) :={d € Deri(k[G]) | d\, = \pd, Yz € G},

de todas as derivagédes invariantes a esquerda de k[ G|, a subdlgebra de Lie de Dery (k[G]).
Pela Propriedade Universal do diferencial de Kdihler Teorema temos que para uma
variedade algébrica X o espaco tangente de X em um ponto x € X estd definido como

T,X ={0:k[X] > Kk[0(fg) = f(x)d(9) +6(f)g(x),com f,g e k[X]},

o k—espaco vetorial de derivacdes pontuais em x. No caso que X seja um grupo algébrico
G, entdo G age em ele mesmo por translacdo a esquerda e assim o espaco tangente em
qualquer elemento g € G é naturalmente isomorfo para T1(G), ou seja o espaco tangete na
identidade. Portanto, sempre vamos considerar o espago tangente T1(G). Agora

0: Lie(G) — T1(G), 0(D)(f)=D(f)(1)
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€ um funcdo k-linear. Na verdade, um cdlculo simples mostra que este é um isomorfismo de
espagos vetoriais, ver [Kim03]. Com isso, a estrutura de dlgebra de Lie em Lie(G) pode
ser transportada para T\ (G). Assim, se G = GL, (k) é fdcil ver que Lie(GL,(k)) = gl,
onde gl, é a dlgebra de Lie das matrizes quadradas n x n M, (k) com colchete de Lie
[X,Y]=XY -YX. S6 basta definir

gl, — Dery(G), X — Dy
por Dx(a;j) = Y 4 Xy, lembrando que k[G] = ]k[aij, m] e provando que Dx é

uma derivagdo, mais ainda uma derivacdo invariante a esquerda e que X — Dx define um
homomorfismo de dlgebras de Lie.

Definicao 2.92. Um espaco topologico X é dito de conexo, se ndo pode-se decompor como
unido disjunta X = X, U Xy, onde cada X; é um subconjunto fechado ndo vazio.

Exemplo 2.93.

(1) Sejam os grupos G, e G, do Exemplo 2.87] Pela Proposi¢do e a Observa-
¢do[2.88 note que k[G,] = k[z] e k[G,,] = k[z, 2], sd@o dominios de integridade,
logo G, e G, sd@o conexos.

(2) Andlogamente, o grupo linear geral G L,,(k), é conexo, pois k[G Ly, (k)] = k[ j]det(a. ,

¢é um dominio de integridade, sendo uma localizagdo do anel de polinémios k[z; ;].

2.3.1 Propriedades das Orbitas

Para o objetivo de este trabalho, precisamos fazer uma caracterizacao das Orbitas sub uma
acdo em particular, logo algumas defini¢des e resultados da teoria de drbitas vai ser apre-
sentados como ferramenta importante para a seguinte secdo. Os seguinte sO é uma parte
pequenha do que na literatura se condesidera como teoria de orbitas.

Definicao 2.94. Seja X uma variedade algébrica. Um subconjunto localmente fechado
de X, é a intersecdo de um subconjunto aberto e outro fechado. Um subconjunto de X é
chamado de construtivel se é a unido de conjuntos localmente fechados.

Exemplo 2.95. Seja a variedade algébrica estudada na Observagéo Um exemplo de
um conjunto construtivel mas ndo localmente fechado é

A\ {z - Cy}u{0} = {(z,y) | x = yz, para algum z} .
Este exemplo tem como objetivo, motivar o Teorema[2.97
A seguinte defini¢do é totalmente inspirada na Defini¢do [2.36]e a Defini¢do [2.39]

Definicao 2.96. Sejam X uma variedade algébrica e U € X um subconjunto localmente
fechado ndo vazio. Definimos a dimensdo de U como o conjunto

sup{n|3Zyc Z, c...c Z, subconjuntos fechados irredutiveis U }

Temos que dim U = dim U. If W = U UV then dim W = max {dim U, dim V'}.
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Teorema 2.97. Seja X uma variedade algébrica. Entdo Y c X é construtivel se, e somente
se contem um subconjunto aberto e denso em seu fecho. Em particular, Y é construtivel se,
e somente se, é a unido disjunta de subconjuntos localmente fechados.

Demonstragdo. Para a primeira parte, se Y = ;_; Y;, onde Y, € a intersecdo de um subcon-
junto aberto e outro fechado de X, aplicamos inducao sobre r € vamos obter um subconjunto
aberto e denso U c Y contido em Y. Para a segunda parte se Y = U u (Y\U) e fazemos de
novo indug¢do, conseguimos provar a segunda parte do teorema. [

A seguinte defini¢do é totalmente inspirada na Observacdo [2.33] na sec¢@o anterior.

Definicao 2.98. Seja X uma variedade algébrica. Um subconjunto U c X ¢ irredutivel se
qualquer subconjunto ndo vazio de U que é aberto em U é denso em U.

A demonstracao do seguinte Teorema serd omitida para ndo fugir dos scopus de este trabalho
e a mesma pode ser encontrada em [FROS, Theorem 4.91, pp. 49]

Teorema 2.99. [FRO0S5|] (Teorema de Chevalley) Sejam X,Y variedades algébricas e f :
X — Y um morfismo. Entdo f(X) contém um subconjunto aberto e denso de f(X). Em
particular, f(X) é construtivel em'Y.

Existem varias versdes do Teorema [2.99] Neste trabalho vamos precisar de duas de elas.
A seguir vamos apresentar a versao que relaciona as dimensdes das variedades algébricas e
seus componentes irredutiveis. A demonstracdo pode ser encontrada em [[Cra93|.

Teorema 2.100. [Cra93] Seja f : X — Y um morfismo de variedades algébricas tal que
f(X) =Y, entdo qualquer componente irredutivel de f~'(y),y € Y tem dimensdo pelo
menos dim X —dim Y. Mais ainda, existe um subconjunto aberto ndo vazio U C 'Y tal que
dim f~(u) =dim X —dim 'Y para todo u € U.

Proposicao 2.101. Se ¢ : G — G’ é um homomorfismo de grupos algébricos, entdo ker o,
é um subgrupo fechado normal de G, e se G for irredutivel, im  é um subgrupo fechado de
G'.

Demonstracdo. A primeira parte ¢ uma implicacdo direita de teoria de grupos. Para a se-
gunda parte, temos que pelo Teorema 2.99] a im ¢ é um conjunto construtivel, e como é
denso em im ¢, entdo deve conter um aberto U grupo algébrico G. Suponha que G irredu-
tivel, entdo im ¢ & irredutivel e assim U é denso. Desse modo, para qualquer g’ € im ¢, os
abertos U e U~! - ¢’ se intercectam, ou seja g’ € U - U, o que mostra que U - U = im . Como
U -U < im ¢, concluimos que im ¢ = im . O

Os exemplos das seguintes defini¢des, vao ser apresentados no seguinte capitulo a detalhe,
para o caso particular do interesse deste trabalho.

Definicao 2.102. Sejam X uma variedade algébrica e G um grupo algébrico. Uma agdo de
G em X é um morfismo

p:Gx X —X
(9,2) —g-,
tal que

g-(h-z)=(g-h)-xz Vg,heGreX

e-Tr=x VreX
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Definicao 2.103. Seja G um grupo algébrico e X uma G—variedade. Se x € X, definimos a
G—orbita (ou simplesmente orbita) de x, denotada como O, como o subconjunto

O,={g-z|geG} cX.
O subgrupo estabilizador ou subgrupo de isotropia de x € X é o conjunto
G.={9eGlg-z=2}4G.

Dizemos que X ¢é um espaco homogéneo se a acdo de G em X é transitiva, ou seja, uma acdo
é transitiva se existe v € X tal que O, = X. Neste caso dizemos que X é uma G-variedade
algébrica, simplesmente G—-variedade ou um G-espaco. Definimos o morfismo de orbita

T, G— X
g—m(9) =gz,
para um ponto fixo x € X.

Proposicao 2.104. Seja X um G espago. Para cada v € X, o grupo estabilizador G, é um
subgrupo fechado.

Demonstragdo. Pela Defini¢do [2.103] para qualquer elemento z € X, o morfismo de 6r-
bita 7,(¢g), ¢ um morfismo de variedades algébricas, portanto 7, (z) = G, é um subgrupo
fechado. [

Exemplo 2.105. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre o corpo k. Um mor-
fismo de grupos algébricos
p0:G— GL(V)

é chamado de representagdo racional de G, e o espaco V é chamado de kG-modulo.
Assim, V' é um G—-espago via a agdo

(9,0) — @(g) v
Observacao 2.106.
(i) Se X é um G-espaco e fixamos g € G, o morfismo definido como
pg: X — X
z—py(r) =g-1,
é um isomorfismo de variedades algébricas com inverso @1, mais ainda, p| = idx.

(ii) Note que da Definicao[2.103]e do fato que G, é um subgrupo de G, podemos construir
a fungdo

G,— O,
g—g-z, geGd,

que induz uma bije¢do

G|G, — O,
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portanto as orbitas de quaisquer dois pontos de X, ndo se cruzam ou coincidem, ou
seja que as Orbitas defininem uma particdo do conjunto X, e assim o estabilizador é
um subgrupo normal, ja que estabiliza cada elemento da orbita. O quociente, pela
relagdo de equivaléncia definida por esta particdo, é chamado de espacgo orbitas de X
por G, e é denotado por X |G. Atribuindo a cada ponto sua drbita, definimos o fun¢do
canonico

TX,G " X—X / G.

Os estabilizadores dos pontos de uma orbita sdo, conjugados em GG, mais precisamente
0, =gGg".

Se houver apenas uma orbita em X, entdo X é um espaco homogéneo do grupo G e
G também age transitivamente em X.

(iii) Para G um grupo algébrico e X ¢ uma variedade algébrica, sobre um corpo algé-
bricamente fechado k, tal que G age em X, temos que qualquer orbita O, é uma
variedade localmente fechada, ou seja aberta em seu fecho O,, esto, na topologia de
Zariski, enquanto O, sempre contém uma 6rbita fechada do grupo G. Neste caso, o
morfismo

G— O,
gr—g-x=gxg"
induz um isomorfismo de variedades algébricas

G|G, — O,

se, e somente se o morfismo é separable, mas esta condicdo é sempre satisfeita se &k é
um corpo caracteristica zero. Além, note que ass orbitas de dimensdo mdxima formam
um conjunto aberto em X.

Proposicao 2.107. Seja G um grupo algérbrico irredutivel e X um G- espago. Entdo, para
qualquer ponto x € X, a orbita O, é aberta em seu fecho, ou seja em Q,.

Demonstragdo. Sejax € X e consideremos 7, : G — O, =Y. Utilizando o Teorema
vamos deduzir que a imagem de 7., ou seja O(x), contém um subconjunto aberto U de Y.
Como O, € um espago homogéneo, traduzindo U por um elemento geral de G concluimos
que O, € aberto em Y, ou seja em O,. ]

Corolario 2.108. Seja G um grupo algébrico e X uma G-variedade algébrica. Entdo, as
orbitas sao G-variedade algébricas ndo singulares.

Demonstragcdo. Se O, c X com x € X, entdo O, é uma subvariedade fechada de X. Como
O, é aberta em O,, também é uma subvariedade aberta de O, e portanto uma variedade
algébrica. Note que com esta estrutura induzida, a restricio G x O, — O, é uma agio, mais
ainda, como em uma variedade algébrica arbitraria existem subconjuntos nao vazios abertos
de pontos ndo singulares, pela homogeneidade da o6rbita, concluimos que todos os pontos
sdo ndo singulares e assim € uma (G—variedade nao singular. U

Corolario 2.109. Seja G um grupo algébrico e X uma G—-variedade. Existem G—-drbitas
fechadas em X.
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Proposicao 2.110. Seja o grupo algébrico G agindo na variedade X. Entdo cada orbita é
um subconjunto localmente fechado de X. Em particular, o fecho de X é a unido de orbitas
de dimensdo estritamente menor. Em particular, orbitas de dimensdo minimal sdo fechadas
(entdo existem orbitas fechadas).

Demonstracdo. Suponha Y = O, a 6rbita de z € X. Como a imagem de (G, sub o morfismo
de orbitas O, =Y, entdo Y € construtivel e portanto contém um subconjunto aberto denso
de Y, ou seja, podemos escrever a 6rbita como unido de Orbitas assim

Ox:Ug'Uv

geG

onde g-U é um aberto como imagem isomorfa de um conjunto aberto. Mas (G age transitiva-
mente em (0, (deixando O, estdvel), entdo O, é nio singular é contem uma venzinhaga em
O, para cada ponto, ou seja, O, é aberto em Y. Assim, O,\O, é fechado e cada componente
irredutivel de esse conjunto, é um subconjunto de uma componente irredutivel de O, porque
O, é denso em (’)_x entdo pela definicdo de dimensao, ele tem dimensao estritamente menor.
Note que a 6rbita € G—estdvel e o fecho € justamente a unido de outras GG—6rbitas. [l

Observacao 2.111. Definimos a nogdo de orbitas nesta se¢cdo com uma ac¢do geral de um
grupo G sobre uma variedade algébrica X. Para o seguinte capitulo vamos especificar a
agdo como sendo a agdo pela conjugagdo, como em Observagdo [2.1006]item (iii).



Capitulo 3

Variedade de Representacoes de Quivers

Neste capitulo vamos apresentar uma abordagem geométrica para as representacdes de qui-
vers, identificando o conjunto de classes de isomorfismos de representacdes com as Orbitas
de uma acdo de grupo particular. Para esto, vamos usar todos os conceitos e exemplos,
estudados na se¢des anteriores. Vamos asumir k um corpo algébricamente fechado.

3.1 Variedade de Representacoes de um Quiver

Nesta primeira secdo deste capitulo, queremos comegar a combinar o que foi apresentado
nas secOes anteriores. A variedade apresentada a seguir, serd nosso espaco ambiente a partir
de agora, mais exatamente, nosso espaco afim (ver Defini¢do 2.1 e Observagio [2.2). Vamos
lembrar a notagdo da Defini¢do [I.20]e os fatos dados na Observagdo[1.57] Os exemplos das
defini¢Oes desta secdo, vao ser apresentados com detalhe na seguinte se¢ao.

Definicao 3.1. Seja () um quiver e v € N" o vetor dimensdo, tal que r é o niimero de vértices
de (). Definimos a variedade de representacdes do quiver () ou espago de representacoes
de (), com vetor dimensdo fixo v, como

R(Q,V) = @ Hom]k (]kvs(w)?]kvt(a))7
aeQ

e sua dimensdo como

D Vi(a)Vs(a)-
aeQq

Observacao 3.2.
(i) Pelo Exemplo[.6le a Observagao[l.57) note que na Definigdo 3.1} note que

R(Q> V) = @ Hom]k (]kUS(a) , KVt )
aeQy

= @ Myt(a)xvs(a) (]k)
aeQq

~ n
:A]k

onde n =3 ,c0, Vi(a)Vs(a)-

77
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(ii) Cada elemento (ou ponto) da variedade de representacédes, denotado como x € R(Q,v),
define uma representacdo de (), que vamos denotar como M?® a qual é dada por
(M,)icq, = k¥, onde ¢, é a transformagdo linear cuja matriz en relagdo a base
canonica é x,, para o € Q1. Ou seja

{Elementos x € R(Q,v)} & {Objetos M € rep Q} .

(iii) Usando o obtido no Exemplo[2.85] para x € R(Q,v), temos que
T, R(Q,v) 2 T,A} = AL

Pela Defini¢do [2.86) ¢ o Exemplo vamos considerar o seguinte grupo algébrico, inde-
xado pelo conjunto de vértices @y, do quiver @ (ver Definigdo[1.20).

Definicao 3.3. Seja v € N" um vetor dimensdo, tal que r > 1. Definimos o grupo algébrico
GL(v) = @ GL,, (k).
i€Qo
Observacao 3.4.

(i) Note que pelo Exemplo temos que GIl(v) é um conjunto aberto Zariski na varie-
dade de representagoes R(Q,v) = A, onde s = Y;_; v2.

(ii) Seja () um quiver com r vértices. Temos que GL(v) age sobre R(Q,v) da seguinte
forma

GL(v) x R(Q,v) — R(Q.»)
(gv .I') g x:= (gt(a)xag;(la)) )
onde g = (Gi)iecq, € GL(V) e x = (24)acq, € R(Q, 7).
(iii) Note que a érbita em um ponto x € R(Q,v) é dada por

Ox = {g K4 | ge€ GL(V)} S R(Qa")?
e o subgrupo estabilizador sub a agdo definida em [3.3} é dado por

GL(): = {9 € GLO) | gieyTagatny | TGL().

(iv) No Capitulo 1 deste trabalho, a discusdo foi en torno ao problema de classifica¢do
das representagdes indecomponiveis de un quiver finito (ver Teroema[l.59) e no Exem-
plo estudamos a forma dar solugcdo para este problema, mas a teoria classica
ndo é suficiente para todo tipo de quivers, como aconteceu no Exemplo[I.60|item (iii),
dado que este quiver induz uma dlgebra de tipo selvagem (ver Defini¢cdo[I.62). Com
a ajuda das ferramentas da geometria algébrica estudadas no Capitulo 2, vamos ver
que o problema de classificacdo, agora vai ser em termos de classificacdo de orbi-
tas no espagco R(Q,v). Nesse sentido, queremos motivar o seguinte teorema, com a
seguinte a correspondéncia

Classes de isomorfismos em rep @,
com vetor dimensdo fixo v

} M {GL(v) - 6rbitas em R(Q,v)}.
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Teorema 3.5. Dois elementos x,z' € R(Q, V), definem representacdoes isomorfas de () se, e
somente se estdo na mesma GL(v)—-drbita.

Demonstragdo. Sejam dois elementos = = (24 )aec,, 2" = (21, )acg, € R(V), tal que definem
representacdes isomorfas. Pela Definicdo [1.52] temos que existe um isomorfismo g : © —
onde g = (9:)ieq, € GL(V), por tanto pode-se construir o seguinte diagrama

]k'ui o 5 ]k’U]'

giJ/ lgj

[ —"— I
que comuta e portanto tem-se as seguintes relagdes

g T=g;Tag; =al,=g-0

e assim
Om = {g$ € R(vi) | g€ GL(V)}
={g-2"e R(Q,v)| g GL(v)}
= OI’
logo z e 2’ pertenecem a mesma Orbita. [

3.2 Exemplos do Tipo Finito, Manso e Selvagem

Os seguintes exemplos sdo feitos com o objetivo de estudar alguns dos quivers apresentados
no corrido do trabalho e usar toda a teoria ate agora apresentada, para conseguir dar uma
boa solucdo ao problema de classificacdo na discusdo do Capitulo 1 e assim entender a
importancia da geometria algébrica nas teoria de representacdes de quivers.

3.2.1 Tipo Finito
8

(67

Seja o quiver Az := 1 > 2
por

» 3 . Vamos considerar a representacdo de A; dada

)

@ 8
M?*:= M; —— M, > Ms

tal que sua vetor dimensdo é dado por dimM? = (dim M, dimM,, dimMs3). Escolhendo as
bases candnicas, consideremos o seguinte isomorfismo de representagdes

M, —2 5 My, — 225 M

]kdili e 5 ]kdimMQ = 5 ]kdzmMg

Note que todas as representacdes de Az, a menos de isomorfismos, sao da forma

kot 22y fve 2y o
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onde x, € My,u, (k) € x5 € My, (k). Assim, queremos estudar as representacdes de
A3 com vetor dimenséo fixo v = (v1,v2,v3), ou seja todas as posiveis matrizes que posso
associar a cada flecha do quiver. Usando a Defini¢do [3.1], denotemos a colecdo de todas as
representacdes de A; com vetor dimensao fixo v, € dizer, a variedade de representacdes, dada
por

R(A37 V) = Myysan (]k) ® MU3Xv3(]k)
= Homy (k" , k") & Homy (k"2 k™).
Agora, vamos estudar os morfismos. Para esto, vamos usar a Defini¢do[T.52} ou seja vamos

considerar uma terna de morfismos dada por (g1, g2, 93), onde g; € M,, (k), g2 € M,,(k) e
g3 € M,,(k), tal que o seguinte diagrama comuta

Lo rg
kvt Ty e Ty oo

| el

Lkvr x—’> Lkv2 T) ]kv?’,
o 8
€ dizer x, g1 = gaa © Tg2 = g3 . Note que as representacdes sdo isomorfas se

(xou $5) = (92-,17,0191717 nglﬁgil)a

tal que g1 € GL,,(k), g2 € GL,,(k) e g3 € GL,,(k). Assim, vamos considerar o grupo
algébrico dado por

GL(Y) = GLu, (K) ® GLo, (K) ® GLo, (k) = @ GLy, (),
i€Qo

e pela Observagdo 3.4, temos que a ac¢do é dada por
GL(V) X R(Ag, V) —> R(Ag, V)
((91,92,93), (2as 25)) = (9209 93595 )-

Note que para cada (z,,z5) € R(As, V), temos

O(wa,m) ={g- (xmxﬁ) |ge GL(v)}
={(g22ag1", 937595") | (91,92, 93) € GL(V)},

mais ainda, um elemento (7, az’ﬁ) estaem O, ;) S, € somente se duas representagdes M*
e M*', sdoisomorfas. Em particular, se v = (1,1, 1), temos que a variedade de representagcdes
¢ dada por R((A3),(1,1,1)) = k2, o grupo algégrico por GL((1,1,1)) = k* xk* xk* e dois
pontos (z,y), (z',y") € R(As,(1,1,1)), estdo na mesma Orbita se, e somente se, existem
g1, 92, g3 € kk*, tal que o seguinte diagrama comute

)
k — k > k
A a5
]k 14 > ]k / > ]k7
x Yy
ou seja,
x =0 se, esomente se =’ =0, y=0 se, e somente se y' =0,

portanto temos cuatro 6rbitas dadas por



81

e Ow,0) = {(0,0)} corresponde ao origem, ver Figura 3.

e Oy ={(z,y) ek? |z =0,y # 0} corresponde ao eixo y sem a origem, representado
em vermelho na Figura 3.

e On) = {(z,y) ek? |y =0,z # 0} corresponde ao eixo x sem a origem, representado
em azul na Figura 3.

e Oy = {(z,y) ek?| x,y # 0} corresponde ao todo o espago, sem 0s eixos, represen-
tado em amarelo na Figura 3. Note que neste caso o espaco tangente T(, ,yO(5.), €
todo o espaco, logo tem a mesma dimensdo que AZ.

e as representacoes correspondentes, dadas por

k —2 3k 23 Kk k sk -2 Kk
k —2 3k 13k k —t sk —13 Kk
Figura 3

3.2.2 Tipo Manso

Considere o quiver de Jordan do Exemplo [[.21] que neste exemplo vamos denotar como .J.
Para v = (n), todas as as representagdes de .J com vetor dimensio v sdo da forma

5y

A variedade de representagdes de .J, com vetor dimensdo v, € dada por
R(J,v) = M, (k) 2 Homy (k" k™).

Agora vamos estudar os morfismos, para esto consideremos um morfismo g € M, (k), tal

que o seguinte diagrama comute
X

]kn O‘)]kn

| Is

Kk —— k",
:L.Ot
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ou seja, z/,g = gz, e portanto =/, = gr,g~! desde que g € GL,,(k), isto é certo, para quaisquer
T4 € z!, duas representagdes isomorfas. Assim o grupo algébrico é GL(v) = GL,(k) e a
acao ¢ dada por

GL(v) x R(J,v) — R(J,v)
(9:a) > gzag ™.

Portanto, cada 6rbita define-se como O, = {g1297" | 91 € k*}, paraum ponto z,, € R(J,v).
Note que isso implica que cada (z,,) é uma matriz diagonalizdvel de tamanho n x n, tal que
existe g invertivel de tamanho n x n. Assim, no caso particular em que v = (2) obtemos as
seguintes Orbitas:

(1) Quando z, é diagonalizdvel com diferentes autovalores, ou seja

el =5 ¢

com s # t. Neste caso, a Orbita de z,, corresponde as matrizes diagonalizdveis de trago
s+t com determinante st, ou seja

z Yy

z s+t-x

22 - (s+t)x - 2y = st,

Graficamente esta 6rbita corresponde a seguinte subvariedade de R(.J, V)

(i) Quando z,, é diagonalizdvel e tem um dnico autovalor, ou seja

=19

portanto a 6rbita de x,, é s6 o conjunto unitario {z,}.

(iii)) Quando z, ndo € diagonalizdvel, portanto é semelhante a um bloco de Jordan da forma

=-[ 1)



83

isto implica que a orbita de x,, corresponde as matrizes ndo diagonalizaveis de trago
2s e determinante s2, ou seja matrizes da forma

x z
Yy 25—x

onde (x,y,2) # (5,0,0) e (x — s)? + yz = 0. Isto corresponde a cOnica a seguir sem a
origem (em vermelho)

3.2.3 Tipo Selvagem

Com o intuito de chamar a atencao nas vantagens desta abordagem geometrica, queremos
destacar o Lema 2.3 em [Re108] e nesta subse¢do abriremos todos os detalhes. Seja o quiver
de Kronecker como no Exemplo [I.2T]item (iii)

A
/53L
Ky:i= kr B85 ko,

~—7
C

» Uma representagio de K3 é dada por (A, B,C), tal que A, B, C € M,,(k).

* Vamos denotar tal representagéo por M (A, a,. ) iff

A=1,
B =diag(A1,...,\n), with \; # \j, i # j
11 Q12 ° Qip-1 QG1n
1 aspy -+ agp1 azy
C = as 1 1 o A3p-1 A3n |, Qi F 0.
Qp1 QAp2 1 Ap.n

Vamos ver que quasi todas as representa¢des de K3 de vetor dimensdo v = (n,n), sdo iso-
morfas a uma das representacdes M (., a.. ), além, todas as representacdes M (\,, a.,) sdo
indecomponiveis, com anel de endomorfismo trivial. Finalmente vamos provar que dada

uma tupla (., a.. ), existem s6 um ndmero finito (no maximo n!) de tuplas ()., d’,), tais
que M (i, a.) 2 M(N,, al,
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Note que pela Definigdo [3.1], a variedade de representacdes de K; estd dada por

R(Ks, (n,n)) = @ Hom(k" k")

i€Qo
= P M, (k)
1€Qo
={(A,B,C) e A | A, B,C € M,,(k)}
~ A3n2
= ]k .

Pela Defini¢do[3.3] o grupo algébrico é
GL(v) = GL,(k) x GL,(k),
e que a acao esta dada por
GL(v) x R(K3,v) — R(Q, V)
((91.92), (A, B,C)) — (92491, 92Bgi", 92Cg1).
Pelo Exemplo item (i), o grupo algébrico GL, (k) é um aberto Zariski em A}f. Como
0s abertos Zariski sdo densos, vamos considerar, genérichente, A € GL,(k), ou seja, existe
A e GL, (k) tal que (A, B, C) estd muito préximo de (A, B, C'). Via a a¢do temos que
(I,AY-(A,B,C)=(I,A'B,A'C)

€ portanto

OB,y = Oa1B,410)
Consideramos o aberto Zariski dado no Exemplo [2.11]item (ii), das matrizes diagonalizdvis
com autovalores diferentes dois a dois em Af, denotado como Diag, ., . Seja A'B €
Diag, ., genéricamente, ou seja, existe Be Diag, ., tal que (I, A~"B, A™'C) estd muito
préximo a (I, B, A-LC), assim, existe P € GL, (k) tal que PA"LBP-! = diag(t1,...,,)
com ¢; # t;, tal que via a acao temos que
(P,P)-(I,A'B,A™'C) = (I,diag(t; ...,t,), PAT'CP™)

€ portanto

O([,B,A—lc) = O(I,diag(t1...,tn)7PA*16’P*1)
Para a dltima 6rbita, vamos considerar o aberto Zariski dado no Exemplo [2.TT]item (iii), Uy
em AﬁQ. Podemos considerar, genéricamente, C' := PA-'C' P! € U, ou seja, existe C' €
U, tal que (/,diag(ty,...,t,),C"), estd muito préximo a (I, diag(¢y,...,t,),C). Vamos

precisar da seguinte conta auxiliar. Seja Z = (2;;)7,., € D = diag(ps,...,p,) com p; # 0,
entao
(py ... ... 0 R |
0 21:71 . Zl:,n 0 P§1 o 0

pzpt=|Y P2
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Notemos que se 2+ = -1 entio
Pk Ck+1,k
ayjnl Aai2 ... Qip-1 QA1pn
) 1 Q22 ... Q2p-1 Q1n
C = DC’,D_1 =1as; 1 <o Q3p-1 A3n
n1 Gn2 .- 1 (n

com a; ; # 0. Assim, via a acao temos que
(D,D)-(I,diag(t, ..., t,),C") = (I,diag(t; ...,t,),C),
€ portanto

O(I,diag(t1...,tn)70’) = O(I,diag(tl‘..,tn),é)’

Note que O Bc) = (’)( I diag(t1...t,),¢’)> @SSIM, temos que quasi todas as representagdes de
Ks sdo isomorfas a uma representacdo da forma M (¢,,a..). Agora, sejam M (A, a..) =
M()\,,a’.,) denotadas como

M., a.) = (1, D,C) e M(X,,a.,)=(I,D',C")

onde D = diag(\y,...,\,) e D' = diag(\],..., ), entdo, existe um isomorfismo ¢ €
GL,(k) tal que

kn —L s kn kr —2 kn kr —% kn
T O A
ket —— ke k=5 Ik kKt — K

Do segundo diagrama comutativo, temos que gD = D’g, ou seja

gdiag(Aq, ..., \,) =diag(A, ..., \)g

g1iA1 G12A2  GinAn 911)\'1 912)\'1 gln)\ll
921 A1 G222t GanAn 921>\§ 922/\§ g2n)\,2

gnl)\l gn2/\2 gnn>\n gnl)\% gn2)\;1 gnnA;L

Vamos analizar os casos das linhas e as colunas. Para o caso das linhas vamos fixar 7. Note
que para todo j temos

9ijNj = Gig\;

Dado que g € invertivel, existe j tal que g;; # 0 entdo \; = \]. Se consideramos k # j temos
que g, = 0, caso contrario \; = A, portanto j = &, mas isso € uma contradi¢do. Note que g; ;
nunca podese anular, portanto, temos em cada linha, exatamente um elemtento diferente de
zero. O caso das colunas € totalmente anédlogo, fixando j. Munindo o caso das linha e o caso



86

das colunas obtemos que g é uma matriz monomial, logo existe uma permutagdo o € .S, tal
que cada g;; = 0 para j # 0(i) e que A = A\,(;). Se denotamos g, ,(;) = p;, note que

- Pi
gcg l= C'= ;aa(i),a(j) = a;ja
J

/

a;
fr— p’L = —p‘y
Ao (i),0 ()
paratodoi,j =1,...,n. Em particular, para (i + 1,7), temos
a2z+1),1 1
Pi+1 = Pi = Pis

Qg (i+1),0(4) QAo (i+1),0(4)

e obtemos que p; estd dado como

-1
Pk = (H aa(l+1),al) P1-

<k

Assim, a permutacgdo esta determinada pelo isomorfismo das representacdes. Como existem
n! permutagdes, entdo existem no maximo n! pares da forma (\,, a’,, ), tais que M (A,, Gy ) =
M(M,,d’,). Note que se N, = \, e a., = a.«, e seguindo o mesmo processo feito acima,
podemos concluir que a permutagdo o € a identidade, mais ainda, concluimos que

-1
Gkk = Pk = (H al+1,z) P1=p1

i<k

e assim, g = pi/ e portanto Aut(M (A, a..)) 2 k*, entdo o anel de endomorfismo de
M ()., a.) s@o todos escalares. Isso implica que os tinicos idempotentes vao ser os elemen-
tos triviais 0 e 1, por tanto as n! representacdes encontras, sao indecomponiveis, com anel de
endomorfismo trivial.

3.3 Propriedades das orbitas em variedades de quivers

No Capitulo 2 foram apresentadas algumas das propriedades das oOrbitas de forma geral.
Agora nosso interesse € descrever algumas de elas, como consequéncia do estudado, e en-
tender sua utilidade, quando se trata de obter informac¢do na teoria de representacdes de
quivers classica, isto, dada sua natureza em particdes de conjuntos, em particular, para nosso
caso, variedades de representacdes de quivers.

Proposicao 3.6. Seja () um quiver, v um vetor dimensao fixo, para uma representacdo de ()
e R(Q,v) avariedade de representacdes. Entdo:

(i) Para qualquer representacdo M* com vetor dimensdo v, as dimensoes de O, GL(v),
e GL(v) cumprem que

dimQ, = dimGL(v) — dimGL(v),.

(ii) Existe ao menos uma orbita de codimensdo zero em R(Q,v).
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Demonstragdo.

(i) Pela Observagio[2.106]temos o morfismo bijector
GL(v)|GL(v), — O,,

que envia classes de equivaléncia g de um elemento g € GL(v), a um elemento g-M<* €
O,. Portanto GL(v)/GL(v), e O,, tem a mesma dimensdo e se segue o resultado.

(ii) Note que R((Q, V) é uma variedade algébrica irredutivel, ou seja qualquer subconjunto
aberto é denso, e uma O6rbita de codimensdo zero é aberta em R((),V), portanto o
resultado se segue.

]

Proposicio 3.7. Existe no mdximo uma drbita de dimensdo igual a dim R(Q,v). Se existe,
é aberta e densa em R(Q,v).

Demonstracdo. Seja R(Q,v) irredutivel. Suponha que existe uma 6rbita tal que dim O, =
dim R(Q, V). Sabemos que O, c R(Q, V), entdo vamos considerar O, c R(Q,v). Como O,
e R(Q,v) é irredutivel, entdo dim O, < dim R(Q,v) e como O, é um conjunto localmente
fechado, entdo dim O, = dim O,, mas isso contradiz a suposicdo inicial, portanto O, =
R(Q,v) e provamos que se existe uma Orbita con dimensdo igual a dimensdo do espacgo
entdo ela é densa. Agora, como as 6rbitas sdo conjuntos localmente fechados entdo € aberta
em seu fecho, além jd vimos que O, = R(Q, v) entdo a 6rbita é aberta em R(Q, V).

Suponha que dim O, = dim O, = dim R(Q, V), pelo dito acima temos que
yEOyCO_yZR(QvV) :O_x

logo y € O,, entdo dim O, < O,, com igualdade se, e somente se y éstd na 6rbita, logo
O, = O, e assim provamos que existe no maximo uma o6rbita de dimensdo igual a dimensao
de R(Q,v). O

Proposicio 3.8. Se R(Q,v) tem um niimero finito de orbitas, entdo existe uma orbita O, de
dimensdo igual a dim R(v).

Demonstracdo. Se R((Q),v) tem um ndmero finito de drbitas entdo
R(Q,v) = JO; portanto dim R(v) = dim | JO;,
i=1 =1

e como as Orbitas sdo conjuntos localmente fechados em R(Q, V) é pelo Teorema [2.110, a
dimensdo de uma unido finita de conjuntos localmente fechado € igual a0 méximo de esos
conjuntos localmente fechados, portanto

dim | JO; =mazx dim O;,1<i<n
i=1

assim dim R(Q,v) = dim O,. N

O seguinte resultado é uma propriedade especifica para o caso da teoria de representacdes de
quivers dado em [Kirl6] p. 25, ndo é um resultado geral da geometria algébrica.
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Teorema 3.9. Para cada x € R(Q,v), o estabilizador G, é conexo na topologia de Zariski.

Demonstracdo. Vamos provar que (G, ndo pode ser escrito como unido disjunta de abertos
nao vazios. Por definicdo temos que

G, ={9e GL(vV) | gjzag;" = ¢a,para cada flecha o : i —> j} .
Por outro lado temos que
Gy = Autg(M?®) ={f € Endg(M?®) | f é invertivel }

onde M* é uma representacdo de ) que corresponde a z € R(Q), V). Autg(M®) é o subcon-
junto Endg(M®) que consiste de operadores A que satisfazem det A # 0. Logo Autg(M®)
pode ser escrito como L — X onde L é um espago vetorial em particular L = Endg(M®*) e X
é fechado tal que X = Endg(M?®),det A + 0. Note que todo subconjunto aberto de L — X é
também aberto em L e pela topologia de Zariski, quasquer dois conjuntos aberto nio vazios
se entersectam, entdo (G, € conexo na topolgia de Zariski. [

Observacio 3.10. Pelo Exemplo 2.87item (ii), sabemos que o grupo linear geral das ma-
trizes invetiveis Gl,, é um grupo algébrico, e pela Observagdo [2.91) temos que o espago tan-
gente Zariski na matriz identidade I, para o grupo linear genral, é dado por TG L = M, (k),
portanto, para nosso caso temos que

TiGL(v) =T @ GL,,(k) = @ M,, (k) 2 P Endi(k™),
€Qo €Qo €Qo

onde o iltimo isomorfismo foi estudado no Exemplo [[.T1]item (2). Andlogamente e pelo
Teorema 3.9 como GL(v),, é um subgrupo de GL(v), entdo o espago tangente Zariski para
o estabilizador é dado por

TiGL(v), = M,,(k) 2 Endg(M?).
Pela Observagao[2.106} temos que para nosso caso
1,0, 2 TiGL(v)]TiGL(v), = End(v)/Endg(M?),
onde End(v) = @i.q, Endi (k).

Agora, ja que fizemos uma boa aproximagao da geometria algébrica para a teoria de repre-
sentacdes de quivers, vamos continuar obtendo mais informacgdo valiosa com esta poderosa
ferramenta.

Teorema 3.11. Seja © € R(Q,v) e seja M?® € rep QQ sua correspondente representagdo.
Entdo

(i) T,0, = End (v)/Endg(M®), onde End (v) = @;eq, End (kvi).

(ii) Seja N, O, =T,R(Q,v)/T,O, o espaco normal no ponto x da drbita. Entdo, N,O,, =
Eath, (M, M?).

Demonstragdo.

(i) Se segue direto da Observagdo [3.10]
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(i) Considere a sequéncia exata do Lemal[I.77

0 > HomQ(M,N) e @ier HOmlk(Mi,Ni)

< T D

Daco, HOTfL]k(Ms(a), Nt(a)) S E.’Eté(M, N) > 0.

Se M = N, obtemos
0 — Endo(M*) —— End(v) —— R(Q,v) —— Extp(M*, M*) —— 0
logo pela Observacao [3.10] temos que

0 — 7,0, — R(Q,v) — Eath(M=,M*) — 0.

Coroldrio 3.12. A orbita O, é aberta se, e somente se Ext,(M®, M*) = 0.

Demonstragdo. Primeiro temos que se Exty, (M=, M*) = 0, pelo Teorema [3.11} e como a
orbita € ndo singular, temos que

dimR(Q,v) = dimT,0, = dimQO,,

portanto O, é aberta. Por outro lado, se O, é aberta em R((Q,V), que é irredutivel, entdo
todo aberto € denso, ou seja 0, = R(Q,Vv), além temos que a 6rbita é localmente fechada,
portanto

dimT,0, = dimQ, = dimO, = dimR(Q, V)

e pelo Teorema (3.11} temos que Exty, (M=, M*) = 0. O



Capitulo 4
Apéndice

Definicao 4.1. Uma categoria C é dada por:
(i) Uma classe de objetos, denotada por Obj(C).

(ii) Para cada X,Y € Obj(C), tem-se um conjunto de morfismos entre X e Y denotado
por Home(X,Y), tal que para dois pares de objetos de C, se X + W e Y + Z, temos
que Home n Home(W, Z) = @. Além disso, para X,Y e Z € Obj(C), tem-se uma
operagdo binaria chamada de composicdo, dada por

o: Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home(X, Z)
(f,9) —o(f.9)=go [,
satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Associatividade. Para todo f € Home(X,Y), g € Home e h € Hom, tem-se
(fog)oh=fo(goh).

(b) Existéncia de um elemento unitdrio associado a cada objeto X € Obj(C). Para
cada X € Obj(C), existe 1x € Home (X, X), tal que qualquer f € Home(X,Y)
e g€ Home(z x), temos que folx =felxog=g.

Exemplo 4.2.

1. A categoria dos conjuntos Conj é a categoria em que Obj(Conj) € a colecdo de todos
os conjuntos. Para quaisquer X,Y € Obj(Conj), o conjunto de morfismos

Homeonj(X,Y) :={f: X — Y |fé fungao}
e a operagdo é a composi¢cdo usual.

2. A categoria dos grupos Gr é a categoria em que Obj(Gr) é a coledo de todos os
grupos e os morfismos sdo

Home (X,Y) :={f: X — Y | fé um homomorfismo de grupos} .

Da mesma forma, temos as categoria dos grupos abelianos Gb e dos aneis Ring.
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3. Seja k um corpo. Denotamos por Vety a categoria dos espagos vetoriais, sendo que
os objetos Obj(Vety) € a colecdo de todos os k-espagos vetoriais e

Homye, (X,Y) :={T: X — Y | T é uma transformagao k-linear} .

Defina-se fvet,_a categoria dos espagos vetoriais de dimengdo finita.

4. Seja R um anel. A categoria R-mod é a categoria em que Obj(R-mod) é a colegio
de todos os R-modulos a esquerda e

Hompmea(X,Y) ={f: X — Y | fé um homomorfismo de R-mddulos} .

Analogamente, podemos definir a categoria dos R-modulos a direita mod-R.

5. Seja k um corpo. Denotamos por Maty, a categoria das matrizes sobre &k, definida
por Obj(Maty) = N e Hompy (n,m) = Myxm(k), e com a composicdo dada pelo
produto de matrizes.

6. Para uma categoria C, defina-se a categoria oposta C? em que Obj(C?) = Obj(C) e
Homeor (X,Y) = Home (Y, X) para quaisquer X,Y € 0bj(CP).

Definicao 4.3. Seja C uma categoria. Definimos S é uma subcategoria de C, denotada S ¢ C,
se satisfaz:

(i) Obj(S) cObj(C).
(ii) Homs(X,Y) < Home(X,Y), para quaisquer X,Y € Obj(S).
(iii) Tem como operagcdo a mesma composi¢do em C.
(iv) Para todo X € Obj(S), o morfismo identidade 1x em S é o mesmo em C.
Exemplo 4.4. Temos as seguintes cadeias de subcategorias

1. Field c Ring_ c Ring, C Ring € Gb c Gr c Conj. Além disso, As categorias R-mod e
mod- R sdo subcategorias de Conj. E Vety, € Gb < Gr ¢ Conj.

2. Conj ndo é uma subcategoria de Gr, pois o conjunto vazio nd@o é um grupo.

Definicao 4.5. Sejam C e D duas categorias, um functor covariante (resp. contravariante)
F é uma aplicacdo F : C — D que satisfaz:

(i) Se X € C entdo F(X) € D;

(ii) Se f € Home(X,Y') entdo F(f) € Homp(F(X),F(Y)) (respectivamente, F(f) €
Homp(F(Y), F(X)));

(iii) Se f € Home(X,Y), g € Home(Y, Z) entao F(gf) = F(g)F(f) (respectivamente,
Fgf)=F()F(9)):

(iv) F(1x) = 1x(x), para todo X €C.

Exemplo 4.6.
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1. Um funtor de C para Conj é o funtor de esquecimento, o qual esquece toda estrutura
dlgebrica tanto para objetos como para morfismos, sendo C=Gr, Vety, R-mod, mod-R
ou Ring, por exemplo

Vet,, ——» Conj

V—— F(V)

T\L l]—'(T):T

W —s F(W)

2. Para qualquer categoria C, existe o functor identidade 1. : C — C definido por
1e(X) =X e le(f) = f, para qualquer X € C e f morfismo em C.

3. Para uma categoria C e X € C, existe o functor contravariante Hom(-,X) : C —
Conyj, definido por

Hom(B,X):=Hom¢(B,X), paratodo B eC

Hom(f,X):Home(D,X)— Home(B,X), paratodo f € Home(B, D)
sendo que Hom(f, X)(g) = gf, para todo g € Home(D, X).

4. Considere o seguinte functor I : Maty, — fvet,_ definido do seguinte modo.

F:Mat, —— fvet,

m —— F(m)=kn
menl l]:(meb):men
n —— F(n) =k»

Assim temos um vetor m-dimensional x = [x1, . .. ,xm]T e k™ aplicando T' temos o
vetor n-dimensional y = [y, . . ., y,] € k™ dado por xT M.

Definicao 4.7. Sejam F,G : C — D dois functores. Uma transformagao natural ¥ : F —
G é uma familia V = {Vx }xec de morfismos Vx : F(X) — G(X) em D tal que para
qualquer f : X — Y em C, o seguinte diagrama comuta
Ux
F(X) —G(X)
f(f)l lg(f)
FY) 5~9(Y)

Diremos que V é um isomorfismo natural, se para qualquer X € C, se cumpre que Vx :
F(X) — G(X) € um isomorfismo em D, e o denotaremos por F = G.
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Definicao 4.8. Duas categoria C e D sdo equivalentes, se existem functores covariantes
F:C—DeG:D—C, tal que FG = 1p e GF = 1¢. Os functores F e G sdo chamados
equivaléncia de categorias.

Exemplo 4.9.
(1) A categoria dos R-mod e mod-R sdo equivalentes.

(2) A categoria das Maty e fvet, sdo equivalentes.
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