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CÁSSIO MACÊDO MACIEL
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nem tão distráıdas assim. Por toda amizade e carinho. Muito Obrigado!

Agradeço a FAPEAM, pelo aux́ılio financeiro e a Instituição pela infra estrutura
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Resumo

Estudamos o transporte quântico, via caminhadas quânticas de tempo cont́ınuo (CTQWs),
sobre diferentes redes complexas. Neste modelo, o transporte quântico pode ser comple-
tamente resolvido após determinados seus autovalores e autovetores associados à matriz
de conectividade da rede. Para fins de comparação, também investigamos o transporte
clássico através das caminhadas aleatórias de tempo cont́ınuo (CTRWs). A técnica das
caminhadas quânticas (QWs) é uma ferramenta poderosa na análise de fenômenos de
transporte. Uma maneira de monitorar a eficiência do transporte quântico é através das
probabilidades médias e exatas de retorno. Inicialmente, empregamos o modelo CTQW
sobre estruturas multicamadas do tipo dendŕımero (RMTDs). Para contornar efeitos de lo-
calização, decidimos empilhar várias redes dendŕımero, umas sobre as outras, conectando-
as através de ligações entre vértices vizinhos. Através do parâmetro de probabilidade p,
adicionamos novas ligações (intraligações) entre vértices de mesma geração. Com proba-
bilidade 1 − q, retiramos ligações (interligações) entre vértices de camadas vizinhas. O
transporte quântico então é investigado através das combinações numéricas desses dois
parâmetros. Para essas redes, uma escolha apropriada desses parâmetros fornece, em vá-
rias ordens de grandeza, uma eficiência maior. Encontramos algo interessante: a melhor
eficiência do transporte é obtida para os seguintes valores: q ≈ 0.9 e p ≈ 0.9. Ou seja, o
melhor transporte é obtido quando há a ausência de uma intra- e interligação. Na sequên-
cia, utilizamos o modelo CTQW sobre redes livres de escala generalizadas (GSFNs). Tais
estruturas são uma mistura não trivial entre segmentos lineares e redes do tipo estrela.
Enquanto ao transporte quântico sobre GSFNs, observamos uma alternância entre fortes
efeitos de localização, devido aos segmentos de estrelas, e um bom espalhamento, devido
aos segmentos lineares. Mostramos que o transporte quântico sobre GSFNs pode ser me-
lhorado através da variação de dois parâmetros de modularidade: o grau máximo e o grau
mı́nimo permitidos a todos os nós da rede. Identificamos a mesma eficiência quântica para
diferentes combinações dos parâmetros de construção das redes, que estão relacionados à
diferentes topologias.

Palavras-chave: Caminhadas Quânticas de Tempo Cont́ınuo. Caminhadas Alea-
tórias de Tempo Cont́ınuo. Transporte Quântico. Redes Multicamadas. Redes
Livres de Escala. Probabilidades de retorno.



Abstract

We study quantum transport on different complex networks by using continuous-time
quantum walks (CTQWs). In this model the quantum transport is completely solved by
determining all eigenvalues and eigenvectors of the connectivity matrix. For comparison
reasons we have also investigated the classical transport through continuous-time random
walks (CTRWs) model. The quantum walks (QWs) technique is a powerful tool in the
analysis of transport phenomena. One method to monitor the efficiency of quantum trans-
port is through the exact and the average return probabilities. First, we have implemented
the CTQW model to transport on multilayer dendrimer networks (RMTDs). In order to
overcome the localization effects, we have chosen to stack many dendrimer networks on
top of each and connecting them by links between nodes from the neighboring layers. We
have added new links (intraconnections) between vertices from the same generation with
the probability parameter p. We have removed links (interconnections) between vertices
from the neighboring layers with probability 1 − q. The quantum transport is investi-
gated by numerical combinations of these two parameters. For these networks a proper
choice of these parameters provides a greater efficiency by several orders of magnitude.
We have found something peculiar: the highest efficiency is reached for the following va-
lues: q ≈ 0.9 and p ≈ 0.9. Thus, the best transport is obtained when is missing a single
intra- and interconnection. Then, we have used the CTQW model on generalized scale-
free networks (GSFNs). Such networks are a non-trivial mixture between linear segments
and starlike networks. Regarding the quantum transport on GSFNs, we have noticed
a interplay between strong localization effects, due to the the starlike segments, and a
good spreading, due to the linear segments. We have shown that the quantum transport
on GSFNs can be improved by varying two modularity parameters: the maximum and
the minimum degree allowed for all nodes of the network. We have identified the same
quantum efficiency for different combinations of the network’s construction parameters,
which correspond to different topologies.

Keywords: Continuous-Time Quantum Walks. Continuous-Time Random Walks.
Quantum Transport. Multilayer Networks. Scale-free Networks. Return Pro-
babilities.
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transporte quântico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.7 Probabilidades de transição πj,k(t) para t = 10 sobre RMTDs completas.
Em (a) para a estrutura contida na Fig. 3.8 (a). Já em (b) para a estrutura
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vértices e S = 1000 realizações. Investigamos a influência do parâmetro γ
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Caṕıtulo 3 desta Tese. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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rior (SWE). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123



Lista de Abreveaturas

RW - Caminhada aleatória
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4.4.1 Transporte clássico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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Caṕıtulo 1

Introdução

A natureza possui uma rica diversidade de sistemas nos quais os mecanismos de

transporte exercem funções determinantes para sua compreensão. Atualmente, o trans-

porte quântico é extremamente importante devido às suas aplicações diretas em estrutu-

ras como agregados moleculares [1–5], ciência dos poĺımeros [6], em grafos e algoritmos

quânticos [7–9], além da computação e informação quânticas [10–12]. Nos últimos anos,

algumas implementações experimentais foram desenvolvidas, entre elas destacamos expe-

rimentos realizados em cavidades de micro-ondas [13, 14], com átomos de Rydberg [15],

além de fótons em guias de onda [16,17], bem como circuitos ópticos [18] e redes de fibras

ópticas [19].

Os mecanismos de transporte podem ser modelados através de diferentes técni-

cas. Uma abordagem pioneira em décadas passadas, porém ainda muito utilizada para

descrever os mais variados sistemas, é a técnica das Caminhadas Aleatórias (RWs, sigla

do inglês) [20–26]. Através dela, podemos investigar inúmeros conjuntos de sistemas com-

plexos, dos quais citamos apenas alguns: reações de qúımica cinética [21, 27], difusão de

part́ıculas [28], propogação epidêmica de doenças ou v́ırus [29, 30], entre outros. Para

quantificarmos a eficiência de espalhamento do caminhante sobre as mais variadas estru-

turas, definimos algumas quantidades responsáveis por esta medida, as quais chamamos

de medidas de eficiência. Essas últimas, são representadas por probabilidades e serão co-

mentadas com mais detalhes no próximo Caṕıtulo. Uma maneira de determinar a eficácia

de propagação das RWs pode ser feita através da seguinte medida [21]: a probabilidade

média de retorno, que considera o espalhamento do caminhante, a partir de um ponto

(vértice) inicial da rede, e monitora seu retorno ao ponto de partida. A dinâmica das

RWs pode ser resolvida utilizando dois modelos distintos: o modelo de tempo discreto e

o modelo de tempo cont́ınuo [20,21].

Por outro lado, é posśıvel a criação de um análogo quântico para as RWs: as

caminhadas quânticas (QWs, sigla do inglês). Isto foi feito, primeiramente, por Ahoronov

et al. em 1993 [31]. Esta proposta inicial, trata as caminhadas como uma operação

entre dois espaços (“moeda” e posição) que governam a dinâmica do sistema em passos

de tempo discretos. Como alternativa, em 1998, Farhi e Gutmann propuseram uma nova

abordagem para as QWs, a qual baseia-se nas cadeias de Markov de tempo cont́ınuo [32].
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Caminhada aleatória (RW) Caminhada quântica (QW)

t t

Figura 1.1 - Esquema ilustrativo comparando uma RW e uma QW. O caminhante quântico, devido seu
comportamento ondulatório, pode estar em mais de um vértice simultaneamente.

Desta maneira, as QWs possuem dois modelos precursores: a caminhada quântica de

tempo discreto (DTQW, sigla do inglês) e a caminhada quântica de tempo cont́ınuo

(CTQW, sigla do inglês). Não obstante, esses dois modelos não são completamente in-

dependentes; eles podem ser relacionados entre si, como mostrado em [33]. Vale a pena

ressaltar a existência, na literatura, de outras alternativas de modelos para caminhadas

quânticas [34,35]. Aqui, focamos no modelo CTQW, que resolve a dinâmica da caminhada

quântica identificando o Hamiltoniano quântico com a matriz de transferência clássica,

referente à caminhada aleatória de tempo cont́ınuo (CTRW, sigla do inglês). Semelhante

ao caso clássico, no modelo CTQW a matriz de transferência de qualquer rede não di-

recionada está associada à matriz de conectividade A [20]. Através desta abordagem,

o transporte quântico é praticamente resolvido ao conhecermos o espectro completo de

autovalores da matriz de conectividade. A Fig. 1.1 apresenta um esquema ilustrativo

da diferença entre as RWs e QWs. Observamos que, para o caso clássico, a trajetória do

caminhante é bem definida e sua localização pode ser determinada, com precisão, em qual-

quer instante de tempo. No entanto, para o caso quântico, notamos que há uma presença

do caminhante em vários vértices da rede em um mesmo instante de tempo, tornando sua

localização incerta. Esse comportamento é decorrente de sua natureza ondulatória, que

produz o fenômeno de interferência.

Modelar a dinâmica quântica coerente de excitações, em sistemas complexos,
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pode ser feito através das QWs [1–3, 36–42]. As QWs estão relacionadas, entre muitos

outras áreas de pesquisa, aos grafos quânticos [43–48]. Na teoria dos grafos quânticos,

adicionalmente, cada ligação possui propriedades que devem ser levadas em conta, como

por exemplo: cada ligação deve ser direcionada, ter diferentes valores para a força de

acoplamento ou possuir diferentes comprimentos. Outra área rica em aplicações das QWs

é a da computação quântica, com a criação dos algoritmos quânticos [10, 49–55]. Os

dois trabalhos seminais nesta área são os referentes ao algoritmo de busca de Grover

[56] e o algoritmo de Shor [57]. Quando comparados com os algoritmos clássicos, os

algoritmos quânticos fornecem uma busca em banco de dados, por exemplo, polinomial, ou

até mesmo, exponencialmente melhor com o tempo. Aplicações destes algoritmos têm sido

realizadas sobre estruturas complexas, tais como uma rede quadrada d-dimensional [58] e

redes do tipo grafeno [59].

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

(a) (b)

Figura 1.2 - Ilustração de rede contendo N = 5 vértices. Em (a) temos uma rede do tipo árvore, não
direcionada, sem loops, sem autoligação e sem peso. Por outro lado, em (b), temos a mesma estrutura,
todavia, contrária às caracteŕısticas de (a).

No cenário atual de sistemas complexos, o conceito de redes complexas é apli-

cado em diversas áreas de pesquisas, como na f́ısica, qúımica, sociologia, ecologia entre

muitos outros; ver [60, 61] e referências internas. A maioria dessas aplicações pode ser

estudada através de três modelos teóricos bem estabelecidos, a saber: as redes aleatórias,

redes mundo-pequeno e redes livres de escala. Uma rede é uma coleção de N vértices

(nós) conectados entre si através de E ligações (conexões). Neste trabalho, ao falarmos

sobre redes complexas, estaremos nos referindo às redes do tipo árvore, ou seja, aquelas

que possuem grandes ramificações. Além disso, nossas estruturas iniciais serão não dire-

cionadas, sem laços fechados (loops), sem autoligações e não daremos pesos às conexões

entre vértices [60,61]. A Fig. 1.2 (a) mostra um esquema ilustrativo de como nossas redes

serão constrúıdas. No caso de redes do tipo dendŕımero, loops surgirão devido à adição
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de novas ligações. Ao lado, em (b), temos o exemplo de uma rede com caracteŕısticas que

são opostas em tudo ao que mencionamos acima.

Na primeira parte dos resultados desta Tese, estaremos concentrados em redes do

tipo árvore conhecidas como dendŕımeros [62–65]. Nosso objetivo será reduzir os efeitos

de localização [62] das QWs sobre tais estruturas. Para isso, faremos uso da adição

aleatória de novas ligações entre vértices de mesma geração, assim como da construção

de redes chamadas de multicamadas [64–67]. Desta forma, aumentaremos a quantidade

de segmentos lineares. Essa é uma alternativa posśıvel de contornar a baixa eficiência do

transporte quântico sobre redes [62,68].

Identificadas em inúmeras redes reais, as redes livres de escala (SFNs, sigla do

inglês), serão um dos nossos focos, sobre as quais avaliaremos o transporte quântico, pre-

sentes na segunda parte dos resultados desta Tese. Por conseguinte, somos levados a uma

distribuição de grau do tipo lei de potência [69,70]. Em nosso modelo de SFNs adicionamos

algumas restrições à distribuição de grau, ao implementarmos os parâmetros de grau má-

ximo e mı́nimo permitidos [71, 72]. Estamos interessados, principalmente, em monitorar

a influência dos parâmetros acima mencionados sobre o transporte quântico. O expoente

da lei de potência, γ, possibilita-nos a alteração na topologia de nossas redes. Entre os

valores mais elevados e mais baixos de γ, teremos, respectivamente, predominância de

segmentos lineares e famı́lias de redes do tipo estrelas.

O transporte quântico sobre redes que contêm segmentos com muitos ramos,

como estrelas ou árvores de Cayley [62, 73], exibem fortes efeitos de localização, isto é,

alta probabilidade de permanecer no nó inicial. Para contornar este problema, mecanis-

mos que aumentem os segmentos lineares devem ser implementados, uma vez que estes

elevam o transporte quântico, como mostrado na literatura [62]. Um destes mecanismos

é o de empilhar cópias idênticas das redes umas sobre as outras [64], criando uma rede

multicamada. Outro, é o aumento de segmentos lineares internos, adicionando ligações

entre vértices de mesmo número de geração [65]. Nosso mecanismo, desenvolvido para

SFNs, é o de restringir os graus máximo e mı́nimo permitidos para cada vértice de nossas

estruturas.

Estrutura da Tese

No Caṕıtulo 2 introduzimos o leitor aos conceitos f́ısicos e matemáticos das

CTQWs e das CTRWs sobre redes. A partir da identificação do Hamiltoniano quântico

com a matriz de conectividade da rede, encontramos algumas representações probabiĺıs-

ticas que irão formar a base das quantidades que serão calculadas nos resultados deste

trabalho. Por momento, citamos as probabilidades de transição, as probabilidades médias

de retorno, bem com o limite de longo tempo. Cada uma dessas medidas nos informa
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as caracteŕısticas do transporte quântico sobre diferentes topologias de redes complexas.

Aproveitamos, ao final, para mostrar algumas implementação f́ısicas das CTQWs.

No Caṕıtulo 3 iniciamos a apresentação dos nossos resultados. Esse Caṕıtulo é

uma versão expandida da segunda parte do nosso artigo cient́ıfico publicado sob o t́ıtulo

“Quantum transport on modified multilayered spiderwebs” [65]. Devo ressaltar que, a

primeira parte deste artigo trata do transporte quântico, via CTQWs, apenas sobre uma

única camada de rede do tipo dendŕımero. Por estarem presentes em minha Dissertação

de Mestrado [74], estes resultados foram omitidos nesta Tese de Doutorado. Desta forma,

o Caṕıtulo 3 tratará apenas do transporte quântico sobre estruturas multicamadas do

tipo dendŕımero. Para fins de comparação, também investigamos o transporte clássico.

Essa abordagem, de empilhar uma camada sobre a outra, consiste em uma maneira de

contornar os efeitos de localização da caminhada quântica. Como elementos adicionais,

através de dois parâmetros de probabilidades, p e q, adicionamos ou retiramos ligações

entre vértices de mesma geração e vértices vizinhos entre camadas. Descobrimos que a

ausência de apenas uma intra- ou interligação torna o transporte quântico mais eficiente.

Ou seja, quanto mais segmentos lineares abertos, melhor o caminhante quântico espalha-se

sobre a rede.

No Caṕıtulo 4 apresentamos nossos resultados da análise do transporte quân-

tico, via CTQWs, sobre uma nova topologia, as redes livres de escala generalizadas

(GSFNs, sigla do inglês). Esse Caṕıtulo é uma versão expandida do nosso artigo cient́ıfico

publicado sob o t́ıtulo “Quantum transport on generalized scale-free networks” [72]. Atra-

vés de três parâmetros, (γ,Kmin, Kmax), controlamos o crescimento da rede. As diferentes

combinações desses parâmetros resultam em estruturas que estão entre dois casos limites:

uma rede estrela e uma cadeia linear. Nossa investigação estará concentrada em avaliar

o transporte quântico após alterações realizadas nos valores de γ, Kmin e Kmax, determi-

nando, assim, aquelas em que há maior eficiência das caminhadas quânticas. Para fins

de comparação, também investigamos o transporte clássico, via CTRWs. Utilizamos as

GSFNs como estrutura subjacente para o estudo de um modelo epidemiológico. Através

de indiv́ıduos infectados, suscet́ıveis e removidos, analisamos o espalhamento de um v́ırus

entre estes componentes da rede. Os resultados desta análise foram reunidos e publicados

em artigo cient́ıfico sob o t́ıtulo “Mechanisms to decrease the diseases spreading on gene-

ralized scale-free networks” [30]. Não apresentamos a discussão e nem os detalhes desses

resultados nesta Tese.

No Caṕıtulo 5 estão presentes nossas Conclusões e Perspectivas. Não são con-

clusões finais pois ainda há pontos a serem investigados, relativos ao transporte quântico

sobre as estruturas presentes nesta Tese. Alguns comentários relativos o transporte quân-

tico sobre GSFNs multicamadas são feitos. Por fim, destacamos algumas Referências
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utilizadas na preparação deste trabalho cient́ıfico. Nos Apêndices, estão presentes alguns

resultados exatos e anaĺıticos para o limite de longo tempo sobre uma única camada de

rede dendŕımero modificado; estruturas do tipo GSFN constrúıdas a partir de diferentes

parâmetros; e algumas outras informações que destacam aspectos considerados relevantes

desta pesquisa de Doutorado.



Caṕıtulo 2

Caminhadas quânticas de tempo

cont́ınuo sobre redes

Neste trabalho, a dinâmica do transporte quântico será modelada através das

CTQWs. Esta última, baseia-se na teoria das cadeias clássicas de Markov de tempo

cont́ınuo e está diretamente relacionada à matriz de conectividade das redes. Na busca

pelo comportamento das caminhadas quânticas sobre redes, iremos investigar, também, a

fim de comparação, o transporte clássico sobre nossas estruturas; este último, referente às

CTRWs. O estudo do transporte quântico, sobre redes complexas, leva em consideração

propriedades topológicas das estruturas para a determinação das medidas que quantificam

a eficiência. Desta forma, devemos reservar uma atenção especial à conectividade de nossas

estruturas.

2.1 Considerações gerais

Considere uma rede contendo N vértices (ou nós). Podemos especificar a forma

como esses nós se conectam através de uma matriz quadrada, de N × N elementos, que

chamaremos de matriz de conectividade A. Essa matriz é resultado da diferença entre

outras duas matrizes, chamadas de matriz de grau (D) e matriz de adjacência (Aadj). Ou

seja:

A = D−Aadj. (2.1)

A matriz de adjacência representa a existência ou não de ligação entre os vértices da rede.

Caso tenhamos uma ligação direta entre os vértices i e j, então aij = 1; caso contrário será

igual a 0. Por outro lado, a matriz de grau nos indica a quantidade de ligações emergentes

de um nó. Os elementos da diagonal principal representarão quantas conexões cada vértice

faz com os outros (ou seja, seu grau). Já os elementos fora da diagonal principal serão

todos iguais a 0. Em essência, a matriz de conectividade nos fornece informações sobre

a topologia da rede, isto é, a forma de como estão dispostas as ligações entre os nós que

compõe a estrutura. Na Fig. 2.1 (a) e (b), mostramos a representação das matrizes Aadj e

D, respectivamente, para uma rede não direcionada contendo cinco vértices. As ligações

em azul estão diretamente relacionadas aos valores dentro de cada ćırculo azul presentes
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12

3

4

5 Matriz de Adjacência

Aadj =

0 1 1 1 0

1 0 0 0 0

1 0 0 1 1

1 0 1 0 0

0 0 1 0 0







12

3

4

5
Matriz de Grau

D =

3 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 1







(a)

(b)

Figura 2.1 - Representação de uma rede não direcionada contendo um total de cinco vértices (nós). Em
(a) mostramos a matriz de adjacência, Aadj , associada a esta estrutura. Já em (b) temos a matriz de
grau, D, também associada à mesma rede. A diferença entre essas duas matrizes dará como resultado
uma nova matriz chamada de matriz de conectividade, A (Eq. 2.2).

nas matrizes. Para a rede em questão, podemos escrever os elementos da matriz de

conectividade como sendo:

Aij =


3 −1 −1 −1 0

−1 1 0 0 0

−1 0 3 −1 −1

−1 0 −1 2 0

0 0 −1 0 1

 . (2.2)

De maneira geral, seus elementos são definidos da seguinte forma:

A = (Aij) =


−1, se i 6= j e há uma ligação direta entre i e j;

0, se i 6= j e não há ligação direta entre i e j;

fi, se i = j,

(2.3)

onde fi corresponde ao grau do vértice i, ou seja, representa a quantidade de ligações

emergentes de i. A matriz de conectividade possui as seguintes propriedades:
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a. A é real e simétrica;

b. seus autovalores λn são todos reais e λn ≥ 0;

c. A possui um único autovalor nulo (λmin = 0).

A cada vértice k, pertencente à rede, está associado um estado f́ısico denotado

por |k〉. Uma vez que, a rede é uma coleção de N vértices, esses estados formam uma base

{|k〉} (com k = 1, . . . , N) que é ortonormal e completa, isto é, 〈k|j〉 = δj,k, sendo δj,k = 1

para j = k e 0 caso contrário, e
∑

k |k〉〈k| = 1. De maneira geral, podemos representar

cada estado como um vetor que, por exemplo, são dados através de:

|1〉 =


1

0
...

0

 , |2〉 =


0

1
...

0

 , . . . , |N〉 =


0

0
...

1

 . (2.4)

A dinâmica incoerente do processo de transporte do caminhante sobre a rede é

dada pela CTRW. Trata-se de um processo de transferência governado por uma matriz

de transferência T, constitúıda por taxas de transição por unidade de tempo. Tais taxas

podem ser representadas por ε e, no caso mais simples, em que todas elas são iguais

para todas as ligações da rede, assumimos que ε ≡ 1. Desta forma, associamos a matriz

de transferência T com a matriz de conectivadade A através da relação T = −A. Ao

assumirmos que uma CTRW corresponde a um processo Markoviano de tempo cont́ınuo,

para que um caminhante desloque-se do vértice k ao vértice j, dado um tempo t, sua

dinâmica obedecerá a seguinte equação mestra [20,21,62]

d

dt
pj,k(t) =

∑
l

Tj,lpl,k(t), (2.5)

onde Tj,l representa a taxa de transição entre os vértices l e j, e pj,k(t) denota a pro-

babilidade de transição para o caminhante ir do estado |k〉 ao estado |j〉 no tempo t.

Em nosso modelo de caminhadas, como relatado anteriormente, relacionamos a matriz de

transferência clássica à matriz de conectividade da seguinte maneira T = −A. Ou seja,

ao resolvermos a Eq. 2.5, encontramos o seguinte resultado [20,21]

pj,k(t) = 〈j|eTt|k〉 =
N∑
n=1

e−λnt〈j|Φn〉〈Φn|k〉, (2.6)

onde λn e |Φn〉 (com n = 1, . . . , N) representam os autovalores e autoestados, respec-

tivamente, da matriz de conectividade. Na Eq. 2.6 podemos notar claramente que a

probabilidade de transição, para um caminhante clássico, depende da conectividade da
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rede, isto é, podemos associar a eficiência do transporte clássico à topologia da rede.

Não obstante, a forma como os vértices estão ligados, a sua quantidade na composição

das estruturas, bem como o número de ligações, afetam diretamente a maneira como o

caminhante irá se propagar através da rede.

Para avaliarmos o transporte quântico, levamos em conta a ideia desenvolvida

por Fahri e Gutmann [32] que propuseram a identificação da matriz de transferência T

como sendo o análogo clássico do Hamiltoniano quântico H. Como mostrado em Ref. [62],

podemos relacionar estes dois últimos elementos da seguinte maneira: H = −T. Feito isto,

conclúımos que a relação da matriz de conectividade com o Hamiltoniano quântico, será

dada por H = A. A dinâmica quântica é formulada no espaço de Hilbert N -dimensional,

para o qual assumimos que todos os estados |j〉 são ortonormais e completos. Ela será

determinada por um Hamiltoniano quântico e deverá obedecer a equação de Schrödinger.

Desta forma, o caminhante quântico terá amplitudes de transição [62], αj,k(t), dadas por:

d

dt
αj,k(t) = −i

∑
l

Hj,lαl,k(t). (2.7)

De maneira similar ao caso clássico, as CTQWs terão uma probabilidade quântica de

transição dada por πj,k(t). A correspondência entre πj,k(t) e αj,k(t) é representada por

πj,k(t) = |αj,k(t)|2. Ao resolvermos a Eq. 2.7, de forma análoga ao que foi desenvolvido

para a Eq. 2.5, encontramos:

αj,k(t) = 〈j|e−iHt|k〉, (2.8)

de onde podemos concluir a seguinte expressão para a probabailidade de transição quân-

tica:

πj,k(t) =

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

e−iλnt〈j|Φn〉〈Φn|k〉
∣∣∣∣∣
2

. (2.9)

Novamente, notamos que a eficiência do transporte, neste caso, para o caminhante quân-

tico, está diretamente relacionada à conectividade da rede, uma vez que πj,k(t) depende

dos autovalores e autoestados da matriz A. Na sequência, iremos definir algumas quan-

tidades que serão importantes em nosso trabalho, pois irão determinar a eficiência ou a

ineficiência dos transportes clássico e quântico.

2.2 Probabilidades clássica e quântica

Na seção anterior apresentamos a maneira pela qual podemos determinar a pro-

babilidade para que um caminhante, seja ele clássico ou quântico, se desloque de um

vértice a outro de uma rede, em determinado tempo t. Agora, estamos interessados em

definir quantidades que possam medir a eficiência da caminhada. Consideramos eficiente

a rede que, sobre ela contendo uma excitação, esta última espalha-se rapidamente por
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todos os seus vértices, de maneira que a excitação visita, em tempos relativamente curtos,

cada um dos vértices da rede [65,74]. As probabilidade apresentadas abaixo serão nossas

quantidades que irão indicar a eficiência ou não das caminhadas de tempo cont́ınuo sobre

nossas estruturas. Desta forma, iremos focar na análise do comportamento das probabili-

dades de transição, clássicas e quânticas, das probabilidades médias de retorno, clássicas

e quânticas, assim como na análise do limite quântico de longo tempo. Uma vez que estas

quantidades, abaixo apresentadas, são calculadas diretamente dos autovalores da matriz

A, também faremos uma análise do espectro de autovalores.

Uma forma de quantificar a eficiência de uma excitação, que desloca-se sobre os

vértices de uma rede, é feita através da probabilidade média de retorno. Esta probabili-

dade nos indica a permanência ou o retorno de uma excitação ao seu vértice de origem k,

transcorrido um certo intervalo de tempo t, tomada como média sobre todos os nós [65].

Assim, podemos definir a probabilidade média de retorno para uma CTRW, da seguinte

maneira:

p(t) =
1

N

N∑
k=1

pk,k(t). (2.10)

E, de maneira similar, para uma CTQW, teremos:

π(t) =
1

N

N∑
k=1

πk,k(t). (2.11)

Ao utilizarmos o resultado obtido para a probabilidade de transição clássica, Eq. 2.6,

podemos reescrever a Eq. 2.10, como:

p(t) =
1

N

∑
n

e−λnt〈Φn|
{

N∑
k=1

|k〉〈k|
}
|Φn〉 =

1

N

N∑
n=1

e−λnt, (2.12)

onde notamos que a probabilidade média de retorno clássica depende apenas dos autova-

lores λn da matriz de conectividade A. No entanto, para o caso quântico não obtemos

uma dependência da probabilidade média de retorno apenas com os autovalores da ma-

triz A, mas também com os autoestados |Φn〉. Neste trabalho, ao avaliarmos a eficiência

do transporte quântico sobre nossas estruturas, o algoritmo desenvolvido calculará π(t)

presente em Eq. 2.11 e Eq. 2.9. Conquanto, através da desigualdade de Cauchy-Schwarz

é posśıvel obtermos um limite inferior para π(t), o qual dependerá apenas dos autovalores

da matriz de conectividade, isto é, independente dos autoestados [62, 64, 65]. Isto posto,
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teremos:

π(t) =
1

N

N∑
k=1

|αk,k(t)|2 ≥
∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
k=1

αk,k(t)

∣∣∣∣∣
2

= |α(t)|2

=

∣∣∣∣∣ 1

N

∑
n

e−iλnt

∣∣∣∣∣
2

. (2.13)

Tanto p(t) quanto π(t) nos fornecem a maneira como o caminhante, seja ele clássico ou

quântico, irá se propagar sobre uma rede qualquer. Para um rápido decaimento de p(t) ou

π(t) isto nos indicará uma rápida propagação entre os vértices da estrutra. Por outro lado,

um lento decaimento destas duas quantidades, fornecerá ind́ıcios de lento espalhamento

da excitação.

A investigação para limites de longo tempo, relativa a p(t) e π(t), mostram que

para o transporte clássico, a Eq. 2.12 tende ao valor de equipartição dado por 1
N

. Porém,

em constraste com o caso clássico, para o transporte quântico, π(t) e |α(t)|2 não decaem

para um valor constante, ao contrário, estas probabilidades oscilam em torno de um valor

médio. Ou seja, a análise do comportamento do valor médio, do limite de longo tempo,

consistirá em uma nova forma de quantificar a eficiência do transporte quântico sobre

nossas estruturas. Podemos definir esta média de longo tempo, tanto para o valor exato

da probabilidade média de retorno, quanto para seu limite inferior, da seguinte maneira:

χ ≡ lim
t→∞

1

t

∫ t

0

|α(t′)|2dt′ ≤ lim
t→∞

1

t

∫ t

0

π(t′)dt′ ≡ χ. (2.14)

As médias presentes na Eq. 2.14 podem ser reescritas em termos da densidade de au-

tovalores ρ(λ) (ou densidade espectral). Esta última, contém informações relacionadas à

topologia da rede, isto é, nos dão caracteŕısticas gerais da forma como estão dispostas as

ligações entre os vértices de uma estrutura. Ao conhecermos ρ(λ), escrevemos [74]

χ = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∣∣∣∣∣ 1

N

∑
n

e−iλnt

∣∣∣∣∣
2

dt′ =
∑
λ

ρ2(λ), (2.15)

onde ρ(λ) = 1
N

∑N
n=1 δ(λ − λn). Além disso, ao considerarmos λ∗, o autovalor mais

degenerado, podemos aproximar χ; desta forma, teremos [75]:

χ =
∑
λ

ρ2(λ) ≥ ρ2(λ∗) +
1

N
[1− ρ(λ∗)] ≡ χ∗. (2.16)

O transporte quântico possuirá máxima eficiência quando χ = 0, e será completamente

ineficiente quando χ = 1. No que diz respeito à sua aproximação, χ∗ produz bons resulta-

dos para redes do tipo estrela ou cadeias lineares. Por exemplo, para estrelas com N − 1
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braços (ligações), temos a presença de um único autovalor altamente degenerado, dado

por λ∗ = 1, que nos permite estabelecer o seguinte resultado χ = χ∗ = [2+(N−2)2]
N2 . Além

do mais, podemos encontrar, para cadeias lineares, que χ = χ∗ = 1
N

, uma vez que todos

os autovalores são não degenerados. Em relação aos dois resutados anteriores, podemos

então constatar que: χN→∞ = 1 para estrelas e χN→∞ = 0 para longas cadeias lineares.

Isto posto, conclúımos que o transporte quântico será mais eficiente quanto mais segmen-

tos lineares existirem, sendo os exemplos precedentes casos limites desta eficiência. No

mais, ressaltamos que o valor de χ∗ não fornece uma boa aproximação para outros tipos

diferentes de estruturas, como mostramos em [65].

Devemos ressaltar que, além das probabilidades explicadas acima, existem outras

maneiras de investigar do transporte quântico sobre redes. Neste trabalho, não focare-

mos nessas alternativas, apenas deixaremos para o leitor como fonte de posśıveis novos

trabalhos e estudos. Inicialmente, podemos citar o tempo médio de batida (“average hit-

ting time”) [76], que é o tempo esperado para um caminhante alcançar um determinado

vértice, previamente identificado, pela primeira vez. Uma outra quantidade é a probabi-

lidade de retorno como uma função da primeira probabilidade de chegada (“first arrival

probability”) da caminhada [77]. Neste artigo, os autores mostraram que para caminhadas

quânticas de tempo discreto, o tempo de espera para a primeira detecção do caminhante,

pode ser tanto um múltiplo inteiro do tempo de amostragem quanto um número infitino.

Eles conclúıram que esses números inteiros estavam relacionados com a função Schur da

medida subjacente. Lembramos que, as noções acima de recorrência (ou primeira de-

tecção) representam uma extensão do conceito do número de Pólya de uma caminhada

aleatória clássica às caminhadas quânticas [78], estando dentro dessas caminhadas o nosso

próprio modelo de estudo, ou seja, a CTQW [79]. Por fim, uma outra maneira de estudar

a eficiência do transporte quântico pode ser realizada através da probabilidade de sobre-

vivência (“survival probability”). Utilizando um modelo de caminhada via ligação forte

(tight-binding), esta última quantidade pode ser considerada [80].

2.3 Implementações f́ısicas das CTQWs

Numerosas propostas têm sido apresentadas para a implementação f́ısica das ca-

minhadas quânticas. Seja na f́ısica do estado sólido, ou dentro da óptica f́ısica, esquemas

experimentais têm sido criados para verificação de suas caracteŕısticas e propriedades.

Esses trabalhos possibilitam uma interação, via interferência quântica, que pode ser utili-

zada na compreensão de sistemas qúımicos, biológios e no desenvovimento da computação

quântica [51]. Nesta seção, nos restringimos à exposição de apenas duas implementações

f́ısicas da caminhada quântica de tempo cont́ınuo. Muito têm sido feito para implementar

a f́ısica quântica nos mais diferentes sistemas f́ısicos. Um dos mais proeminentes sistemas
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para análise está relacionado à caminhada quântica com fótons. Inicialmente, foi estu-

dada a caminhada com apenas um único fóton, todavia, atualmente existem sistemas que

trabalham com vários fótons correlacionados [81–84]. Para tais sistemas, o maior desafio

consiste em trabalhar com baixas decoerências, afim de preservar os efeitos não clássicos.

long silicon chip with SiOxNy waveguides with
high refractive index contrast ∆ = 4.4%. The
minimum bend radius for this index contrast is
600 mm, which enables much more rapid spread-
ing of the waveguides from the evanescent cou-
pling region where waveguides are pitched at
2.8 mm to a pitch suitable for optical fiber [250 mm
and 125 mm for photon injection and photon col-
lection, respectively (27)].

Photon pairs were generated in a frequency-
entangled but spatial mode–separable state via
type I spontaneous parametric downconversion
in a 2-mm-thick c2 nonlinear bismuth borate
BiB3O6 (BiBO) crystal, pumped with 40 mWof
402-nm light from a continuous-wave diode laser.
With an opening angle of 3°, pairs of degenerate
photons of wavelength l = 804 nm were filtered
by 2-nm interference filters and focused onto two
inputs of an array of polarization-maintaining
fibers, which were butt-coupled to the waveguide
chip. At the output of the chip, an array of mul-
timode fibers guides the photons to 12 single-
photon–counting modules. The detectors were
connected to photon-counting logic based on three
FPGA (field programmable gate array) boards
used to postselect all possible two-photon coinci-
dences between different outputs of the array in
order to reconstruct the correlation matrices (Figs.
3 and 4). Quantum interference (degree of in-
distinguishability) was controlled by relative tem-
poral delay between the pair of photons, using an

automated linear actuator, and characterizedwith a
standard Hong-Ou-Mandel experiment. The pitch
of the waveguide outputs is half that of the col-
lecting fiber arrays, allowing 121 of the 231 pos-
sible two-photon correlations to be measured at
the output.

Photons propagating through the coupledwave-
guide array (Fig. 2A) are modeled assuming
nearest-neighbor coupling with the Hamiltonian
for coupled oscillators (28), setting ħ = 1:

H% ¼ ∑
N

j¼1

�
bja

†
j aj þCj, j−1a

†
j−1ajþCj, jþ1a

†
jþ1aj

�

(1)

where the creation and annihilation operators
a†j and aj obey Bose-Einstein statistics and act
on waveguide j. In our devices, the waveguide
propagation constant bj = b and coupling con-
stant between adjacent waveguidesCj, jT1 =C are
designed to be uniform for all j. Through choice
of operatorA%, the Heisenberg equation of motion
idA%=dz ¼ ½A%, H% � models the dynamics of pho-
tons propagating along distance z of the array.
For example, the propagation of a single photon
initially injected into waveguide k is described
by A% ¼ a†k, yielding (29)

i
da†k
dz

¼ −ba†k − Ca†k−1 − Ca†kþ1 ð2Þ

Evolving the vacuum state |0〉 according to
Eq. 2 and inspecting in the Schrödinger picture
id |y1〉/dz = H(1)|y1〉, yields the effective Ham-
iltonian in the one-photon subspace H(1). From
this Hamiltonian, an adjacency matrix M (1)

j,k ¼
j 〈1jH (1)j1〉k of the graph in Fig. 1A is constructed
with the single-photon Fock basis {|1〉j} for
representation. A quantum walk on this graph
evolves over length z according to the unitary
transform U(1) = exp[−iH(1) z] (2, 29), the exact
dynamics of which can be observed by injecting
bright light into the waveguide array (17). We
used this approach to calibrate our device and the
coupling efficiencies by launching horizontally
polarized 810-nm laser light into the input of the
central waveguide, waveguide 0. We measured
the interference pattern shown in Fig. 2C, which
corresponds to the probability distribution for
single photons detected at the 21 output wave-
guides (numbered −10 on the left, through 0, to 10
on the right). Before the waveguides reach their
minimum separation at the central coupling re-
gion, they are coupled in the spreading regions
on both sides. This coupling provides an effective
coupling length of 82 mm. We determined this
length by comparing the output interference pat-
tern for an array of length 350 mm (fig. S1). From
these data, the coupling constantC = 5mm−1 was
determined by running the simulation and min-
imizing the square of the errors (27).

The propagation of two indistinguishable
photons initially injected into waveguide j and k
is modeled with the operator A

^¼ a†j a
†
k yielding

i
da†j a

†
k

dz
¼ −2ba†j a

†
k − C

�
a†j a

†
k−1 þ a†j a

†
kþ1 þ

a†ka
†
j−1 þ a†ka

†
jþ1

�
ð3Þ

From Eq. 3, the effective Hamiltonian H(2)

acting on the two-photon Fock space is extracted
as a matrix represented in the two-photon Fock
basis {|1〉j|1〉k,|2〉l} which is equal to the adjacen-
cy matrix for the graph given in Fig. 1B. Evo-
lution of the two-photon state through the device
therefore simulates a single-particle quantum
walk on the graph in Fig. 1B with O(N2) vertices
and unitary transform U(2) = exp[−iH(2)z]. In
general, a linear increase in the number of pho-
tons input into the coupled array results in ex-
ponential growth of the Hilbert space and of the
corresponding graph. Emulating this with a sin-
gle photon (or bright laser beam) would require
an exponentially large number of waveguides.
However, only when indistinguishable photons
are injected in the device can the output state be
nonseparable, exhibiting nonclassical correlated
behavior (27). The two-photon unitary evolution
can also be computed from the product of single-
photon mode transformations (29).

The measured correlation matrices Gq,r (de-
fined as the probability of detecting a two-photon
coincidence across waveguides q,r) (29, 30) for
injecting two single photons into the central neigh-
boring waveguides 0 and 1 ði:e:, a†0a†1j0〉Þ are

A

C
−10 −8 −6 −4 −2 0  2   4  6  8  10 

Output waveguide number
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Fig. 2. A continuously coupled waveguide array for realizing correlated photon quantum walks. (A) An
optical micrograph of a 21-waveguide array showing the three input waveguides, initially separated by
250 mm, bending into the 700-mm-long coupling region. All 21 outputs bend out to 125-mm spacing. (B)
Simulation of the intensity of laser light propagating in the array performed with commercial beam
propagation software (this is equivalent to 〈a+a〉 in the case of a single photon). (C) Output pattern of 810-nm
laser light propagating through the waveguide array.
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Figura 2.2 - Esquema representativo de uma matriz de guia de onda para realização de CTQWs entre
fótons correlacionados. Em (A) estão as 21 guias de onda. Em (B) é apresentado o resultado de uma
simulação. Já em (C) está o padrão de sáıda da propagação da luz laser através das guias.

Fonte: Adaptado de Peruzzo et al. (2010).

Na Fig. 2.2 apresentamos um esquema experimental, em uma dimensão, de guias

de onda utilizado para a implementação de CTQWs entre fótons correlacionados [85]. A

Fig. 2.2 (A) mostra a estrutura (“chip”) em que são constrúıdas 21 guias de onda. Trata-

se do oxinitreto de siĺıcio, que permite uma refração muito maior do que materiais do tipo

śılica sobre siĺıcio. Com esse tipo de material, há então, um meio prático para a realização

de guias de onda acopladas que podem ser conectadas a fribas ópticas. Na Fig. 2.2 (B)

há uma simulação computacional que reproduz a propagação da luz laser pelas guias de

onda. Claramente, podemos observar a interferência entre fótons presentes nas guias, e

o padrão da caminhada quântica ao se espalhar por várias guias no mesmo instante de

tempo. Por fim, na Fig. 2.2 (C) estão representadas as intensidades de interferências

dos fótons correlacionados nas sáıdas das 21 guias de onda. Como sugere a simulação,

maiores intensidades de probabilidades ocorrem para guias mais afastadas do centro da

estrutura. Para mais detalhes técnicos e informações experimentais, veja a Ref. [85] e suas

referências internas.
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In our implementation, we fabricate 2D waveguide arrays using
femtosecond laserwriting techniques (Fig. 1A) (25). Thewaveguides are
written in different depths of the borosilicate glass to form a 2D array
(26) from the cross-sectional view (Fig. 1B). The center-to-center spacing
between the two nearest waveguides is set as a spacing unit that is 15 mm
in the vertical direction (DdV) and 13.5 mm in the horizontal direction
(DdH). In this 2D array, each waveguide is set into comprehensive cou-
pling with surrounding waveguides, for example, waveguide O has dif-
ferent waveguide spacings to waveguides P, Q,M, and N as marked in

Fig. 1C, namely, DdV, DdH,
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Dd2H þ Dd2V

q
; and

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð2DdHÞ2 þ Dd2V

q
for

DdPO, DdQO, DdMO and DdNO respectively. These differences in wave-
guide spacings and waveguide-pair orientations affect the coupling co-
efficient significantly, as shown in Fig. 1D. Through themeasured value
of C following the standard method (24), we observe the exponential
decay as waveguide spacing increases and some discrepancy of C in dif-
ferent directions. We select DdH and DdV to ensure uniform coupling
coefficients for the nearestwaveguide pairs in the horizontal and vertical
directions. For other waveguide pairs in inclined directions, such as pair
M-O and pair N-O in Fig. 1C, because the directional discrepancy of

C gets smaller when waveguide spacing increases, we use the average
of the horizontal and vertical values at the corresponding spacing for
their coupling coefficient.

For aQWthat evolves along thewaveguide, the propagation length z
is proportional to the propagation time by z = ct, where c is the speed of
light in thewaveguide, and thus, for simplicity, all terms that are a function
of twould use z instead in this paper. The wavefunction that evolves from
an initial wavefunction satisfies

jYðzÞi ¼ e�iHzjYð0Þ〉 ð2Þ

where |Y(z)〉 = ∑jaj(z)|j〉, and |aj(z)|
2 = |〈 j|Y(z)||〉2 = Pj(z), respectively.

|aj(z)|
2 or Pj(z) is the probability of the walker (27) being found at

waveguide j at the propagation length z. As shown in Fig. 1E, we observe
the dynamics by injecting a vertically polarized heralded single-photon
source (810 nm) into the central waveguide (28) andmeasuring the evo-
lution patterns using an intensified charge-coupled device (ICCD) cam-
era.More details about our single-photon source and the ultralow-noise
single photon–level imaging can be found in Materials and Methods.

Fig. 1. Experimental layout. (A) Schematic diagram of 3D waveguide array fabrication using the femtosecond laser direct writing technique. (B) Photographed cross
section of a photonic lattice studied in this experiment. (C) Schematic diagram of one waveguide coupling to other waveguides in the 3D waveguide arrays, and (D) the
corresponding coupling coefficient C for different center-to-center waveguide spacings in horizontal and vertical directions. (E) Setup of single-photon experiment.
Each photonic chip to be tested incorporates many sets of 3D waveguide arrays. APD, avalanched photo diode; PBS, polarized beam splitter; HWP, half-wave plate;
QWP, quarter-wave plate; LPF, long-pass filter; PPKTP, periodically poled KTP crystal.

S C I ENCE ADVANCES | R E S EARCH ART I C L E

Tang et al., Sci. Adv. 2018;4 : eaat3174 11 May 2018 2 of 6

 on M
ay 12, 2018

http://advances.sciencem
ag.org/

D
ow

nloaded from
 

1111111111111111111111Espaçamento de guia de onda
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Figura 2.3 - Esquema experimental para a realização das CTQWs em duas dimensões via guias de onda.
Em (A) temos a gravação a laser das guias de onda; (B) representa um corte transveral da disposição das
guias; (C) indica o comprimento de separação dentre cada uma das guias; (D) a relação entre o coeficiente
de acoplamento das ondas e o espaçamento entre as ondas; (E) todos os equipamentos técnicos utilizados
para a realização da experiência.

Fonte: Adaptado de Tang et al. (2018).

Atualmente, um dos maiores desafios da implementação f́ısica das caminhadas

quânticas refere-se à dimensão em que são realizadas. Novamente, através das guias de

ondas, Tang et al. [86] demonstraram a realização das CTQWs em duas dimensões. A

propagação da caminhada quântica através das guias de onda, envolvem funções de onda

que satisfazem

|Ψ(z)〉 = e−iHz|Ψ(0)〉, (2.17)

onde |Ψ(z)〉 =
∑

j aj(z)|j〉 e |aj(z)|2 = |〈j|Ψ(z)|j〉|2 = Pj(z). Na Fig. 2.3 temos um

esquema experimental utilizado para a realização da caminhada quântica cont́ınua em

duas dimensões. Três letras importantes são a (A), (B) e (C) da Fig. 2.3. Em (A)

é mostrado a maneira como as guias de onda são criadas dentro de uma estrutura de

vidro de borossilicato. Este processo é chamado de gravação direta a laser (“direct laser-
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writing”).

These 2D patterns of different propagation lengths from both ex-
perimental evolution of heralded single photons and theoretical simu-
lations are then collected (Fig. 2). The intensity peaks always emerge
at the diagonal positions, and they move further in these directions
when the propagation length z increases. The similarity between
the two probability distributions Gi,j and G′i;j can be defined by S ¼
∑i;jðGi;jG′i;jÞ1=2

� �2
=∑i;jGi;j∑i;jG′i;j (15). For the five pairs in Fig. 2, the

similarities are calculated as 0.961 (Fig. 2A and F), 0.957 (Fig. 2B and G),
0.920 (Fig. 2C and H), 0.917 (Fig. 2D and I), and 0.913 (Fig. 2E and J),
respectively. Therefore, there is a good match between experimental evo-
lution patterns and the theoretical results of 2D QWs.

The transport properties of QWs
We know QWs have unique transport properties, which could be
examined from the variance against the propagation length, as defined
in Eq. 3

sðzÞ2 ¼ ∑
N

i¼1Dl
2
i PiðzÞ

∑N

i¼1PiðzÞ
ð3Þ

where Dli is the normalized spacing between waveguide i and the cen-
tral waveguide where the single photons are injected into. Plotting the
variance–propagation length relationship with double-logarithmic
axes, the ballistic 1D QW is known for yielding a straight line with
slope 2, whereas the diffusive 1D classical random walk results in a
straight line with slope 1, that is, QW transports quadratically faster
than the classical random walk (29).

The variance for both 1DQWs in theory and 2DQWs in theory and
in experiments is presented in Fig. 3A. All QWs have the same coupling
coefficient for waveguide pairs of the nearest spacing, and the walks
evolve in a lattice large enough to ignore boundary effects. For 2D
QW, the experimental results agree well with the theoretical ones.
The variance from 1D QW in theory goes all the way below the
2D case, as a walker can move in more directions in the latter. How-
ever, the variance for all these QWs follows the trend of slope 2 rather
than slope 1, suggesting the universal ballistic spreading for both 1D
and 2D QWs, which distinguishes them from diffusive classical ran-
dom walks.

Projecting the evolution patterns of a 2DQWand a 2D classical ran-
domwalk onto the x and y axes (Fig. 3, B and C), the randomwalk in
a 2D Gaussian distribution (30) has the projection profiles of a 1D
Gaussian distribution, whereas the projection profiles for the quantum
case show a ballistic shape similar to the 1D QWs. It indicates that the
intensity peaks in random walks always remain in the center, but those
in the QWs always move to all frontiers, causing a larger variance for
the latter.

The recurrent properties of QWs
Wefurther investigate thedifferencebetweenQWsofdifferentdimensions,
which can be gauged byP0(z) and the Pólya number, two indices that con-
cern the recurrent properties of a walker in a network (31, 32).

P0(z), the probability of a walker being found at the initial waveguide
after a propagation length z, is plotted in Fig. 4A. All QWs have a
decreasing P0(z) as z increases, but follow different asymptotic lines.
A walker in a 2D lattice evolves away from the original site much faster
through many additional paths and is less likely to move back (with a
smaller oscillation) compared to the 1D scenario.

A system can be judged to be recurrent or transient depending
on the Pólya number, through the definition (31, 32)

P ¼ 1� ∏
∞

m¼1
½1� P0ðzmÞ� ð4Þ

where zm is a set of propagation lengths sampled periodically (32).
When the Pólya number is 1, a system is recurrent, because P0(zm)
can always be a large value to make ∏∞

i¼1½1� P0ðzmÞ� close to zero,
whereas for a transient system, P0(zm) quickly drops to a very marginal
value so the Pólya number would be smaller than 1 (33, 34).

2D QWs in experiment and in theory and 1D QWs in theory show
Pólya numbers approaching 0.887, 0.912, and 0.998, respectively (Fig. 4B).
The 2D QW is much less inclined to be recurrent than the 1D QW. Fur-
ther interpretation (32) comes from the asymptotic features z−d. It has
been pointed out that transient systems tend to have a value of d larger
than 1, whereas d for recurrent systems would be equal to or go below 1.

Fig. 2. 2D QWs of different propagation lengths. (A to E) Experimentally ob-
tained probability distribution of heralded single photons and (F to J) theoretical prob-
ability distribution. Thepropagation lengths are 1.81mm for (A) and (F), 3.31mm for (B)
and (G), 4.81 mm for (C) and (H), 7.31 mm for (D) and (I), and 9.81 mm for (E) and (J).
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Figura 2.4 - Intensidade de probabilidade para diferentes comprimentos de propagação da CTQW em
duas dimensões. As Figs de (A)-(E) são resultados experimentais, enquanto que as Figs de (F)-(J)
mostram simulações teóricas.

Fonte: Adaptado de Tang et al. (2018).

Em (B) temos um corte transversal de como são dispostas cada uma das guias de onda.

A influência que cada guia de onda terá, umas nas outras, está retratada em (C), onde

são apresentados os espaçamentos entre guias na vertical e horizontal. Quanto mais dis-

tante, menor a interação. As figuras (D) e (E) mostram, respectivamente, os diferentes

coeficientes de acoplamento entre as guias de onda e todo o aparato experimental para a

realização da implementação f́ısica. Assim, é posśıvel observar, na Fig. 2.4 as intensidades

de probabilidades da caminhada quântica sobre guias de ondas em duas dimensões. Nas

Figs. de (A)-(E) são mostrados resultados experimentais, enquanto que nas Figs. de (F)-

(J) são mostradas simulações teóricas. Notamos que, o caminhante quântico encontra-se
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com maior probabilidade na guia inicial, e dado os coeficientes de acoplamentos, ele se

espalha por outras guias. Temos aqui, uma boa confirmação entre resultados experimen-

tais e teóricos. Para mais detalhes técnicos e informações experimentais, veja a Ref. [86]

e suas referências internas.



Caṕıtulo 3

Transporte quântico sobre redes

multicamadas do tipo dendŕımero

Em linhas gerais, neste caṕıtulo serão apresentados os resultados da investiga-

ção do transporte quântico, via CTQWs, sobre redes multicamadas do tipo dendŕımero

(RMTDs) [65]. O processo de construção, de tais estruturas, consiste em colocar várias

redes dendŕımero, de funcionalidade fD = 3, umas sobre as outras, conectando-as através

de ligações entre vértices de camadas vizinhas. A partir de um parâmetro de probabili-

dade p, adicionamos, entre vértices de mesma geração da rede dendŕımero, novas ligações

(intraconexões). Consideramos dois casos extremos: p = 0.0, representando um dendŕı-

mero puro (árvore de Cayley pura) e p = 1.0, consistindo em um dendŕımero modificado

completo. Por outro lado, as ligações entre camadas (interconexões) serão removidas atra-

vés da probabilidade 1 − q. Nossos resultados indicam um melhor transporte quântico

sobre RMTDs quando temos p ≈ 0.9 e q ≈ 0.9, ou seja, para redes com ausência de uma

intra- ou interconexão.

3.1 Introdução

O termo dendŕımero tem origem na junção de duas palavras gregas: “dendron”,

que significa árvore e “meros” cujo significado nos remete à parte [63, 87, 88]. Portanto,

ao investigarmos o transporte quântico sobre estruturas do tipo dendŕımero, estamos

nos referindo a tipos de redes ramificadas. Inicialmente, esta nomenclatura foi feita por

Vögtle et al. [89], em 1978, substituindo assim os termos “arborols” e “cascade molecules”,

na época utilizados para a descrição de moléculas que possuem grandes ramificações em

sua composição. Atualmente, os termos anteriormente citados, ainda são válidos, todavia

o nome dendŕımero é mais comum. A natureza possui uma infinidade de estruturas que

apresentam esse caráter de ramificação. Em diversos sistemas notamos o crescimento de

uma estrutura subjacente que, a partir de uma origem, desenvolve-se de maneira regular

e hiper-ramificada. Por exemplo, em tecnologia, arte, crescimento de uma árvore, criação

de uma teia de aranha, vasos sangúıneos, para citar apenas alguns, todos possuem uma

caracteŕıstica dendŕıtica [63]. Dendŕımeros também podem ser utilizados como alternativa

na representação de um estrutura fractal. Na Fig. 3.1 temos um triângulo de Sierpinski
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que representa uma estrutura fractal. A partir dos pontos médios dos lados do triângulo

equilátero inicial (G = 1), constrúımos um novo triângulo equilátero, menor que o orginal,

representado pelas linhas em verde. Retiramos esse novo triângulo e então temos a geração

G = 2. Esse processo pode ser iterado até a geração desejada. Observe que, a cada nova

retirada de um triângulo podemos associar ao centro do triângulo removido um vértice.

E a partir dáı, podemos ligar cada um desses centros. A figura, interna ao triângulo de

Sierpinski, presente em G = 4, é uma estrutura do tipo dendŕımero. Seu crescimento

segue juntamente com o aumento das gerações do fractal de Sierpinski.

Triângulo removido

G
=
1

G
=
2

G
=
3

G
=
4

Figura 3.1 - Representação de um triângulo de Sierpinski com número de geração igual a G = 4. A
cada centro de um triângulo equilátero removido, associamos um vértice. Ao ligarmos os vértices, uns
aos outros, a estrutura interna resultante é um dendŕımero.

Fonte: Adaptado de Vögtle et al. (2009).

Estruturas constitúıdas por dendŕımeros possuem uma ampla aplicabilidade.

Como exemplo, citamos as suas diversas aplicações dentro da biomedicina. Através da

forma, do tamanho e de sua longa ramificação, os dendŕımeros são estruturas ideais para

a entrega de drogas dentro do corpo humano, assim como, para a transfecção genética,

ou seja, a modificação genética das células [90–92]. A construção de um dendŕımero pode

iniciar a partir de um centro (“core”) ou através das periferias da estrutura. Um poĺımero

acesśıvel comercialmente e de fácil sintetização é a poliamidoamina (PAMAN), constrúıda

a partir de um centro. Na Fig. 4.1 temos a imagem do processo de construção de uma ar-

quitetura PAMAN. O crescimento ocorre a partir de um centro e, como podemos observar,

o diâmetro da estrutra cresce de maneira linear, em contraste com os componentes perifé-

ricos (“surface groups”) que crescem de maneira exponencial. Dentre os diversos trabalhos
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relacionados à dendŕımeros, há também estudos teóricos e experimentais que investigam

fenômenos de transporte em suas estruturas [93]. Alguns destes sistemas apresentam

caracteŕısticas que podem ser modeladas através de transportes incoerentes (clássico),

enquanto outros através de transportes coerentes (quântico); ver Ref. [93] e referências

internas. Desta forma, modelar o transporte sobre dendŕımeros é assumir seus componen-

tes como estados em que há uma excitação, com ligações conectando-os. Neste caṕıtulo,

fazemos exatamente essa representação para estruturas do tipo dendŕımero.

conformational changes are dependent on the charge of the respec-
tive functional groups. For PPI dendrimers having surface carboxylate
groups instead of amines, small angle neutron scattering (SANS) and
NMR measurements show that these dendrimers possess the most
extended conformations at pH 4 and 11. This observation has been re-
lated to electrostatic repulsion between interior cationic protonated
tertiary amines at low pH, and electrostatic repulsion between anion-
ic deprotonated carboxylates on the surface at high pH. Either posi-
tive or negative repulsions are forcing the dendritic branches apart.
At pH 6, carboxylate-terminated PPI dendrimers exhibit no net
charge, resulting in a tighter conformation controlled by intramolec-
ular hydrogen bonds between terminal groups and groups in the
core [35]. In addition to the pH of the bulk solution, the solvent polar-
ity will effect the dendrimer conformation in a similar way as ob-
served for micelles. Recent NMR studies performed on polar PPI
dendrimers indicate that apolar solvents such as benzene will favor
intramolecular interactions, i.e., hydrogen bonds, resulting in back-
folding of the dendrimer arms into the interior, whereas more polar
solvents such as chloroform will compete for and thus weaken
these intramolecular interactions in favor of solvated arms, allowing
a more extended conformation of the dendrimers [36]. As a result of
these interactions, polar dendrimers will have a higher density at
the core in poor (apolar) solvents and a higher density at the surface in
good (polar) solvents [37]. These solvent-dependent conformational

changeswill reverse in the case of less polar dendrimers (i.e., dendrimers
containing aryl groups or other hydrophobic moieties as building ele-
ments), thus forcing these dendrimers to behave as inverse micelles
[38]. A critical property difference relative to micelles is the increased
density of surface groups with higher generations. At some generational
level, the surface groups will reach the so-called “de Gennes dense pack-
ing” limit and seal the interior from the bulk solution (Fig. 4) [39,40]. This
limit depends on the strength of intramolecular interactions between ad-
jacent surface groups and, therefore, on the condition of the bulk solution
(i.e., pH, polarity, temperature). This feature can be utilized to tailor the
encapsulation and release properties of dendrimers, for example in
drug delivery applications, coined by Meijer and colleagues as the ‘den-
dritic box’ approach [40]. This phenomenon was originally noted for
PAMAM dendrimers by Tomalia and co-workers and referred to as
unimolecular encapsulation [41,42]. Surface-modification of G=5 PPI
dendrimers with Boc-protected amino acids induced dendrimer encap-
sulation properties by the formation of dense, hydrogen-bonded surface
shellswith solid-state character. Small guest-moleculeswere captured in
such dendrimer interiors andwere unable to escape even after extensive
dialysis. The maximum amount of entrapped guest molecules was di-
rectly proportional to the shape and size of the guest molecules, as well
as to the amount, shape and size of the available internal dendrimer cav-
ities. Four large guest-molecules (i.e., Rose Bengal) and 8–10 small
guest-molecules (i.e., p-nitrobenzoic acid) could be simultaneously

Fig. 3. (A) Gel electrophoresis of PAMAM dendrimers with various generations (G=0–6) and cores (ethylene diamine (EDA); diamino butane (DAB), hexane (HEX), dodecane
(DODE); cystamine (CYST)). (B) Size exclusion chromatography (SEC) of dendrimers generation G=0–9 versus a random coil polymer.

Fig. 2. Graphical presentation of PAMAM dendrimers from core to generation G=7 showing the linear increase in diameter and exponential growth of the number of surface groups.
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Figura 3.2 - A representação do crescimento, até geração G = 7, da poliamidoamina (PAMAN). Trata-
se de um exemplo marcante da caracteŕıstica ramificada de estruturas do tipo dendŕımero. Enquanto o
diâmetro aumenta de maneira linear, os componentes periféricos crescem de forma exponencial.

Fonte: Adaptado de Svenson & Tomalia (2012).

Nos últimos anos, a teoria de redes complexas tem sido uma ferramenta impor-

tante na descrição dos mais diferentes sistemas f́ısicos, sociais, biológicos ou financeiros.

Todavia, recentemente essa teoria vem sendo ampliada para sistemas que apresentam di-

ferentes formas de conexão e interação, estando mais próxima de uma descrição real dos
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fenômenos. Esse novo modelo de redes complexas recebeu o nome de redes multicamadas,

o que deu ińıcio a uma quantidade enorme de trabalhos cient́ıficos [94–100]. Essas novas

estruturas de redes complexas são compostas por camadas colocadas umas sobre as ou-

tras. Para uma análise mais clara, porém não trivial, assumi-se que cada camada contém o

mesmo número de nós. Agora, devemos fazer a identificação de dois tipos de ligações entre

os vértices da rede: as intraconexões, que são ligações entre vértices de mesma camada,

e as interconexões, que são ligações entre vértices de diferentes camadas [66,67]. Através

dessa nova forma de representação das redes complexas, tentamos melhorar o transporte

quântico sobre redes do tipo dendŕımero. Sabemos que para árvores ramificadas, como

por exemplo, árvores de Cayley ou estrelas [62], o transporte quântico apresenta baixa

eficiência. Ou seja, a caminhada quântica tende a permanecer em apenas algumas regiões

da rede, o que caracteriza fortes efeitos de localização. Com a finalidade de contornar

este problema, utilizamos redes multicamadas, constrúıdas a partir de dendŕımeros, para

melhorar a eficiência do caminhante quântico ao se deslocar sobre os vértices da rede.

Para melhorar a eficiência do transporte quântico, adicionamos, entre vértices

de mesma geração da rede dendŕımero, uma nova ligação através da probabilidade p.

Os casos limites correspondentes são os seguintes: para p = 0.0 temos um dendŕımero

puro, enquanto que para p = 1.0 temos um dendŕımero modificado completo. Além disso,

investigamos o caso em que retiramos, aleatoriamente, através da probabilidade 1 − q,

ligações que conectam vértices de camadas distintas. Nosso trabalho, teórico e numérico,

fornece um estudo minucioso do transporte quântico produzido pelas diferentes escolhas

dos parâmetros p e q. Na próxima seção, fornecemos a explicação completa e detalhada

do processo de construção das nossas RMTDs.

3.2 Rede multicamada do tipo dendŕımero (RMTD)

Nesta seção apresentaremos os passos para construção da rede multicamada do

tipo dendŕımero (RMTD). Este processo de construção pode ser divido em duas partes

distintas. Primeiramente, definimos como topologia inicial a rede dendŕımero (ou árvore

de Cayley) com funcionalidade fD = 3 e número de geração G. Por funcionalidade estamos

nos referindo à quantidade de ligações emergentes de cada vértice (ou grau do vértice).

Em seguida, após a criação de cada rede dendŕımero, empilharemos umas sobre as outras

de maneira a construir uma rede com múltiplas camadas, ou seja, uma rede multicamada

do tipo dendŕımero. Uma rede multicamada é uma sequência de L camadas, constrúıdas

umas sobre as outras, com seus vértices interconectados através de ligações, nó para nó,

entre camadas vizinhas mais próximas.

Na Fig. 3.3 temos o processo de construção de uma rede dendŕımero: em (a) para

p = 0.0 e G = 2 e em (b) para p 6= 0.0 e G = 2. Iniciamos com os passos apresendados e-
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Figura 3.3 - Passos da construção de uma única camada de dendŕımero com funcionalidade fD = 3. Em
(a) temos a representação até geração G = 2. Observe que iniciamos com um nó central (G = 0) e a cada
passo da construção todos os vértices internos possuem três ligações. Este processo pode ser iterado até
a geração G desejada. Nós periféricos possuem apenas uma única ligação e não há ligações entre vértices
de mesma geração (p = 0.0). Em (b) alteramos o valor da probabilidade p (p 6= 0.0) e novas ligações,
apenas entre nós de mesma geração, são adicionadas (I, II, III e IV, neste exemplo).

m Fig. 3.3 (a). O processo de construção inicia com a criação do vértice central, denotado

por 1, que representa o número de geração G = 0. Em seguida, conectamos ao nó central,

a partir de três ligações, três novos vértices, representados por 2, 3 e 4, que irão formar

a primeira geração G = 1. Uma vez que os vértices da primeira geração já possuem

uma ligação, à eles são conectados, a partir de duas novas ligações, dois novos vértices.

Esses últimos representados pelos nós 5, 6, 7, 8, 9 e 10; esta será a segunda geração

G = 2. Seguindo o mesmo processo, mais gerações podem ser constrúıdas até o número

G desejado, com os nós internos mantendo o mesmo número de conexões das gerações
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antecedentes. Com facilidade, podemos observar que, nós internos terão fD = 3, enquanto

nós periféricos, isto é, nós da última geração (G = 2, neste exemplo) terão fD − 2 = 1

conexão. O número total de vértices de uma rede dendŕımero com número de geração G

e funcionalidade fD = 3 é dado por

ND = 3(2G − 1) + 1. (3.1)

Agora, iremos alterar a probabilidade p, isto é, avaliaremos o que ocorre na Fig. 3.3

(b). Uma vez constrúıda a rede dendŕımero, faremos algumas modificações. Estamos nos

referindo à adição de novas ligação entre vértices de mesmo número de geração mediante

probabilidade p. Todas as novas ligações posśıveis recebem a chance de serem conectadas

entre os vértices, caso a escolha de um número aleatório seja menor que p. Aqui, temos

dois casos limites: (i) para p = 0.0 temos o que denominamos de dendŕımero puro (ou

árvore de Cayley pura) e (ii) para p = 1.0 temos um dendŕımero modificado completo

(ou, como adotamos para publicação, uma spiderweb completa, devido sua semelhança

com redes ramificadas criadas por aranhas). Para valores de p no intervalo 0.0 < p < 1.0

obtemos redes do tipo dendŕımero modificadas (ou spiderwebs modificadas). Para a Fig.

3.3 (b) adicionamos, com probabilidade p = 0.4, novas ligações entre os nós pertencentes

à mesma geração. Observe que, temos um total de 9 posśıveis ligações adicionais: três

entre os nós da geração G = 1 e seis entre os nós da geração G = 2. As linhas pontilhadas

em azul representam todas as novas posśıveis ligações; todas elas só serão adicionadas

quando p = 1.0. As linhas sólidas em azul representam as conexões que foram escolhidas,

de maneira aleatória, pelo nosso algoritmo. Por exemplo, foram escolhidas quatro novas

conexões representadas por I, II, III e IV, que referem-se aos pares (3,4), (9,10), (5,10) e

(6,7), respectivamente. Importante ressaltar que, apesar da criação de novas ligações, o

número total de vértices ND da rede dendŕımero permanece constante.

Apresentados os passos necessários para a construção de uma única camada de

rede dendŕımero, agora iremos apresentar a segunda parte da construção da RMTD. Te-

mos a representação de uma RMTD na Fig. 3.4. A partir da criação de cada camada,

agora elas serão empilhadas umas sobre as outras. Importante ressaltar que, para termos

uma melhor estat́ıstica em relação à probabilidade p, não empilharemos camadas iguais.

Ao contrário, diferentes novas camadas são criadas a partir do passo inicial (mostrado em

Fig. 3.3), permancendo o valor de p constante. Devido à adição de novas ligações entre

vértices de mesma geração, de uma única camada, podemos nomear estas estruturas como

RMTDs modificadas. Cada camada será interconectada à sua camada vizinha mais pró-

xima através das ligações esquematicamente apresentadas em vermelho. Neste momento,

criamos um novo parâmetro de probabilidade representado por q. Este novo parâmetro

estabelece se haverá ou não a criação de novas interconexões entre os vértices de camadas

vizinhas mais próximas. Note que, a função do parâmetro q é a mesma realizada pelo pa-
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Figura 3.4 - Exemplo de duas redes multicamadas do tipo dendŕımero (RMTDs) com G = 2 gerações
e L = 3 camadas. Cada camada é constrúıda a partir de uma rede dendŕımero com fD = 3. Em (a)
temos uma RMTD completa, isto é, todas as ligações entre camadas estão presentes (q = 1.0); observer
que cada camada é constitúıda por uma rede dendŕımero puro (p = 0.0). Em (b) temos uma RMTD
incompleta, isto é, algumas ligações entre camadas foram removidas com probabilidade 1−q; observe que
o valor da probabilidade p para cada camada é mantido constante e igual a p = 0.3; e fizemos q = 0.2.
As interligações entre as camadas internas estão representadas pelas linhas sólidas em vermelho.

râmetro p. Todavia, este último adiciona novas ligações entre vértices de mesma geração

em uma única camada (intraconexões), enquanto o primeiro adiciona novas ligações entre

vértices de camadas vizinhas (interconexões). Esquematicamente, apresentamos na Fig.

3.4 a realização de duas RMTDs com três camadas (L = 3), na qual há um exemplo

para RMTD completa e RMTD incompleta. Em (a), todas as ligações entre vértices

de camadas distintas estão presentes, dáı o termo completa. Por outro lado, em (b),

as linhas pontilhadas representam a ausência de ligação entre os vértices vizinhos; já as

linhas sólidas em vermelho mostram as ligações escolhidas por nosso algoritmo. Para este

exemplo, temos q = 0.2, desta forma, quatro ligações são criadas entre as camadas, a

partir de um total de 20 posśıveis conexões. Os pares de vértices (2,12), (9,19), (11,21) e

(16,26) correspondem às quatro ligações criadas. Devido à ausência de algumas ligações

entre as camadas, podemos chamar estas estruturas de RMTDs incompletas. Observe que,

camadas periféricas conectam-se apenas a uma única camada vizinha, enquanto camadas

internas possuem duas camadas mais próximas. Em geral, para uma RMTD com L

camadas, compostas por dendŕımeros (puros ou modificados) de geração G, o número

total de vértices é dado por NRMTD = LND. Enquanto que, o número de posśıveis

ligações adicionais para cada camada é dado por 3(2G − 1). Já para conexões entre
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camadas vizinhas, o número de posśıveis conexões adicionais é (L− 1)ND.

Na próxima seção, apresentaremos os resultados obtidos para o espectro de auto-

valores de RMTDs completas. Nossa investigação levará em conta a alteração no número

de camadas, assim como a mudança nos valores do parâmetro de probabilidade p. Co-

nhececer o espectro de autovalores, no modelo CTQW, é importante para a análise do

transporte quântico sobre redes.

3.3 Espectro de autovalores para RMTDs completas

Na Fig. 3.5 apresentamos o espectro de autovalores para as RMTDs completas.

Nesta análise, deixamos fixo o número de geração de cada camada em G = 5, o que

equivale a Ncamada = 94 nós por camada. A construção das estruturas segue o seguinte

conjunto de parâmetros: em Fig. 3.5 (a) (p, q) = (0.0, 1.0) e em (b) (p, q) = (1.0, 1.0).

Uma vez que, desejamos avaliar o impacto da quantidade de camadas sobre o transporte

quântico, de maneira progressiva aumentamos o número L. Iniciamos com L = 1 e au-

mentamos até o valor máximo de 50 camadas. Observe que, ao escolhermos os parâmetros

(p, q) acima, estamos realizando a transição de uma rede dendŕımero puro (p = 0.0) e rede

dendŕımero modificado completo (p = 1.0) à uma rede multicamada (L > 1). Ao com-

pararmos os espectros dos dois conjuntos de parâmetros, fica evidente o espectro discreto

para redes com apenas uma única camada. Esse último é notável para a rede dendŕı-

mero puro (p = 0.0) em Fig. 3.5 (a). Note que, este comportamento é alterado quando

camadas são adicionadas. O espectro discreto, então, é alterado, dando lugar a um es-

pectro cont́ınuo, o que é caracteŕıstica notável do espectro de autovalores de uma cadeia

linear. Uma vez que, cadeias lineares possuem melhor eficiência no transporte quântico, o

espectro cont́ınuo irá impactar na eficiência do transporte quântico em nossas estruturas

RMTD. Para regiões com valores de autovalores pequenos, dois destaques (inset) foram

feitos, tanto em Fig. 3.5 (a) quanto em (b). Fica evidente a quebra na caracteŕıstica

discreta do espectro para redes com uma única camada. Ao criarmos novas camadas,

outra caracteŕıstica observada é o aumento no valor do autovalor mais elevado, λmax. Por

outro lado, há diminuição no autovalor mais baixo, λmin. Observe que, na Fig. 3.5 (b), há

uma rapidez na mudança do espectro discreto para cont́ınuo. Isto ocorre devido à adição

de novas ligações entre vértices de mesma camada, isto é, p > 0.0.
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Figura 3.5 - Espectro de autovalores para RMTDs completas, com G = 5 gerações e número de camadas
L variável. Em (a) cada camada é formada por dendŕımeros puros (p = 0.0). Já em (b) cada camada é
formada por dendŕımeros modificados completos, isto é, p = 1.0. Em destaque, tanto em (a) quanto em
(b), mostramos regiões de autovalores pequenos, onde fica evidente o espectro discreto.

Ainda sobre o espectro de autovalores, agora, na Fig. 3.6, nos concentramos em

avaliar a influência da probabilidade p. Variamos este parâmetro de 0.0 até 1.0 em passos
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Figura 3.6 - Espectro de autovalores para RMTD completa, com G = 5 gerações e número de camadas
fixo em L = 10. Aqui, investigamos a influência do parâmetro p, variando-o de 0.0 até 1.0, em passos
de 0.1. Mesmo para valores pequenos de p o espectro discreto é rapidamente substitúıdo pelo espectro
cont́ınuo. Este fato terá grande influência sobre a eficiência do transporte quântico.

de 0.1. Nossas estruturas RMTD, para este caso, possuem os seguintes valores fixos: G = 5

gerações e L = 10 camadas. Para termos uma melhor estat́ıstica, utilizamos uma média

sobre S = 10 realizações. Novamente, para uma RMTD com dendŕımeros puros (p =

0.0), notamos um espectro de autovalores discreto. Todavia, este último é rapidamente

substitúıdo por um espectro cont́ınuo - isto pode ser observado mesmo para pequenos

valores de p. Este é um ponto fundamental do nosso trabalho: a adição de novas ligações

(modificação na topologia da rede). Por consequência direta, observamos um aumento

na magnitude dos autovalores. E o surgimento de um espectro de autovalores cont́ınuo

será responsável pelo crescimento na eficiência do transporte quântico. O espectro de

autovalores, também pode ser determinado de maneira anaĺıtica. Neste trabalho, fazemos

apenas uma análise numérica desses valores. No caso especial, onde todas as camadas que

compõe uma rede multicamada são iguais, os autovalores são dados por:

Λj = 2− 2 cos

(
jπ

L

)
+ λi, (3.2)

onde j = 0, 1, . . . , L−1 representa o número de camadas, λi (i = 1, . . . , N) são os Ncamada

autovalores da matriz de conectividade Acamada de uma única camada.

Na seção seguinte, nos concentramos nos resultados do transporte quântico sobre

RMTDs completas encontrados a partir da probabilidade de transição πj,k(t), Eq. 2.9.
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Nossos resultados são apresentados através de mapas bidimensionais (spacetime struc-

tures), em que a intensidade de probabilidade está diretamente relacionada à coloração

estabelecida nas barras de probabilidades.

3.4 Probabilidades de transição sobre RMTDs com-

pletas

Para avaliarmos o transporte quântico sobre RMTDs completas iniciamos com

a probabilidade quântica de transição πj,k(t), Eq. 2.9. Para uma CTQW ela representa

a probabilidade de um caminhante iniciar sua dinâmica em k e alcançar, após um tempo

t, o vértice j. Escolhemos apresentar nossos resultados através de um contorno de pro-

babilidades fornecido pela representação em duas dimensões nas Figs. 3.7 e 3.9. Afim

de compararmos o comportamento de πj,k(t) sobre estruturas distintas, constrúımos três

diferentes RMTDs. A Fig. 3.8 contém as três diferentes RMTDs. Em (a), temos uma rede

com apenas duas camadas (L = 2), porém com um número elevado de geração, G = 3.

Já em (b), temos uma rede compacta com quatro camadas (L = 4) e número de geração

G = 2. Por fim, em (c), temos uma rede longa composta por dez camadas (L = 10) e com

G = 1. Para todos os três casos citados anteriormente, mantemos fixos os parâmetros p e

q em 1.0 e 1.0, respectivamente.
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Figura 3.7 - Probabilidades de transição πj,k(t) para t = 10 sobre RMTDs completas. Em (a) para a
estrutura contida na Fig. 3.8 (a). Já em (b) para a estrutura contida na Fig. 3.8 (b). Por fim, em (c)
para a estrutura na Fig. 3.8 (c). A intensidade das cores representa as probabilidades do caminhante
quântico ao espalhar-se sobre a rede.

Nas Figs. 3.7 (a)-(c), avaliamos a probabilidade de transição πj,k(10) para um

intervalo de tempo relativamente curto, t = 10. Para o primeiro tipo de estrutura [Fig.

3.8 (a)], a Fig. 3.7 (a) nos mostra que o caminhante quântico encontra-se no seu vértice

de partida ou estará localizado nos vértices vizinhos mais próximos. Nossos resultados

indicam o maior valor de probabilidade como sendo igual a 0.25, e este valor foi encontrado

para os seguintes pares de vértices, por exemplo: (11,18), (14,19), (15,22), (33,40), (36,41)

e (37,44). Note que, todos esses vértices pertencem à última geração (nós periféricos) de
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Figura 3.8 - Representação de três estruturas RMTDs completas. Em (a) temos uma rede larga corres-
pondendo a G = 3 e L = 2. Já em (b) temos uma rede compacta para a qual definimos G = 2 e L = 4.
Por fim, em (c) temos uma rede longa contendo G = 1 e L = 10. Nos três casos deixamos fixos p = 1.0 e
q = 1.0. Temos (Ncamada, Fig.) = (44, a), (40, b), (40, c).

cada camada. Ao compararmos estes resultados com os da Fig. 3.8 (b), observamos

uma melhor distribuição das probabilidades. Todavia, o valor da probabilidade mais

elevada torna-se um pouco menor: 0.24. Encontramos este valor para vértices que estão

na periferia das camadas mais externas [Fig. 3.8 (b)]. Nominalmente, temos: (5,8), (6,9),
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(7,10), (35,38), (36,39) e (37,40). Também encontramos uma igualdade nos valores de

probabilidade π1,1(10) e π31,31(10). Estes dois últimos valores significam o retorno do

caminhante ao vértice de partida (centros das camadas periféricas). Por fim, na Fig. 3.7

(c) avaliamos o comportamento de πj,k(10) para redes com maior quantidade de segmentos

lineares [Fig. 3.8 (c)]. Observe que, a presença desses segmentos torna o espalhamento

do caminhante quântico sobre a rede mais acentuado. Nossos resultados indicam uma

quantidade maior de nós com probabilidade acima de 0.1. Para os vértices pertencentes à

segunda e nona camadas, {5, 6, 7, 8} e {33, 34, 35, 36}, respectivamente, encontramos uma

probabilidade máxima igual a 0.15.
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Figura 3.9 - Probabilidades de transição πj,k(t) para t = 60 sobre RMTDs completas. Em (a) para a
estrutura contida na Fig. 3.8 (a). Já em (b) para a estrutura contida na Fig. 3.8 (b). Por fim, em (c)
para a estrutura na Fig. 3.8 (c). A intensidade das cores representa as probabilidades do caminhante
quântico ao espalhar-se sobre a rede.

Nas Figs. 3.9 (a)-(c), avaliamos a probabilidade de transição πj,k(60) para um

intervalo de tempo mais estendido, t = 60. Para o primeiro tipo de estrutura [Fig. 3.8

(a)], a Fig. 3.9 (a) nos fornece que o caminhante quântico possui alta probabilidade de

permanecer em sua camada de origem. De fato, encontramos os maiores valores de πj,k

- neste caso, 0.35 - para os vértices localizados no centro das camadas, isto é, para π1,1

e π31,31. Observe que, isto nos indica que o caminhante retorna com maior frequência ao

centro de sua camada. Já para o segundo tipo de estrutura [Fig. 3.8 (b)], a Fig. 3.9

(b) nos informa que a caminhada quântica espalha-se sobre toda a rede com preferência

a estar localizada em camadas que podemos considerar simetricamente opostas. Por

exemplo, o caminhante localizado na primeira camada opõe-se à quarta camada, ocorrendo

o mesmo para as camadas dois e três. De fato, encontramos o maior valor de probabilidade

como sendo igual a 0.34, o que ocorre para 24 pares de nós (j, k). Ao avaliarmos as

probabilidades, percebemos que estes pares de nós correspondem à vértices periféricos,

desta forma, podemos concluir que a caminhada quântica espalha-se mais acentuadamente

sobre os segmentos lineares que unem as camadas. Por fim, na Fig. 3.9 (c) nossos

resultados confirmam a evidência citada anteriormente: a caminhada quântica espalha-se

com maior probabilidade sobre as interligações. A maior probabilidade tem uma leve

diminuição, com seu valor sendo igual a 0.22, encontrada para 16 pares de nós (j, k). No
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entanto, esta diminuição não indica um transporte ineficiente. Pelo contrário, a caminhada

quântica tende a espalhar-se ainda mais sobre a rede, tendo preferência, novamente, pelas

interligações. E de fato, o que a análise das duas últimas figuras evidenciam torna-se um

padrão, ou seja, para outros valores de tempo t o caminhante quântico tende a propagar-se

sobre ligações entre as camadas da RMTD.

Na próxima seção, fazemos uma análise de comparação entre os transportes

clássico e quântico sobre RMTDs completas. Apresentaremos os comportamentos das

probabilidades médias de retorno clássica e quântica, p(t) e π(t), respectivamente. A

rapidez de seus decaimentos, nos indicam uma eficiência ou não da caminhada quântica

sobre a rede.

3.5 Transportes clássico e quântico sobre RMTDs com-

pletas

Nossa análise do transporte quântico também investigou as probabilidades médias

de retorno clássica p(t), Eq. 2.12, e quântica π(t), Eq. 2.13. O resultado desta análise está

apresentado na Fig. 3.10, para o qual mantivemos fixos G = 5 (Ncamada = 94 vértices por

camada) e q = 1.0. Na Fig. 3.10 (a), avaliamos o caso para quando temos uma RMTD

completa e formada por dendŕımeros completos, isto é, p = 1.0. Note que, variamos

o número L de camadas. De imediato, podemos ver que a probabilidade clássica, p(t),

tende para o seu valor de equiĺıbrio (equipartição): p(t) ∝ 1
N

, na região de tempo longo.

Isto ocorre para qualquer que seja a topologia estudada. Nas duas outras regiões, de

tempo curto e tempo intermediário, observamos outros comportamentos. Para tempos

curtos, devido à presença de segmentos ramificados, não há um comportamento de escala,

isto é, a caminhada clássica não segue um padrão de difusão. No entanto, para regiões

intermediárias notamos um decaimento do tipo lei de potência para p(t). Isto indica que

o caminhante clássico propaga-se sobre toda a rede através dos segmentos mais lineares.

Como mostrado no gráfico, encontramos os valores do expoente de lei de potência igual

a −0.87 para RMTD com L = 1, e −1.3 para RMTD com L = 10. Note que, para

RMTD contendo uma grande quantidade de camadas, L = 100, observamos a existência

de duas regiões com comportamento de escala. Para cada uma determinamos um valor de

expoente igual a −1.35 e −0.38, respectivamente. Embora a quantidade de vértices seja

maior para L = 10 comparado com L = 1, o valor de equipartição é alcançado ao mesmo

tempo para as duas estruturas. Para as RMTDs analisadas nesta seção, os vértices que

possuem grau igual a 4 estão em maior quantidade. Desta forma, os expoentes de escala

encontrados acima possuem valor diferente para o encontrado em uma cadeia linear. Esta

última possui expoente do tipo lei de potência igual a 0.5. Agora, estamos interessados

em analisar o comportamento quântico do caminhante, π(t), sobre as RMTDs completas.
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Figura 3.10 - Probabilidades médias de retorno clássica e quântica, p(t) e π(t), respectivamente. Ava-
liamos seu comportamento sobre RMTDs completas, com número de geração fixo em G = 5. Em (a)
deixamos o parâmetro de probabilidade p fixo em 1.0 e variamos o número L de camadas. Em (b)
variamos o parâmetro p e deixamos fixo o número de camadas L = 10.

Para o caso em que L = 1, observamos um efeito de localização da caminhada quântica.

Ou seja, o caminhante permanece próximo aos vértices vizinhos, indicando, desta forma,
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ineficiência do transporte quântico. Todavia, ao aumentarmos o número de camadas

é posśıvel notar um maior espalhamento do caminhante. Assim, contornamos o efeito

de localização através do empilhamento de camadas; trata-se de um dos objetivos deste

trabalho. Além disso, nossos resultados indicam uma melhora em mais de duas ordens de

grandeza para o transporte quântico sobre RMTD com L = 100. Importante lembrar que,

estas últimas estruturas possuem maior quantidade de segmentos lineares, responsáveis

por essa melhora no transporte quântico.

Ainda sobre o transporte clássico e quântico sobre RMTDs completas, a Fig. 3.10

(b) mostra a influência do parâmetro p sobre o comportamento das probabilidades médias

de retorno. Para este caso, deixamos fixos L = 10 e q = 1.0; e para termos uma melhor

estat́ıstica, consideramos S = 10 realizações. Observe que os valores de p são os seguintes:

0.0, 0.3, 0.6 e 0.9. Novamente, podemos verificar que a probabilidade clássica alcança o

valor de equipartição 1
N

. No entanto, este valor é alcançado mais rapidamente para valores

elevados do parâmetro p. Isto nos indica rapidez na difusão do caminhante clássico sobre

a rede. Podemos observar que, na região de tempos intermediários, novamente temos um

comportamento de escala. Do ponto de vista quântico, temos que π(t) torna-se menor

para valores elevados de p. Nossos resultados indicam diminuição de até uma ordem de

grandeza para RMTDs com p entre 0.0 e 0.9. Ao compararmos as Figs. 3.10 (a) e (b),

notamos que para valores extremos de p (0.0 e 1.0), π(t) possui acentuado comportamento

oscilatório, quando comparado com valores intermediários. Isto nos indica um transporte

quântico com baixa eficiência. Porém, é importante destacarmos que há um aumento no

transporte quântico para o aumento simultâneo de L e p.

Na seção seguinte, modificamos nossas estruturas. A partir de agora, analisare-

mos o transporte quântico sobre RMTDs incompletas. De ińıcio, avaliaremos o espectro

de autovalores, com alterações nos parâmetros de probabilidade p e q.

3.6 Espectro de autovalores para RMTDs incomple-

tas

Na Fig. 3.11 apresentamos o espectro de autovalores para RMTDs incompletas.

Ou seja, nossas estruturas serão constrúıdas com a remoção de interligações, mediante

probabilidade 1 − q. Um exemplo deste tipo de rede está representado na Fig. 3.4 (b).

Nesta análise, nossos resultados foram obtidos de RMTDs incompletas com os seguintes

valores fixos: G = 6 gerações (Ncamada = 190 vértices por camada) e L = 6 camadas.

Para uma melhor estat́ıstica, consideramos S = 12 realizações. Em (a), investigamos a

influência do parâmetro q sobre o espectro de RMTDs incompletas que são formadas por

dendŕımeros puros (p = 0.0). Incrementamos o valor de q a partir de 0.1, com passos de
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Figura 3.11 - Espectro de autovalores para RMTDs incompletas, com G = 6 gerações e número de
camadas L = 6. Em (a) mantemos fixo o parâmetro p = 0.0 e variamos q, que representa a probabilidade
de ligações entre vértices de camadas distintas. Em (b) mantemos fixo o parâmetro p = 1.0 e variamos q.

de 0.1, até o valor 1.0. Observamos que, ao elevarmos o valor de q, há um aumento

na magnitude dos autovalores. Este comportamento já era esperado, pois para valores

elevados de q há uma predominância de segmentos lineares (interconexões). Apesar deste

aumento na magnitude, o autovalor mais elevado e o mais baixo, apresentam uma pequena

diferença com o aumento de q. De fato, nossos resultados apontam para os seguintes

valores: λmin ≈ 0.004 e λmax ≈ 7.095 para RMTDs incompletas quando q = 0.1; λmin ≈
0.008 e λmax ≈ 9.380 para RMTDs incompletas quando q = 1.0. Notamos, também, que

para valores pequenos de q o espectro apresenta dois padrões: um para cadeias lineares

(espectro cont́ınuo) e outro para dendŕımeros puros (espectro discreto). Nossos resultados

apontam para o autovalor λ = 1 como sendo o mais degenerado. Observe que, para o

caso limite, q = 1.0, o espectro torna-se completamente discreto. Já em (b), investigamos

a influência do parâmetro q sobre o espectro de RMTDs incompletas que são formadas

por dendŕımeros completos (p = 1.0). Nossos resultados deixam evidente um aumento na

magnitude do maior autovalor, quando comparado à figura anterior. De fato, temos os

seguintes resultados: λmin ≈ 0.012 torna-se λmin ≈ 0.008 (para q → 1.0) e λmax ≈ 9.471

torna-se λmax ≈ 11.675 (para q → 1.0). Note que, para pequenos valores de q, o espectro

apresenta-se cont́ınuo com alguns autovalores duplamente degenerados. Isto ocorre devido

à topologia de cada camada. Para valores crescentes de q temos o mesmo comportamento.

Desta forma, para RMTDs completas, o espectro discreto pode ser transformado em um

espectro cont́ınuo após a remoção de interconexões.

Na Fig. 3.12 novamente apresentamos o espectro de autovalores para RMTDs

incompletas, porém, fixamos q = 0.5 e alteramos, com passos de 0.1, o parâmetro p.

Observe que, para uma RMTD incompleta formada por dendŕımeros puros, o perfil do

espectro é composto de duas caracteŕısticas: é discreto para valores pequenos de λ e

cont́ınuo para valores elevados. Este fato ocorre devido aos segmentos lineares entre as c-
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Figura 3.12 - Espectro de autovalores para RMTD incompleta, com G = 6 gerações e número de
camadas L = 6. Alteramos o parâmetro p e deixamos fixo q = 0.5, que representa a probabilidade de
ligações entre vértices de camadas distintas.

amadas e a presença de dendŕımeros puros em cada uma delas. Ao elevarmos o valor de

p, o perfil do espectro torna-se cont́ınuo, mesmo para valores pequenos. Isto terá grande

impacto sobre a eficiência do transporte quântico. Nossos resultados indicam a presença de

autovalores duplamente degenerados, na região de λ pequeno, para RMTDs incompletas

com p > 4. Ao avaliarmos a região intermediária e para valores pequenos de λ, quando

as RMTDs incompletas são formadas por dendŕımeros completos (p = 1.0), obtemos uma

grande quantidade de autovalores duplamente degenerados. Novamente, notamos uma

alteração nos valores dos autovalores mais elevado e mais baixo. Ao mudarmos os valores

para p, de 0.0 até 1.0, temos o seguinte aumento: λmin ≈ 0.008 torna-se λmin ≈ 0.050 e

λmax ≈ 8.357 torna-se λmax ≈ 10.819.

Por fim, para encerrarmos nossa análise do transporte quântico sobre redes do

tipo dendŕımero, avaliaremos, na próxima seção, o limite de longo tempo, χ, e seu valor

aproximado, χ∗, sobre RMTDs incompletas. Nossos resultados são apresentados através

de mapas bidimensionais, em que a eficiência do transporte quântico está diretamente

relacionada à coloração.

3.7 Limite de longo tempo para RMTDs incompletas

Sabemos que a probabilidade média quântica de retorno, π(t), não converge para

um único valor, no limite de longo tempo. Ao contrário, seu valor oscila em torno de um

valor médio. Podemos fazer uma média temporal desses valores e então associá-los à
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eficiência da caminhada quântica. Essa média está representada na Eq. 2.16, em função

da densidade espectral de autovalores, a qual chamamos de limite de longo tempo, χ.

Quando escrita em termos do autovalor mais degenerado, λ∗, temos o valor aproximado

χ∗ (onde χ ≥ χ∗).

Na Fig. 3.13 representamos, através de um mapa bidimensional, o limite de

longo tempo sobre RMTDs incompletas, como função dos parâmetros de probabilidade p

e q. Variamos o parâmetro q a partir de 0.1 até 1.0 e p de 0.0 até 1.0. Para ambos os

parâmetros, escolhemos os passos como sendo de 0.1. Em (a) mostramos o comportamento

de χ para uma rede com número de camadas igual a L = 6 e contendo G = 6 gerações.

Desta forma, temos um total de Ncamadas = 190 vértices por camada, o que resulta em

N = LNcamadas = 1140 vértices em toda estrutura. Para uma melhor estat́ıstica, fizemos

S = 12 realizações. Já em (b), temos os mesmos valores definidos anteriormente, no

entanto, trata-se do valor aproximado χ∗. É importante lembrarmos que, os valores de χ

estão compreendidos dentro de um intervalo que vai de 0 até 1. Onde, χ = 0 representa

o máximo de eficiência quântica, enquanto que χ = 1 representa o máximo de ineficiência

do transporte quântico.
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Figura 3.13 - Limite de longo tempo, χ, sobre RMTDs incompletas, com G = 6 gerações e L = 6
camadas, sendo S = 12 realizações. Investigamos a influência dos parâmetros p e q. Em (a) apresentamos
os valores exatos de χ, enquanto que em (b) mostramos o seu valor aproximado χ∗. Para χ = 0 temos o
máximo de eficiência e para χ = 1 temos o máximo de ineficiência.

Na Fig. 3.13 (a) podemos notar um aumento na eficiência quântica quando

aumentamos os valores de p. Essa verificação pode ser realizada, em geral, para todos

os valores do parâmetro q, exceto para quando p = 1.0. Neste caso, observamos uma

diminuição na eficiência, ou seja, um aumento no valor de χ. Observe que, para RMTDs

incompletas, com o mesmo valor de p e alterando os valores para q, notamos que o

transporte quântico é melhor para quando q = 0.8. Ressaltamos que, esta descoberta

é válida para todos os valores de p, todavia, com diferentes magnitudes de probabilidade.

Uma melhor observação da eficiência do transporte quântico, pode ser feita através da
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mudança simultânea dos parâmetros p e q. Veja este caso: ao mantermos q fixo e alterando

o valor de p, encontramos um melhor aumento da eficiência, sobre RMTDs incompletas,

com o valor mı́nimo de q = 0.1. Nossos resultados indicam um aumento, para χ, de

quase 40 vezes, ao alterarmos os valores de p de 0.0 até 0.9. Neste caso, o menor aumento

de χ é encontrado para RMTDs incompletas com q = 0.9, e isto será quase sete vezes

maior entre seu menor valor, neste caso para p = 0.0, e seu maior valor, ou seja, para

p = 0.9. Em contrapartida, também podemos avaliar o comportamento de χ através da

fixação do parâmetro p e da alteração de q. Para este caso, ao deixarmos o número de

ligações intracamadas fixo, notamos que a alteração de q não torna χ mais elevado. Ou

seja, em comparação com o caso acima, sua influência sobre χ o deixa apenas dez vezes

maior. Esse aumento é encontrado para o valor fixo de p = 0.0. Os resultados encontrados

para o limite de longo tempo, nos indicam que o melhor transporte quântico ocorre para

χmin ≈ 0.0014, correspondente a RMTDs incompletas com q = 0.8 e p = 0.9. No entanto,

resultados similares foram encontrados para χ a partir de outras combinações. Isto é,

também possuem o valor de χ acima, os pares de parâmetros: (q, p) = (0.9, 0.9) e (0.9, 0.8).

Estes últimos valores de parâmetros nos fornecem, então, uma descoberta interessante:

a eficiência do transporte quântico sobre RMTDs incompletas ocorre quando temos a

falta, em média, de uma única ligação entre vértices de mesma camada (intraligação) ou

entre vértices de camadas adjacentes (interligação). Para a mesma RMTD incompleta,

apresentamos, na Fig. 3.13 (b), os resultados para o valor aproximado de χ, ou seja, χ∗.

Nossos resultados mostram que muitos dos valores para χ∗ são até mais de três vezes

menores que o valores exatos, χ. Por exemplo, o aumento do limite de longo de tempo

quando os parâmetros p e q saltam de 0.9 para 1.0, não são evidentes como para o que

ocorre na análise de χ.

Na Fig. 3.14, para verificarmos o que foi conclúıdo ao final da análise da Fig.

3.13 (a), consideramos RMTDs incompletas com um número maior de camadas, neste

caso, L = 18, porém com mesmo valor de gerações do caso anterior, G = 6. Temos, assim,

um total de N = 3420 vértices, e optamos por S = 4 realizações. O comportamento

obtido para χ é similar ao apresentado para o caso com L = 6 camadas. Todavia, a

diferença encontra-se na magnitude dos valores. Para RMTDs incompletas com L = 18,

o valor exato χ mostra diminuição significativa devido à maior presença da quantidade

de segmentos lineares [64]. Nossos resultados mostram, agora, que o menor valor do

limite de longo tempo corresponde a χmin ≈ 0.00107, que foi encontrado para RMTDs

incompletas com q = 0.9 e p = 0.9. Esses resultados, novamente, dão força à afirmativa

de que o melhor transporte quântico é encontrado para estruturas que possuem apenas

um única ligação ausente entre vértices de mesma camada ou entre vértices de camadas

adjacentes. Podemos obter, de maneira expĺıcita, a condição para p e q que expressam a

última afirmação. Teremos:
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Figura 3.14 - Limite de longo tempo, χ, sobre RMTDs incompletas, com G = 18 gerações e L = 6
camadas, sendo S = 4 realizações. Investigamos a influência dos parâmetros p e q. Para χ = 0 temos o
máximo de eficiência e para χ = 1 temos o máximo de ineficiência.

p ≈ 1− G

(Ncamada − 1)
e q ≈ 1− 1

Ncamada

, (3.3)

onde G é o número de geração e Ncamada é o número de nós contidos em uma única

camada. Desta forma, podemos afirmar que o melhor transporte quântico é obtido através

de RMTDs incompletas para quando temos redes compostas de longos segmentos lineares

abertos. Este resultado está diretamente relacionado ao fato de que, a caminhada quântica

sobre redes do tipo anel (linhas fechadas) é menos eficiente do que sobre uma cadeia linear.

No Apêndice A calculamos, de maneira anaĺıtica e exata, o limite de longo tempo χ para

pequenas redes do tipo dendŕımero puro e modificados com apenas uma única camada e

geração G = 1. Nossos cálculos reforçam a afirmação de que a ausência de uma única

ligação na rede, entre vértices de mesma geração, possui o melhor valor do limite de longo

tempo.



Caṕıtulo 4

Transporte quântico sobre redes

livres de escala

Neste caṕıtulo, continuaremos a investigação do transporte quântico, via CTQWs,

agora sobre redes livres de escala [72]. Nossas redes serão constrúıdas a partir da defi-

nição de três parâmetros: γ, o expoente da lei de potência que governa a distribuição

de grau das nossas estruturas e que está relacionado à densidade de conexões da rede; e

dois parâmetros de modularidade, Kmin, que é o grau mı́nimo permitido a cada vértice

e Kmax, que é o grau máximo permitido. Mostraremos que a escolha adequada dos dois

parâmetros de modularidade pode aumentar a eficiência do transporte quântico. Além

disso, o aumento do número de segmentos lineares, através da mudança de γ, também

terá fortes influências sobre as caminhadas quânticas. Por razões que serão apresentadas

no decorrer deste caṕıtulo, nossas estruturas serão chamadas de redes livres de escala

generalizadas (GSFNs, sigla do inglês). Nossos resultados indicam melhor eficiência do

transporte quântico para valores elevados de γ, diminuição de Kmin ou aumento de Kmax.

Para fins de comparação, apresentamos resultados das caminhadas quânticas sobre redes

do tipo Barabási-Albert (B.-A.).

4.1 Introdução

O conceito de redes é uma ferramenta poderosa para a análise e estudo de sis-

temas complexos. Nas mais diferentes áreas como f́ısica, qúımica, biologia, sociologia,

ecologia, economia e ciência da computação, é posśıvel fazer uso dos conceitos e funda-

mentos das redes complexas [60,61,101]. Inúmeras tentativas de descrever sistemas reais

através de redes complexas já foram desenvolvidas. O primeiro modelo com excelentes

predições teóricas foi proposto por Erdös e Rényi em 1959 [102]. Através da fixação de

N componentes (vértices) da rede, ligações eram adicionadas de maneira aleatória en-

tre eles. Esse modelo de rede complexa ficou conhecido como rede aleatória (random

network). Apesar de prever bons resultados dentro da sociologia, esse modelo encontrou

dificuldades ao explicar outros diferentes sistemas. Assim, em 1998, Watts e Strogatz [103]

propuseram uma nova maneira de representar sistemas que possuiam uma rede como es-

trutura subjacente. Mantendo fixo o número N de vértices, eles resolveram reconectar, de
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maneira aleatória, as ligações das redes. Possuindo semelhança com o fenômeno conhecido

como “seis graus de separação” [104], esse modelo recebeu o nome de rede mundo-pequeno

(small-world network). Todavia, estes modelos continuavam sem respostas para algumas

perguntas fundamentais. Por exemplo, seriam as redes do mundo real aleatórias?

Em 1999, porém, Barabási e Albert [69] mostraram, através de regras de ligação e

novo mecanismo de crescimento das redes, que alguns sistemas reais possuem caracteŕısti-

cas do tipo livre de escala. Desde então, uma avalanche de trabalhos cient́ıficos foi identifi-

cada, confirmando inúmeros comportamentos com caráter livre de escala [60,61,105–107].

A definição clássica de uma rede livre de escala consiste na dependência da sua distribui-

ção de grau, pk, ao ser caracterizada por uma lei de potência da forma k−γ. Uma lei de

potência consiste em uma função f(k) – que pode representar o grau dos vértices da rede,

por exemplo – que é invariante sob uma re-escala, ou seja, f(ck) = g(c)f(k), para qualquer

valor da constante c [105]. Desta maneira, o modelo proposto por Barabási e Albert ficou

conhecido como rede livre de escala (scale-free network). A principal caracteŕıstica destas

redes consiste na existência de vértices concentradores de ligações, os chamados hubs. Ou

seja, nós com elevado número de conexões e que tendem a atrair novas ligações adiciona-

das ao sistema. Devemos salientar, entretanto, que ainda persiste o debate em torno do

conceito e definição do que realmente são as redes livres de escala e sua universalidade.

Recentemente, este debate foi trazido novamente à tona, desta vez por Anna D. Broido e

Aaron Clauset [108], que estabeleceram um novo critério de classificação das redes livres

de escala (ler o artigo para mais detalhes). Não obstante, P. Holme [109] imediatamente,

em comentário, publicou suas perspectivas sobre as redes livres de escala, em resposta à

Broido e Clauset, apresentando as indefinições e incertezas acerca da área.

Em nossa análise do transporte quântico sobre redes livres de escala, adiciona-

mos algumas restrições à distribuição de grau das redes [71]. Através de dois parâmetros

de modularidade que restrigem o grau máximo (Kmax) e mı́nimo (Kmin) permitidos a

cada vértice, investigamos o comportamento das CTQWs. Justificamos o uso dessas res-

trições através das limitações espaciais em torno de cada nó, bem como pela existência

mais fraca ou forte, das interações entre eles. Por outro lado, a mudança no expoente da

lei de potência γ, resulta na modificação topológica das nossas GSFNs. Estamos, desta

forma, interessados no monitoramento do transporte quântico sob influência dos parâme-

tros acima mencionados. O transporte quântico sobre estruturas altamente ramificadas,

como árvores de Cayley ou redes estrelas [62,73], apresentam fortes efeitos de localização.

Por outro lado, a eficiência do transporte é maior sobre estruturas mais lineares [62]. Nos-

sas GSFNs, no entanto, representam uma mistura não trivial entre segmentos ramificados

e lineares, com sua topologia controlada através de γ, Kmin e Kmax. Portanto, o nosso

foco principal é contornar os efeitos de localização, presentes em estruturas do tipo estrela,

através de redes mais lineares, desta forma, melhorando o transporte quântico.
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Na Fig. 4.1 mostramos uma aplicação das nossas GSFNs como rede para o estudo

de um modelo epidemiológico [30]. Neste trabalho, Galiceanu et al. utilizaram as GSFNs

com estruturas subjacentes para a modelagem de um estudo epidemiológico baseado no

problema alvo (target problem). Através de um modelo para reações qúımicas sobre redes,

do tipo A + B → B, é posśıvel modificar o modelo SIR [110, 111], onde os vértices da

rede representam indiv́ıduos Suscept́ıveis, Infectados e Removidos (SIR). É importante

salientarmos que, os parâmetros de modularidade, Kmin e Kmax, neste caso, representam,

por exemplo, medidas de restrição, como distanciamento ou isolamento social.

(a)

(b)

Suscet́ıvel (S)

Infectado (I)

S
u

sc
et́

ıv
el

(S
)

In
fe

ct
ad

o
(I

)
R

em
ov

id
o

(R
)

Figura 4.1 - Um exemplo da aplicação das GSFNs como estrutura subjacente para representar um
modelo epidemiológico. Em (a) temos a representação da rede com N = 50 vértices, γ = 2.5, Kmin = 2
e Kmax = 49 (estes parâmetros serão definidos na próxima seção). Em (b) temos a representação de
um passo em que os caminhantes infectados (vermelho) contaminam dois indiv́ıduos suscet́ıveis (preto).
Após a infecção, os ind́ıviduos são considerados removidos da rede (azul).

Fonte: Adaptado de Galiceanu et al. (2021).
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4.2 Rede livre de escala generalizada (GSFN)

Representamos uma rede com sendo um conjunto de vértices (nós) conectados

entre si através de ligações. Uma enorme quantidade de sistemas f́ısicos, biológicos, qúımi-

cos e sociais, para citar apenas alguns, podem ser representados desta maneira. Durante

muitos anos três principais modelos dominaram o cenário de aplicações e entendimento de

redes complexas. São eles: o modelo de rede aleatória, o modelo de tipo mundo pequeno e

as redes livres de escala, como visto na seção anterior. Para qualquer um destes modelos,

a ideia chave encontra-se na forma pela qual vértices e ligações são distribúıdos. Emerge

desta distribuição uma quantidade que chamamos de grau do vértice, representado por

k, que significa o número de ligações existentes em um nó qualquer da rede. Para todas

as SFNs, há uma propriedade básica, relativa à distribuição de grau, conhecida como

decaimento do tipo lei de potência. Ou seja, a probabilidade para que exista um vértice

com grau k é dada por:

p ∝ k−γ, (4.1)

onde γ é um parâmetro de escala positivo e está relacionado à densidade de conexões da

rede. Isto é, um aumento ou diminuição deste parâmetro altera a forma como vértices

conectam-se uns aos outros. Por este motivo, notamos como caracteŕıstica marcante de

uma SFN a presença de vértices com elevado valor de k; acima da média do número de

graus da rede (“hubs”).

Podemos estabelecer maneiras de escrever uma distribuição de grau que satisfaça

a relação da Eq. 4.1. M. Galiceanu propôs [112], ao estudar o problema alvo (target

problem), uma nova forma de representar uma rede livre de escala. Supondo iniciar o

grau k de um vértice qualquer da rede a partir de 2, ele obteve a seguinte representação

para p:

pk =
k−γ∑∞
j=2 j

−γ . (4.2)

Note que na Eq. 4.2 a soma presente no denominador está restrita ao intervalo

[2,∞]. Todavia, há uma meneira de controlar o valor superior e estabelecer um limite

inferior e superior para o somatório. De fato, isto foi feito por A. Jurjiu et al. em [71] ao

estudarem a dinâmica de relaxação em redes poliméricas. Utilizaremos as ideias contidas

neste estudo para a criação das redes utilizadas neste trabalho. Assim, a construção das

nossas redes livres de escala obedecerá a seguinte probabilidade pk para a distribuição de

grau:

pk =


k−γ∑Kmax

j=Kmin
j−γ

, se Kmin ≤ k ≤ Kmax;

0, caso contrário,
(4.3)
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onde Kmin e Kmax representam os graus mı́nimo e máximo permitidos ao nó k, respec-

tivamente. A presença do somatório no denominador garante que a soma de todas as

probabilidades seja igual a 1. Através do controle dos três parâmetros (γ, Kmin e Kmax)

a topologia de nossas redes livres de escala pode ser estabelecida. Uma vez que podemos

definir livremente a fixação do limites do somatório, as estruturas criadas são mais gerais

que as presentes em [112]. Por este motivo, nossas redes são chamadas de redes livres

de escala generalizadas (GSFNs). Isto posto, o processo de construção é iniciado com

a fixação dos parâmetros γ, Kmin e Kmax, e determinamos as probabilidades pk através

da implementação da Eq. 4.3. O crescimento das redes, portanto, é consequência direta

da distribuição contida em Eq. 4.3, de onde os nós internos das estruturas em árvore

possuirão graus modulados pelos parâmetros Kmin e Kmax, exceto os nós periféricos. A

Fig. 4.2 mostra os dois extremos da construção de redes do tipo GSFN. Ao realizarmos

Kmin = Kmax = N−1 teremos uma estrutura do tipo estrela. Por outro lado, ao fazermos

Kmin = Kmax = 2 teremos uma cadeia linear. Isso deixa claro que o diferencial das nossas

GSFNs consiste no trânsito livre entre estruturas mais lineares às estruturas com vértices

contendo maior número de ligações.

Rede estrela

Cadeia linear

GSFN

Figura 4.2 - Comparação entre uma GSFN e seus dois extremos de construção: uma rede estrela e uma
cadeia linear. Nossas estruturas GSFNs são uma combinação entre vértices com grande quantidade de
ligações (estrelas) e segmentos lineares (cadeia linear).

Para compreendermos o algoritmo de crescimento das GSFNs, vamos considerar,

como exemplo, a estrutura presente na Fig. 4.3; de ińıcio, fixamos os seguintes valores:

γ = 2.5, Kmin = 2 e Kmax = 99. De imediato, adicionamos o vértice 1 e na sequência

escolhemos, de maneira aleatória, o seu grau, através da distribuição Eq. 4.3. Para esta

realização, em particular, foi escolhido o grau 15, ou seja, devemos conectar, ao vértice 1,

quinze novos vértices [Fig. 4.3 (a)]. Após esta etapa, devemos escolher, aleatoriamente,

entre os vértices abertos, o seu grau, novamente obedecendo à distribuição Eq. 4.3. Na

Fig. 4.3 (b) podemos observar que um dos vértices escolhidos foi o de número 12 e o grau

determinado foi igual a 3, desta forma, a ele devem ser adicionados três novos nós, porém

este já possui uma conexão com o vértice 1, logo, foram adicionados apenas dois novos v-
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Figura 4.3 - Passos da construção de uma GSFN. Utilizamos N = 100 vértices, com γ = 2.5, Kmin = 2
e Kmax = 99. Em (a) adicionamos 15 novos vértices ao nó 1, através da probabilidade dada em Eq. 4.3.
Na sequência, novos vértices são escolhidos aleatoriamente para receberem novas ligações. O processo
é iterado até o número N desejado. Observe que nós fechados recebem novas conexões, enquanto nós
abertos não foram escolhidos para tal. Vértices com 6 ligações ou mais possuem diâmetro maior. A linha
sólida em vermelho indica o maior caminho linear. Em (f) temos a rede final.

értices (nominalmente, 23 e 24). Estes passos podem ser iterados até atingirmos o número

N de nós. A Fig. 4.3 (f) apresenta o resultado final para a rede com os parâmetros fixados
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acima. Observe que destacamos alguns aspectos estruturais relevantes: o caminho linear

mais longo e vértices que possuem grau acima de seis. O primeiro está destacado através

da linha sólida em vermelho e o segundo através de ćırculos com maior diâmetro. A

coloração de cada nó é apenas para representar a ordem cronológica de criação ou a

distância que possuem do centro da rede. Nós que foram escolhidos para receber uma

nova ligação estão fechados, enquanto os que não foram estão abertos.

No Apêndice C outras estruturas GSFNs são apresentadas para outros valores

do conjunto de parâmetros (γ,Kmin, Kmax). Em essência, o que temos é: quanto maior o

valor do parâmetro γ, maior será a presença de segmentos lineares. No entanto, isto ocorre

apenas para quando deixamos fixos os parâmetros de modularidade. Outra conclusão

é a diminuição no número de hubs (vértices com alto número de conexões). Também

observamos que, por exemplo, fixar γ e Kmax, variando o valor de Kmin, nos leva a GSFNs

que possuem vértices com grau elevado. Por outro lado, fixar γ e Kmin, variando Kmax,

nos leva a GSFNs que contém segmentos lineares mais longos.
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  1.0            10             999

  2.5             2              200

  2.5            10             999
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γ = 1.0

γ = 2.5

Figura 4.4 - Distribuição de grau pk para GSFNs com número fixo de vértices N = 1000 e S = 10000
realizações. Utilizamos diferentes valores do parâmetro γ, bem como dos parâmetros de modularidade
Kmin e Kmax. Por razões de comparação, apresentamos também a distribuição de grau para o modelo
de Barabási-Albert. Observamos o decaimento do tipo lei de potência e o comportamento de fat tail,
caracteŕısticas marcantes de SFNs.

Na Fig. 4.4 apresentamos a distribuição de grau pk obtida a partir das nossas

GSFNs. Com estes resultados podemos comparar o comportamento do tipo lei de potência

com o que é previsto pela Eq. 4.3. Utilizamos os seguintes valores para os parâmetros

(γ,Kmin, Kmax): (1.0, 2, 999), (2.5, 10, 200). Para uma melhor estat́ıstica, fizemos S =
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10000 realizações para redes com a mesma quantidade de vértices, N = 1000. Com intuito

de comparação, também apresentamos a distribuição de grau para uma rede complexa

criada a partir do modelo de Barabási-Albert [69]. Neste último, mantemos os mesmos

valores de S e N e deixamos fixo o expoente de lei de potência em γ ≈ 2.64. Observe

que, para valores pequenos e intermediários de k, recuperamos os expoentes previstos

teoricamente, ou seja, 1.0 e 2.5. Outro aspecto notável, que ocorre para valores elevados

do grau k, é o comportamento fat tail. Isto é, há uma pequena quantidade de vértices

com grau elevado em contraste com uma quantidade maior de vértices com grau baixo.

O controle dessas conexões é feito através do expoente da lei de potência. Uma vez que o

modelo CTQW utiliza dos autovalores da matriz Laplaciano, todos os fatos acima terão

grande influência no espectro de autovalores e nos resultados dos transportes clássico e

quântico.

Na próxima seção, apresentaremos os espectros de autovalores para diferentes

estruturas GSFNs. A análise desses valores nos permite inferir sobre as caracteŕısticas da

topologia da rede.

4.3 Espectro de autovalores para GSFNs

Todos os resultados apresentados nas Figs. 4.5 e 4.6 (a)-(b) possuem os seguintes

valores: N = 1000 vértices e S = 1000 realizações do nosso algoritmo.

Na Fig. 4.5 mostramos o espectro de autovalores para GSFNs constrúıdas a par-

tir dos seguintes parâmetros: fixamos Kmin = 2 e Kmax = 999 e variamos γ. Com estas

escolhas, estamos aptos a investigar a influência da topologia das redes sobre o espectro

de autovalores. Notamos, rapidamente, a alta degenerescência do autovalor 1, que é uma

indicação clara da existência de estruturas do tipo estrela. A distribuição apresentada

em Eq. 4.3 está confinada entre dois limites: redes com predominância de estrelas (γ

baixo) e cadeias lineares (γ elevado). Desta forma, para fins de comparação, os espectros

de autovalores para uma rede do tipo estrela, com N − 1 braços, e uma cadeia linear são

apresentados. Importante lembrarmos que, uma rede estrela possui apenas três autovalo-

res, são eles λ1 = 0, λN = N e λ2 = . . . = λN−1 = 1. Por outro lado, os N autovalores de

uma cadeia linear são todos não degenerados, com valores entre 0 e 4. Assim, ao avaliar-

mos o espectro de autovalores para nossas GSFNs, notamos uma elevada degenerescência

do autovalor 1 para redes com baixo valor de γ. Isto nos leva a concluir que, há predomi-

nância de segmentos semelhantes às estruturas do tipo estrela. Em contrapartida, para

valores elevados de γ observamos uma diminuição na multiplicidade do autovalor 1. Isto

nos indica que, para estas estruturas GSFNs, há predominância de segmentos lineares.

Nossos resultados também indicam que, para valores elevados de γ, há uma diminuição

no menor e maior autovalor.
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Figura 4.5 - Espectro de autovalores para GSFNs com número fixo de vértices N = 1000 e S = 1000
realizações. Investigamos a influência do parâmetro γ sobre o espectro e deixamos fixos Kmin = 2 e
Kmax = 999. Por razões de comparação, apresentamos também o espectro de autovalores para uma rede
estrela e uma cadeia linear.

Na Fig. 4.6 focamos na influência dos parâmetros Kmin e Kmax sobre o espectro

de autovalores. Em Fig. 4.6 (a) variamos o valor do grau mı́nimo permitido, Kmin, e

fixamos os parâmetros γ e Kmax. Note que escolhemos γ = 2.5 e Kmax = 999, todavia

resultados semelhantes foram encontrados para outros valores destes parâmetros. Para

valores elevados de Kmin notamos o surgimento de alta degenerescência do autovalor 1.

Isto ocorre devido ao fato de termos poucos vértices com grau elevado. De fato, estruturas

assim representam uma famı́lia de redes do tipo estrela. Por outro lado, a multiplicidade

do autovalor 1 diminui para valores pequenos de Kmin. Implicando, assim, no surgimento

de segmentos lineares. O fato de famı́lias de estrelas surgirem, faz com que o maior e o

menor autovalor aumentem. Já na Fig. 4.6 (b), variamos o valor do grau máximo per-

mitido, Kmax, e fixamos os parâmetros γ = 2.5 e Kmin = 2. Observe que, apesar de uma

mudança drástica no valor de Kmax, o espectro de autovalores apresenta uma pequena

alteração. Redes com valor intermediário ou elevado de γ, por exemplo γ > 1, possuem

em sua constituição maior quantidade de vértices com menor grau k (isto pode ser visto

na Fig. 4.4). Desta forma, poucos vértices irão sentir qualquer alteração ao mudarmos o

valor de Kmax. De fato, a dependência da topologia da rede é mais pronunciada quando

tomamos valores menores de γ. De maneira geral, ao diminuirmos o valor de Kmax obser-

vamos uma diminuição na magnitudade do maior e do menor autovalor. Esta diminuição

nos indica o surgimento de GSFNs com mais segmentos lineares e estruturas com poucas

ramificações. Podemos confirmar a última afirmação através da observação da degeneres-
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Figura 4.6 - Espectro de autovalores para GSFNs com número fixo de vértices N = 1000 e S =
1000 realizações. Em (a) investigamos a influência do grau mı́nimo permitido, Kmin, sobre o espectro e
deixamos fixos γ = 2.5 e Kmax = 999. Já em (b) investigamos a influência do grau máximo permitido,
Kmax, sobre o espectro e deixamos fixos γ = 2.5 e Kmin = 2.

cência do autovalor λ = 1, que é menor para valores pequenos de Kmax.

Uma vez que nossas estruturas GSFNs possuem distribuição de grau do tipo lei

de potência, apresentamos, na Fig. 4.7, uma comparação entre o espectro de autovalores

entre GSFNs e redes constrúıdas a partir do modelo de Barabási-Albert (B.-A.) [69]. Em

descrição rápida, o modelo B.-A. consiste em: dado m0 vértices iniciais, a estes serão

conectados m (≤ m0) novos vértices (crescimento). Cada novo vértice adicionado seguirá

uma regra de anexação preferencial (preferential attachment rule) dada por p(ki) = ki∑
j kj

.

Utilizamos, neste trabalho, m0 = 3. O processo de construção termina ao alcançarmos

o número total N de vértices. A análise desta construção nos mostra que, estas redes

possuem uma distribuição de grau do tipo lei de potência, onde γ ≈ 2.6. E mais, estas

redes são compostas por loops, isto é, regiões onde encontramos um caminho fechado

entre as ligações. Em contraste, nossas estruturas GSFNs não possuem loops ; elas são

redes do tipo árvore. A existência de loops altera o espectro de autovalores, o que resulta

em mudanças significativas para os transportes clássico e quântico. Nossos resultados

foram encontrados para estruturas GSFNs e B.-A. com a seguinte quantidade de nós:

N = 100, 500 e 1000. Para redes GSFNs utilizamos para a densidade de conexões γ = 2.6

e normalizamos, para melhor apresentação, o eixo x ao tamanho N das redes. Observamos

que, na região de autovalores pequenos, há uma diferença significativa entre as redes

constrúıdas a partir dos modelos acima. No entanto, na região de autovalores maiores,

os valores são comparáveis. Note que, a degenerescência de λ = 1 é mais acentuada para

redes GSFNs, enquanto que, para redes do tipo B.-A., isto praticamente desaparece.
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Figura 4.7 - Espectro de autovalores para GSFNs com número variável de N vértices e S realizações.
Deixamos fixos: γ = 2.6, Kmin = 2 e Kmax = N − 1. Por razões de comparação, apresentamos também
o espectro de autovalores para redes constrúıdas a partir do modelo B.-A.. Para melhor apresentação,
normalizamos o eixo x ao tamanho N das redes.

Na próxima seção, serão mostrados os comportamentos dos transportes clássico

e quântico sobre nossas estruturas GSFNs. Avaliamos a influência do parâmetro γ e dos

parâmetros de modularidade Kmin e Kmax. Comparamos nossos resultados com os obtidos

a partir do modelo B.-A..

4.4 Transportes clássico e quântico sobre GSFNs

Investigaremos, aqui, o comportamento dos transportes clássico (CTRW) e quân-

tico (CTQW) sobre estruturas GSFNs. Inicialmente, analisamos as caracteŕısticas do

transporte clássico através da probabilidade p(t) Eq. 2.12. Em seguida, nos concentra-

mos em avaliar os resultados para o transporte quântico obtidos através da probabilidade

média π(t) Eqs. 2.9 e 2.11.

4.4.1 Transporte clássico

Todos os resultados apresentados nas Figs. 4.8 e 4.9 (a)-(b) possuem os seguintes

valores: N = 1000 vértices e S = 1000 realizações.

Na Fig. 4.8 mostramos os resultados da influência do parâmetro γ sobre a

probabilidade média de retorno, p(t), dada pela Eq. 2.12. Essa última representa a

probabilidade de um caminhante clássico retornar ao seu nó inicial. Avaliar a influência
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Figura 4.8 - Probabilidade média de retorno clássica, p(t), sobre GSFNs com N = 1000 vértices e
S = 1000 realizações. Investigamos a influência do parâmetro γ sobre a probabilidade clássica, mantendo
fixos Kmin = 2 e Kmax = 999. Por razões de comparação, apresentamos também o comportamento de
p(t) sobre uma rede estrela e uma cadeia linear, ambas com mesmo tamanho das redes GSFNs.

de γ significa entender como as conexões entre os vértices, ou seja, a topologia da rede,

modifica o transporte do caminhante. Deixamos fixo o valor do grau mı́nimo permitido

em Kmin = 2 e o grau máximo permitido em Kmax = 999 e fazemos γ = (1.0, 2.5, 4.0).

Notamos que, o comportamento assintótico da probabilidade média de retorno clássica é

alcançado para todas as redes GSFNs. De fato, para tempos longos, o valor de equipartição
1
N

é atingido independentemente da topologia da rede, dependendo apenas do número N

de nós. Por razões de comparação, também apresentamos o transporte clássico para a rede

estrela e a cadeia linear. Nossos resultados indicam que para uma rede estrela, o tempo

de equiĺıbrio teq, isto é, o tempo computacional para alcançar o valor de equipartição, foi

de teq ≈ 11. Por outro lado, para uma cadeia linear o tempo de equiĺıbrio foi atingido em

teq ≈ 5 × 105. Por ser um valor elevado, não está presente na figura. Nossas estruturas

GSFNs estão compreendidas entre esses dois limites, desta forma, observamos que o teq é

menor para GSFNs com menor valor de γ. Ou seja, é um tempo de equiĺıbrio menor para

redes com maior quantidade de estrelas. Todavia, para a região de tempos intermediários

observamos que a probabilidade média de retorno clássica possui um decaimento do tipo

lei de potência, isto é, p(t) ∝ t−α. Obtemos, para GSFNs com γ = 1.0, o expoente

α = 0.38, enquanto que para redes com γ = 4.0, temos α = 0.77. Observe que, para

uma rede estrela com N − 1 braços, a região de tempos intermediários apresenta um

decaimento abrupto, em contraste com uma cadeia linear, a qual possui o expoente de lei

de potência α = 0.5. Agora, para regiões de tempos pequenos, compreendida em t ≤ 100,
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a probabilidade clássica apresenta um comportamento diferente para uma rede estrela,

uma cadeia linear e GSFNs. Notamos que para uma rede estrela e GSFNs com γ ≤ 2.0 o

decaimento de p(t) é do tipo exponencial, isto é,

p(t) ∝ e−βt. (4.4)

Encontramos β = 0.98 para uma rede estrela e GSFNs com γ = 1.0. Por outro lado,

temos β = 0.92 para GSFNs com γ = 2.0. Ainda para tempos t ≤ 100, o decaimento da

probabilidade média de retorno clássica, é melhor ajustada (fit) por um função inversa,

para uma cadeia linear e GSFNs com γ > 2.0, isto é,

p(t) ∝ 1

1 + εt
. (4.5)

Para uma cadeia linear temos ε = 2.27, enquanto que para redes GSFNs obtemos (γ, ε) =

(2.5, 1.71), (3.0, 1.77) e (4.0, 1.96).
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Figura 4.9 - Probabilidade média de retorno clássica, p(t), sobre GSFNs com N = 1000 vértices e
S = 1000 realizações. Em (a) investigamos a influência do grau mı́nimo permitido, Kmin, sobre a
probabilidade clássica, mantendo fixos γ = 2.5 e Kmax = 999. Em (b) investigamos a influência do grau
máximo permitido, Kmax, sobre a probabilidade clássica, mantendo fixos γ = 2.5 e Kmin = 2.

Estamos, agora, interessados em investigar a influência dos parâmetros de mo-

dularidade, Kmin e Kmax, sobre o transporte clássico. Para isso, na Fig. 4.9 (a) variamos o

menor grau permitido, Kmin = 2, 3, 6 e 10, e fixamos γ = 2.5 e Kmax = 999. Notamos que

a probabilidade média de retorno clássica, p(t), é fortemente influenciada pelo espectro

de autovalores apresentado na Fig. 4.6 (a). Identificamos que a convergência para o valor

de equipartição, 1
N

, é caracterizada pelo menor autovalor diferente de zero, isto é, por λ2.

Este comportamento é chamado de gap spectral Ref. [60]. De fato, para valores elevados

do autovalor λ2 teremos um decaimento de p(t) mais acentuado (rápido). Ao avaliarmos

a Fig. 4.6 (a), encontramos λ2 = 0.0010 para redes com Kmin = 2 e λ2 = 0.0016 para

redes com Kmin = 10. Ou seja, os valores de λ2 são muito próximos, apesar do aumento
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de Kmin. Isto explica o fato de que, em regiões de tempo intermediário, p(t) comporta-se

de maneira semelhante, apesar da alteração do menor grau permitido. Ao aumentarmos

o valor de Kmin, notamos que a probabilidade p(t) torna-se menor, indicando uma ca-

minhada clássica mais acentuada. Isto ocorre devido ao surgimento de estruturas que

formam famı́lias de estrelas. Outra caracteŕıstica que podemos observar é a quebra no

comportamento do tipo de lei de potência na região de tempos intermediários. Conforme

Kmin torna-se maior, um pequeno pico surge no gráfico para p(t); e esse fato pode ser

comparado ao apresentado para uma rede estrela na Fig. 4.8. Todavia, este comporta-

mento não possui grande impacto sobre essa região de tempo. Notamos que, a quebra na

lei de potência alcança apenas uma ordem de grandeza em relação à valores diferentes de

Kmin. E de fato, isto pode ser explicado através da multiplicidade do autovalor λ = 1,

bem como da largura do gap entre esse autovalor e o próximo diferente dele. Note que,

esse gap torna-se mais pronunciado, quanto maior for o valor para o menor grau permitido

[ver Fig. 4.6 (a)]. Enquanto variamos Kmin, nossos resultados apontam para o mesmo

comportamento, embora tenhamos valores diferentes de γ e Kmax. Já na Fig. 4.9 (b),

variamos o maior grau permitido, Kmax = 10, 100 e 999, e fixamos γ = 2.5 e Kmin = 2.

Para o caso limite, em que Kmin = Kmax, teŕıamos assim uma cadeia linear pura. Nossa

análise, novamente, ficará restrita apenas à região de tempos intermediários; fazemos isto

pois, é onde p(t) apresenta comportamento distinto. Pode-se observar que, a diminuição

no valor de Kmax implica no aumento da probabilidade média de retorno clássica. E na

região de tempos intermediários, notamos que p(t) decai com uma lei de potência, apresen-

tando um exponte α = 0.76 igual para todos os valores apresentados de Kmax. Isto ocorre

pois, ao baixarmos o valor do maior grau permitido, as estruturas GSFNs possuem maior

quantidade de segmentos lineares. E se lembrarmos do caso limite mencionado acima,

temos que nossa rede tende para uma cadeia linear pura, e o comportamento anterior

pode ser comparado à Fig. 4.8 para o caso de uma cadeia linear. Podemos relacionar esse

comportamento também com o espectro de autovalores da Fig. 4.6 (b). Observe que, a

baixa degenerescência do autovalor λ = 1 implica em redes mais lineares.

Na Fig. 4.10 investigamos a influência da alteração do tamanho das nossas redes

sobre o transporte clássico. Constrúımos redes GSFNs com tamanhos N = 1000, 500

e 100; para uma melhor estat́ıstica, fizemos S = 1000 realizações do nosso algoritmo.

Mantivemos fixos os parâmetros γ, Kmin e Kmax em 2.6, 2 e N − 1, respectivamente.

Por questões de comparação, apresentamos os resultados de p(t) para uma rede livre

de escala constrúıda a partir do modelo B.-A. De imediato, podemos observar que para

redes com loops, isto é, redes do tipo B.-A., o valor de equiparticão, 1
N

, é alcançado mais

rapidamente, em contraste com estruturas GSFNs de mesmo tamanho. Essa diferença,

possui um tamanho maior em mais de três ordens de grandeza. Isto ocorre devido ao fato

de possuirmos vértices com maior grau, ou seja, há mais ligações entre os nós. Desta for-
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Figura 4.10 - Probabilidade média de retorno clássica, p(t), sobre GSFNs com número N de vértices
variável e S = 1000 realizações. Deixamos fixos: γ = 2.6, Kmin = 2 e Kmax = N − 1. Por razões
de comparação, apresentamos também o comportamento de p(t) sobre uma rede constrúıda a partir do
modelo B.-A. (com N = 1000).

ma, para o modelo B.-A., a probabilidade média de retorno clássica possui valores menores,

o que significa maior eficiência no espalhamento do caminhante sobre a rede. Identificamos

comportamento semelhante, para p(t), também sobre uma rede estrela ou sobre estruturas

GSFNs com grau mı́nimo permitido, Kmin, elevado.

4.4.2 Transporte quântico

Todos os resultados apresentados nas Figs. 4.11, 4.12 e 4.13 possuem os seguintes

valores: N = 1000 vértices e S = 1000 realizações.

Na Fig. 4.11 mostramos os resultados da influência do parâmetro γ, isto é, da

topologia da rede, sobre a probabilidade média de retorno quântica, π(t), dada pela Eq.

2.11. Alteramos o valores de γ entre 1.0 e 4.0, mantendo fixos Kmin = 2 e Kmax = 999.

Observe que, também apresentamos os resultados para uma rede estrela com N−1 braços

e para uma cadeia linear. Por razões de comparação, também expomos os resultados de

π(t) para redes constrúıdas a partir do modelo B.-A. A primeira observação refere-se

ao decaimento da probabilidade quântica: observamos que para todas as redes livres de

escala (GSFNs e B.-A.), o decaimento encontra-se entre os dois casos extremos, isto é,

entre uma rede estrela e uma cadeia linear. Temos fortes efeitos de localização, ou seja,

menor eficiência no transporte quântico, para estruturas do tipo estrela, enquanto que pa-
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Figura 4.11 - Probabilidade média de retorno quântica, π(t), sobre GSFNs com N = 1000 vértices e
S = 1000 realizações. Investigamos a influência do parâmetro γ sobre a probabilidade quântica, mantendo
fixos Kmin = 2 e Kmax = 999. Por razões de comparação, apresentamos também o comportamento de
π(t) sobre uma rede estrela e uma cadeia linear, ambas com mesmo tamanho das redes GSFNs, assim
como para uma rede constrúıda a partir do modelo B.-A..

ra redes mais lineares, o transporte é mais eficaz. E essa última afirmação, pode ser

observada, também, por meio do rápido decaimento da probabilidade quântica à um valor

médio em torno do qual π(t) oscila. Ou seja, a flutuação média que ocorre ao redor do

valor da probabilidade quântica. Notamos que, para estruturas GSFNs que possuem um

parâmetro γ elevado, a amplitude de oscilação torna-se menor e o decaimento ao valor

médio de oscilação ocorre mais rapidamente. Neste caso, ao aumentarmos γ acima dos

valores utilizados na Fig. 4.11, esperamos que o comportamento da probabilidade média

de retorno quântica se torne semelhante ao de uma cadeia linear. Assim, teŕıamos a

presença de uma forte oscilação. Nossos resultados indicam que, um aumento no valor

de γ não resulta, necessariamente, em um aumento na eficiência do transporte quântico.

Por exemplo, para redes com γ = 1.0, o valor médio encontrado para a oscilação de π(t) é

igual a 0.98, enquanto que para estruturas com γ = 4.0, encontramos 0.18. Este fato pode

ser explicado através da presença de vértices com alto número de ligações, mesmo para

valores elevados de γ. Agora, ao avaliarmos o comportamento para a probabilidade média

quântica sobre redes constrúıdas através do modelo B.-A., notamos um comportamento

interessante. A probabilidade π(t) é menor que todas as outras encontradas para GSFNs,

apesar de γ = 2.64. Para nossas estruturas GSFNs, que são redes do tipo árvore, mesmo

com um expoente similar, γ = 2.5, a probabilidade média quântica possui valores elevados,

significando fortes efeitos de localização. Um olhar atento à probabilidade quântica para
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redes do tipo B.-A. nos indica que sua oscilação em torno de um valor médio é baixa. De

fato, encontramos um valor de 0.12 em torno do qual π(t) oscila. Esse valor é menor, em

quase duas ordens de grandeza, que o valor de equipartição clássico 1
N

. Podemos assim,

notar que a oscilação para redes do tipo B.-A. é quase inexistente. No entanto, observe

que, em comparação à nossas estruturas GSFNs, a probabilidade quântica para o modelo

B.-A. alcança o valor médio de oscilação em um tempo relativamente maior. Todas essas

propriedades podem ser explicadas devido à presença de loops em SFNs criadas a partir

do modelo B.-A.. Esses últimos, aumentam o número de segmentos lineares e o número

de ligações presentes na rede.
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Figura 4.12 - Comparação entre a probabilidade média de retorno clássica, p(t), probabilidade média
de retorno quântica, π(t), e o limite inferior quântico, |α(t)|2, sobre GSFNs com N = 1000 vértices e
S = 1000 realizações. Investigamos a influência do parâmetro γ, para o qual foram escolhidos dois valores:
1.0 e 4.0. Ou seja, estruturas com grandes estrelas e redes com maior quantidade de segmentos lineares,
respectivamente. São mantidos fixos Kmin = 2 e Kmax = 999.

Na Fig. 4.12 fazemos uma comparação entre os comportamentos das probabili-

dades médias clássica e quântica. Isto é, avaliamos em um mesmo gráfico as caracteŕısticas

de p(t), Eq. 2.12, π(t), Eq. 2.11, e seu limite inferior α(t), Eq. 2.13. Optamos por manter

fixos os valores dos graus mı́nimo e máximo permitidos em Kmin = 2 e Kmax = 999,

respectivamente. Além disso, nossas estruturas GSFNs foram constrúıdas a partir de dois

valores de densidade da rede, γ = 1.0 e γ = 4.0. Nossa análise inicia com as estruturas

que possuem γ = 1.0, que como já foi comentado, são redes constitúıdas por estruturas

do tipo estrela com um elevado número de braços. Observamos que, sobre essas estrutu-

ras o caminhante quântico experimenta um forte efeito de localização. Ao analisarmos o
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comportamento tanto de π(t) quando de α(t), temos probabilidades com valores elevados,

indicando maior probabilidade de retorno ao vértice inicial. Com efeito, encontramos um

valor de 0.98 para π(t) e 0.96 para α(t) em torno do qual as duas oscilam, respectivamente.

Ao compararmos o comportamento quântico com o clássico, notamos que a probabilidade

média clássica, p(t), é quase três ordens de grandeza menor do que sua análoga quântica.

Não obstante, seu tempo de decaimento também é diferente, sendo alcançado em cerca de

duas ordens de grandeza após as probabilidades quânticas. Ressaltamos que, sobre redes

com predominância de estruturas do tipo estrela, o caminhante quântico possui maior

probabilidade, em relação ao clássico, de retornar ao vértice inicial. Isto ocorre devido à

sua natureza ondulatória e aos efeitos de interferência. Novamente, para a probabilidade

média clássica, o limite de longo tempo, 1
N

, é alcançado. Em contraste, no caso quântico

a probabilidade média de retorno oscila em torno de um certo valor, que pode ser maior

que o valor de equipartição clássico. Importante comentarmos que, não podemos con-

cluir, da afirmação anterior, que a caminhada clássica é mais rápida do que a caminhada

quântica. Na verdade, isto significa apenas que no limite de longo tempo a probabilidade

é igualmente distribúıda entre todos os vértices [68]. E isto está diretamente relacionado

ao fato de que, para GSFNs com γ = 1.0, temos uma grande multiplicidade do auto-

valor λ = 1 (ver Fig. 4.5). Agora, nos voltamos para estruturas GSFNs que possuem

γ = 4.0, ou seja, como já hav́ıamos mencionado, estruturas com a presença de segmentos

mais lineares. Notamos que, o transporte quântico aumenta significativamente, todavia

os efeitos de localização continuam presentes. Observe que, permanece o comportamento

oscilatório para as probabilidades quânticas, desta vez com uma amplitude de oscilação

maior. Porém, ambas alcançam o valor médio de longo tempo mais rapidamente, quando

comparadas ao caso clássico. Ao aumentarmos o valor do parâmetro γ, nossas estruturas

GSFNs tornam-se mais lineares, e desta forma fortes efeitos de oscilação em torno de um

valor médio são detectados, tanto para π(t) quanto para α(t). Não obstante, no caso

limite para γ elevado, obtemos uma cadeia linear, o que nos leva diretamente à compreen-

são de um rápido decaimento das probabilidades quânticas. Essa última afirmativa, é um

ind́ıcio de eficiência para caminhadas quânticas (CTQWs), em contraste com as caminha-

das clássicas (CTRWs) [62]. Além disso, nas regiões de tempo intermediário, temos um

comportamento de escala no decaimento de p(t), onde obtemos p(t) ∝ t−1/2. Enquanto

que as probabilidades quânticas possuem t−1.

Estamos, agora, interessados em avaliar a influência dos graus mı́nimo e má-

ximo permitidos, Kmin e Kmax, respectivamente, sobre a probabilidade média de retorno

quântica, Fig. 4.13. Iniciamos com a análise da influência de Kmin apresentada na Fig.

4.13 (a), para o qual as estruturas GSFNs foram constrúıdas a partir dos valores fixos de

γ = 2.5 e Kmax = 999. Observe que, há um aumento nos valores da probabilidade quântica

π(t) quando aumentados o valor do grau mı́nimo permitido. Isto nos indica que há fortes
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10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

t

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
π

(t
)

K
min

 = 2 

     3
     6
    10

(a)

γ = 2.5

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

t

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

π
(t

)

K
max

 = 999

     100
      10

(b)

γ = 2.5

K
min

 = 2

Figura 4.13 - Probabilidade média de retorno quântica, π(t), sobre GSFNs com N = 1000 vértices
e S = 1000 realizações. Em (a) investigamos a influência do grau mı́nimo permitido, Kmin, sobre a
probabilidade quântica, mantendo fixos γ = 2.5 e Kmax = 999. Em (b) investigamos a influência do grau
máximo permitido, Kmax, sobre a probabilidade quântica, mantendo fixos γ = 2.5 e Kmin = 2.

efeitos de localização, ou seja, o caminhante quântico tende a retornar para seu vértice

inicial. Vale a pena lembrarmos que, estruturas GSFNs com valor elevado de Kmin são

compostas por grandes estrelas, e como já mencionado, temos famı́lias de estrelas. Além

disso, notamos que o tempo para alcançar o valor médio de longo tempo, isto é, o valor

em torno do qual a probabilidade quântica oscila, é quase que o mesmo para os diferentes

valores de Kmin calculados. De fato, nossos resultados apontam para valores de π(t) que

são quase o dobro um do outro. Ou seja, para Kmin = 2 temos π(t) ≈ 0.55, enquanto que,

para Kmin = 10 temos π(t) ≈ 0.90. Além do mais, observe que a amplitude de oscilação

em torno do valor médio de longo tempo é mais acentuada para valores menores do grau

mı́nimo permitido. O contrário, isto é, para valores maiores de Kmin, observamos menor

amplitude de oscilação. Com efeito, para esse último caso, nossas estruturas GSFNs pos-

suem estrelas com tamanho maior. Esse comportamento pode ser inferido a partir dos

resultados contidos na Fig. 4.11, no qual estão apresentados os resultados para os dois

casos limites: uma rede estrela, com N−1 braços, e uma cadeia linear. Encontramos eleva-

das amplitudes de oscilação para uma cadeia linear, enquanto que, para uma rede estrela,

temos uma amplitude extremamente menor. Já na Fig. 4.13 (b) nossa análise volta-se

para a influência de Kmax sobre a probabilidade quântica. As estruturas GSFNs foram

constrúıdas a partir dos valores fixos de γ = 2.5 e Kmin = 2. Observe que, para valores

pequenos do grau máximo permito temos probabilidades menores. Isto nos indica que há

a presença de redes GSFNs com maior quantidade de segmentos lineares. Desta forma,

o caminhante quântico terá maior eficiência em sua caminhada sobre as redes GSFNs,

possuindo menor probabilidade de retorno ao vértice inicial. Diferentemente da influência

dos outros parâmetros sobre a probabilidade média quântica, a influência de Kmax sobre

esta última é menos acentuada. Por exemplo, observamos que o grau máximo permitido
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exerce fraca influência sobre o valor médio de longo tempo, bem como sobre a amplitude

de oscilação em torno deste valor médio. Esse comportamento é similar ao encontrado

para a probabilidade clássica p(t) [ver Fig. 4.9 (b)]. Importante ressaltarmos que, a fraca

influência de Kmax sobre a probabilidade quântica não reside no fato de termos GSFNs

com estrelas de um dado tamanho. Na verdade, a fraca influência está relacionada com o

fato de termos GSFNs compostas por estrelas.

Adiante, avaliaremos o transporte quântico através das probabilidades de transi-

ção quântica, πk,j(t), Eq. 2.9, onde analisaremos a caminhada quântica a partir de vértices

iniciais (πk,centro(t) e πk,periférico(t)) e para o valor espećıfico de tempo igual a t = 10. Alterar

a estrutura das redes GSFNs, significa alterar o comportamento do transporte quântico,

e isto ficará ainda mais evidente.

4.5 Probabilidades de transição sobre GSFNs

Nesta seção apresentaremos os resultados para a probabilidade de transição quân-

tica, πk,j(t), Eq. 2.9. Escolhemos mostrar nossos resultados através de contornos de

probabilidades (spacetime structure). Serão apresentadas as probabilidades para três di-

ferentes estruturas GSFNs, todas contendo N = 100 vértices, que obedecem aos seguintes

parâmetros de construção: em Fig. 4.14, γ = 1.0, Kmin = 2 e Kmax = 99; em Fig. 4.15,

γ = 2.5, Kmin = 2 e Kmax = 99; em Fig. 4.16, γ = 2.5, Kmin = 6 e Kmax = 99. Optamos

por adicionar a cada vértice sua numeração, conforme os passos de criação das redes (ver

Fig. 4.3), com a finalidade de facilitar o entendimento dos resultados. Nossa abordagem

consiste em calcular todas as probabilidades de transição para os três diferentes tipos

de redes, efetuando, assim, uma comparação entre os comportamentos do caminhante

quântico sobre as estruturas GSFNs.

Na Fig. 4.14 (a) investigamos o comportamento da probabilidade de transição

quântica, πk,centro(t), para o caso em que o caminhante inicia seu movimento a partir

do vértice central, neste caso, nominalmente representado por 2 (quadrado vermelho).

Observe que, este é o nó que apresenta os maiores valores de probabilidade de transição

para todos os tempos. De fato, ao olharmos para a estrutura GSFN, temos que o vértice

2 é o centro de uma estrela que possui vários braços (76 no total). Por este motivo,

encontramos fortes efeitos de localização [62, 68, 73]. Esses braços, ou vértices vizinhos,

conectados ao nó 2 (de 1 até 4-78) exibem altas probabilidades para diferentes intervalos de

tempo. Podemos observar, no contorno de probabilidade, que a segunda região mais clara

(com probabilidades entre 10−3 e 10−2) está relacionada ao vértice de número 30. De fato,

ao olharmos para a estrutura GSFN correspondente, notamos que o vértice 30 é o centro

de outra grande estrela com 21 vizinhos. Nossos resultados mostram que a probabilidade

π30,2 é a segunda maior, em contraste com as probabilidades para o caminhante quântico
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Figura 4.14 - Contornos da probabilidade de transição quântica, πk,j(t), sobre GSFN com N = 100 vérti-
ces. Para esta análise, mantivemos fixos os parâmetros de construção em: γ = 1.0, Kmin = 2 e Kmax = 99.
Em (a) avaliamos o comportamento da probabilidade πk,centro(t), ou seja, quando o caminhante quântico
inicia seu movimento no centro da rede (quadrado vermelho). Em (b) avaliamos o comportamento da
probabilidade πk,periférico(t), ou seja, quando o caminhante quântico inicia seu movimento em um vértice
periférico da rede. Em (c) avaliamos o comportamento da probabilidade πk,j(10).

alcançar os vértices vizinhos de segunda ordem (ćırculos pretos). Na maior parte do tempo

t essas probabilidades possuem valores pequenos. Ressaltamos que, para o caso de uma

rede estrela pura, quando a caminhada inicia no centro, essa última pode ser mapeada

utilizando apenas dois vértices [62, 113]. Todavia, caminhadas que iniciam em vértices

periféricos, não apresentam um mapeamento simples. Agora, avaliamos o inverso do que



60 4.5 Probabilidades de transição sobre GSFNs

foi apresentado acima. Isto é, faremos o mapeamento da probabilidade de transição quân-

tica, πk,periférico(t), que tem seu ińıcio em algum vértice perifério, ou seja, um vértice que

se encontra mais distante do centro. No caso da Fig. 4.14 (b), escolhemos como vértice

mais distante o nó 100. Claramente, temos o maior valor de probabilidade para π100,100,

seguido pela probabilidade de transição do vértice 100 ao seu vizinho mais próximo, o

vértice 30. Nossos resultados indicam que este valor de probabilidade, π30,100, é o segundo

maior. Na sequência, em valores menores, temos as probabilidades de transição para os

vértices vizinhos representados pelos ćırculos verdes abertos (80-99), e também para o

vértice 29. Esses resultados estão perfeitamente de acordo com a topologia GSFN que

temos, isto é, duas grandes estrelas conectadas através da ligação (2,30). Em comparação

com o caso πk,centro(t), as probabilidades πk,periférico(t) apresentam maiores efeitos de loca-

lização, resultando em uma caminhada quântica ineficiente. Na Fig. 4.14 (c) analisamos

a probabilidade de transição, πk,j(10), para o tempo fixo de t = 10. Ou seja, calculamos

todas as probabilidades entre todos os pares de vértices (k, j). Ressaltamos que, quali-

tativamente, temos um comportamento similar para todos os valores de tempo. Para o

caso da caminhada quântica sobre a estrutura GSFN considerada, observamos fortes efei-

tos de localização, onde nossos resultados indicam probabilidade acima de 10−4 apenas

para transições entre vértices de mesma estrela. A coloração mais amarelada, na diago-

nal presente no contorno de probabilidade, nos indica que o caminhante tende a retornar

para o vértice inicial. Uma consequência direta do modelo utilizado neste trabalho é a

simetria presente no contorno de probabilidade. Ou seja, consideramos iguais as probabi-

lidades πk,j = πj,k (ver Eq. 2.9). Além disso, uma visão em perspectiva do contorno de

probabilidade nos indica a quantidade de estrelas que formam a estrutura GSFN.

Na Fig. 4.15 (a) novamente avaliamos a probabilidade de transição, πk,centro(t),

para o caso em que o caminhante quântico inicia seu movimento a partir do vértice cen-

tral da rede, neste caso, nominalmente representado pelo nó 1 (quadrado vermelho). Ao

alterarmos os parâmetros de construção (presentes na figura), nossa nova topologia GSFN

corresponde a uma rede com pequenas estrelas e maiores caminhos lineares. Inclusive, a

linha sólida em vermelho representa o caminho linear mais longo, que quando comparado

ao caso anterior, é quase três vezes maior. Encontramos a maior probabilidade, clara-

mente, para π1,1 devido à sua conectividade com outros 15 vértices vizinhos. Todavia,

nesta nova situação observamos regiões que possuem valores maiores de probabilidade de

transição (acima de 10−2). Note que, vértices mais distantes do centro são alcançados com

probabilidades relativamente maiores do que no caso anterior analisado. Esse fato pode

ser explicado pelo aumento no número de segmentos lineares. No geral, podemos afirmar

que a caminhada quântica sobre estas estruturas é mais eficiente, pois espalha-se por mais

vértices da rede. Semelhante ao que avaliamos anteriormente, os vértices periféricos, ou

seja, os mais distantes do centro (ćırculos de cor violeta), são os que possuem menor pro-
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Figura 4.15 - Contornos da probabilidade de transição quântica, πk,j(t), sobre GSFN com N = 100 vérti-
ces. Para esta análise, mantivemos fixos os parâmetros de construção em: γ = 2.5, Kmin = 2 e Kmax = 99.
Em (a) avaliamos o comportamento da probabilidade πk,centro(t), ou seja, quando o caminhante quântico
inicia seu movimento no centro da rede (quadrado vermelho). Em (b) avaliamos o comportamento da
probabilidade πk,periférico(t), ou seja, quando o caminhante quântico inicia seu movimento em um vértice
periférico da rede. Em (c) avaliamos o comportamento da probabilidade πk,j(10).

babilidade de transição. Na Fig. 4.15 (b) analisamos o caso para quando o caminhante

quântico inicia seu movimento a partir de um vértice periférico. Neste caso, escolhemos

o vértice de número 100. Embora este não seja o vértice mais distante do centro, nós o

escolhemos pois ele está oposto à estrela com centro no vértice 59. Observe que, em con-

traste com o que foi encontrado para a rede GSFN anterior, agora a caminhada quântica
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alcança vértices mais distantes. De fato, devido ao aumento no maior caminho linear o

caminhante quântico transita por outras regiões da rede. Tomemos, por exemplo, o nó

72 que é um vizinho de nona ordem do vértice 100, nossos resultados mostram que a

probabilidade de transição vale π72,100 ≈ 0.1 para vários valores de tempo. Isto pode ser

explicado pelo fato de que, ao sair do vértice 100, o caminhante quântico passa apenas

uma única vez por uma grande estrela, sofrendo pouco com efeitos de localização. En-

contramos resultados similares para vértices que estão próximos ao nó 100, porém, que

estão conectados a ele através de segmentos lineares mais curtos, como por exemplo, os

vértices 24 e 25, para citar apenas alguns. Nossos resultados continuam mostrando baixa

probabilidade de transição para vértices opostos ao nó inicial da caminhada. Isto pode ser

visto na região do contorno de probabilidade referente aos vértices 78-98, que são opostos

ao nó 100 e que fazem parte de uma grande estrela. Essa análise nos leva à conclusão

de que a caminhada quântica sobre estruturas GSFNs com as caracteŕısticas presentes, é

mais eficiente, mesmo iniciando de qualquer vértice da rede. Na Fig. 4.15 (c) analisamos

a probabilidade de transição, πk,j(10), para o tempo fixo de t = 10. Ou seja, calculamos

todas as probabilidades entre todos os pares de vértices (k, j). Agora, podemos observar

que há uma mistura entre regiões com altas e pequenas probabilidades de transição. Ou

seja, há uma alternância entre efeitos de localização e bom espalhamento da caminhada

quântica sobre toda rede. Nossos resultados indicam os maiores valores de probabilidade

entre vértices presentes ao longo da mesma estrela, em contraste com valores baixos para

vértices que fazem parte de estrelas distantes. De fato, isto pode ser visto entre os centros

de duas grandes estrelas, são eles os vértices 1 e 59. Devido à presença maior de segmentos

lineares, os vértices conectados ao centro 1 apresentam um melhor espalhamento. Nova-

mente, um olhar em perspectiva do contorno de probabilidade, nos indica a quantidade

de estrelas presentes na rede.

Para encerrarmos a análise das probabilidades de transição quântica, avaliaremos

as mesmas quantidades dos dois casos anteriores, agora para a estrutura presente na Fig.

4.16. Observe que, para esta nova situação alteramos o valor do grau mı́nimo permitido,

Kmin, mantendo fixos os parâmetros γ e Kmax do caso anterior. Na Fig. 4.16 (a) o nó

central é nominalmente o nó 1, além disso, esta nova estrutura GSFN é basicamente

composta por pares de pequenas estrelas (famı́lia de estrelas). Observe que, o maior

caminho linear, ou diâmetro da rede, é igual a 8. Esse último é menor que o diâmetro da

situação anterior, no entanto, a quantidade de vértices com grau acima de 5 é superior

– de fato, temos 12 vértices. Essa mistura entre segmentos lineares e vértices com grau

elevado terá forte influência sobre o transporte quântico. O contorno de probabilidades

nos indica uma relação não trivial entre efeitos de localização e regiões em que há um

bom espalhamento do caminhante quântico. Notamos que os efeitos de localização são

acentuados para regiões em que estão os vizinhos mais próximos do centro de cada estrela,
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Figura 4.16 - Contornos da probabilidade de transição quântica, πk,j(t), sobre GSFN com N = 100 vérti-
ces. Para esta análise, mantivemos fixos os parâmetros de construção em: γ = 2.5, Kmin = 6 e Kmax = 99.
Em (a) avaliamos o comportamento da probabilidade πk,centro(t), ou seja, quando o caminhante quântico
inicia seu movimento no centro da rede (quadrado vermelho). Em (b) avaliamos o comportamento da
probabilidade πk,periférico(t), ou seja, quando o caminhante quântico inicia seu movimento em um vértice
periférico da rede. Em (c) avaliamos o comportamento da probabilidade πk,j(10).

e no próprio centro da estrela. Simultâneo aos efeitos de localização e bom espalhamento,

temos que a caminhada quântica alcança vértices periféricos com probabilidades maiores

que as encontradas nos dois casos anteriores – devido aos segmentos lineares. Na Fig.

4.16 (b) analisamos o comportamento da caminhada quântica que tem ińıcio em algum

dos vértices periféricos. Nesse caso, escolhemos como ińıcio o vértice de número 90. Nossa
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estrutura possui 12 estrelas, onde o maior segmento linear conecta quase todas elas. Esse

fato será responsável pela mistura de efeitos de localização (estrelas) e bom espalhamento

(segmentos lineares) da caminhada quântica sobre a rede. Nossos resultados indicam

maior valor de probabilidade de transição para vértices próximos ao nó 90 – pertencentes

à mesma estrela. Todavia, o contorno de probabilidades fornece, para tempos acima de

80, uma situação mais homogênea, onde quase todas as probabilidades alcançam valores

acima de 10−4. Para imaginarmos tal situação, podemos fazer o seguinte experimento

mental: o caminhante quântico alcança uma estrutura do tipo estrela, fica então loca-

lizado nessa estrutura, e após um intervalo de tempo move-se para a próxima estrela.

Repetindo-se tal processo, a caminhada alcança todas as outras estrelas. Já na Fig. 4.16

(c) observamos várias regiões onde a predominância de coloração vermelho-laranja é acen-

tuada, nos indicando alguns efeitos de localização, bem como um bom espalhamento do

caminhante quântico. Através da diagonal principal, temos uma ideia da quantidade e do

tamanho das estruturas do tipo estrela. Lembrando que para esta situação, aumentamos

o valor do grau mı́nimo permitido, obtendo, desta forma, vértices com grau elevado (maior

quantidade de ligações). Notamos, por fim, uma mistura dos dois casos extremos: uma

cadeia linear e uma rede estrela.

Na seção seguinte, continuaremos avaliando o transporte quântico sobre GSFNs.

Faremos uma análise do limite de longo tempo, χ, Eq. 2.16. Para melhor apresentação

destes resultados, apresentamos também a diferença relativa, calculada a partir do valor

exato χ e do valor aproximado χ∗, dado pela Eq. 2.16.

4.6 Limite de longo tempo para GSFNs

Na Fig. 4.17 apresentamos os resultados em (a) para o limite de longo tempo χ e

em (b) para a diferença relativa (χ−χ∗)
χ

. Em nossa análise, consideramos fixo Kmax = 999

e, para melhor estat́ıstica, fizemos S = 1000 realizações, com alteração dos parâmetros γ

e Kmin. Importante lembrarmos que, o limite de longo tempo está compreendido entre

dois valores extremos: 0 e 1. Consideramos o máximo de eficiência quando temos χ = 0,

e valores próximos a zero podem ser considerados eficientes. Por outro lado, o máximo

de ineficiência ocorre para quando χ = 1, e valores próximos a 1 podem ser considerados

de baixa eficiência. Nesta seção, optamos por apresentar nossos resultados através de

um mapa bidimensional, em que a coloração representa a intensidade da eficiência do

transporte quântico. A Fig. 4.17 (a) nos indica que a eficiência é maior para quando

temos valores maiores de γ e menores para Kmin. Essa propriedade é válida para todos os

valores de Kmin quando mantemos os outros parâmetros fixos. O exemplo mais claro para

isso, ocorre quando mantemos fixo Kmin = 2. Nossos resultados indicam uma melhora, de

quase duas ordens de grandeza na eficiência, quando aumentamos γ de 1.0 até 4.0. De fa-
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exatos de χ, enquanto que em (b) mostramos a diferença relativa (χ−χ∗)
χ . Para χ = 0 temos o máximo

de eficiência e para χ = 1 temos o máximo de ineficiência.

to, encontramos os seguintes valores: χ(γ = 1.0, Kmin = 2) = 0.96 e χ(γ = 4.0, Kmin =

2) = 0.012. Notamos, também, que para um valor fixo de γ e uma variação de Kmin para

valores maiores, torna o transporte menos eficiente. Todas essas mudanças no comporta-

mento de χ estão diretamente relacionadas à existência de estruturas estrelas e maiores

quantidades de segmentos lineares. Notadamente, obtemos valores iguais para a eficiên-

cia quântica para vários valores do mesmo conjunto de parâmetros (γ, Kmin), embora

a topologia das redes GSFNs sejam muito diferentes. Essa última afirmação é melhor
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compreendida quando observamos, no mapa bidimensional, a região na diagonal com

coloração branca, que possui χ ≈ 0.7. Encontramos, por exemplo, a mesma eficiência

quântica para os seguintes pares de parâmetros: (1.8,2), (2.0,3), (2.4,5) e (2.6,6), para

citar apenas alguns. Para cada valor de γ encontra-se, praticamente, um valor apropriado

de Kmin que nos fornece o mesmo valor de χ. Resultados similares são encontrados para

todos os valores de χ; quando alteramos apenas os parâmetros de construção das GSFNs.

Com relação ao valor aproximado, χ∗, optamos por não apresentá-lo neste trabalho, pois

os valores estão muito próximos do valor exato. Ao construir um mapa bidimensional

para χ∗, temos a impressão de tratar-se da mesma figura. Desta forma, mostramos, na

Fig. 4.17 (b) a diferença relativa do limite de longo tempo, isto é, χ−χ∗
χ

. Com ela temos

uma visão clara de que o valor aproximado da eficiência quântica está muito próximo do

valor exato. A diferença, encontrada por nós, é de no máximo 20% e está em torno de 1%,

em média. Portanto, para nossas estruturas GSFNs a aproximação de χ é válida [75,114],

o que deve ser explicado através da natureza discreta do espectro de autovalores para

estruturas GSFNs.



Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Nesta pesquisa de Doutorado, investigamos e descrevemos os resultados do trans-

porte quântico sobre diferentes tipos de redes e o fizemos através do modelo de caminhadas

quânticas de tempo cont́ınuo (CTQWs). Não obstante, realizamos uma investigação para-

lela, para fins de comparação, do transporte clássico, através das caminhadas aleatórias de

tempo cont́ınuo (CTRWs). O enfoque do nosso trabalho é de caráter teórico e numérico,

apontando para redes onde a eficiência das QWs pode ser encontrada. Para identificarmos

essa eficiência, focamos na determinação das seguintes quantidades: (i) a probabilidade

de transição entre vértices (j, k) das redes; (ii) a probabilidade média de retorno, ou seja,

a probabilidade de um caminhante retornar ao seu ponto de partida; (iii) o limite de

longo tempo escrito como função dos autovalores da matriz de conectividade A. Nossa

pesquisa esteve concentrada em fazer alterações na topologia das estruturas escolhidas

para análise. Ou seja, primeiramente, investigamos o transporte quântico sobre redes do

tipo dendŕımero quando, de maneira aleatória, adicionamos novas ligações entre vértices

de mesma geração. Além disso, para contornar efeitos de localização das caminhadas,

resolvemos construir uma rede multicamada do tipo dendŕımero, isto é, uma rede em que

cada camada de dendŕımero está uma sobre a outra. Tornando o problema ainda mais

desafiador, de maneira aleatória, retiramos algumas ligações entre vértices de camadas

vizinhas. Em um segundo momento, nos voltamos para o transporte quântico sobre um

dos modelos de redes complexas mais úteis na descrição de sistemas reais na natureza, as

redes livres de escala. Nos concentramos em uma nova maneira de construção desse tipo

de rede, agora restrita à utililização de dois parâmetros de modularidade. Essas redes

receberam o nome de rede livres de escala generalizadas (GSFNs). Combinações entre os

parâmetros de construção dessas estrututras, (γ,Kmin, Kmax), foram feitas e, através delas,

pudemos analisar as caracteŕısticas das CTQWs. Devido à pandemia do novo coronav́ırus,

utilizamos as GSFNs como base para a modelagem de um problema epidemiológico. Os

resultados deste último trabalho não encontram-se discutidos aqui, nesta Tese, todavia o

artigo referente a ele pode ser encontrado na Ref. [30].

Sobre estruturas do tipo dendŕımero, primeiramente iniciamos com a análise das

caminhadas quânticas sobre RMTDs completas, e ao final, sobre RMTDs incompletas.

Nossa investigação está diretamente ligada à alteração dos parâmetros de probabilidade p
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e q, assim como dos números de geração G e camadas L. Ao investigarmos o transporte

quântico sobre redes do tipo dendŕımero, descobrimos que o espectro de autovalores,

possui caráter discreto. Há grande degenerescência dos autovalores associados à matriz

de conectividade A. Todavia, ao acionarmos o parâmetro de probabilidade p, responsável

pela adição de novas ligações entre vértices de mesma geração, mantendo q fixo, notamos

que o espectro torna-se cont́ınuo. A presença de grandes segmentos lineares, isto é, ao

adicionarmos L novas camadas na estrutura, diminuiu a magnitudade dos autovalores.

Isso nos indica maior espalhamento do caminhante quântico sobre a rede, ou seja, mais

vértices são visitados. Nossos resultados possuem aspectos interessantes. Para a situação

na qual temos apenas uma única camada do tipo dendŕımero, com p = 0.0, onde os

efeitos de localização são predominantes, encontramos um limite de longo tempo médio,

para grandes estruturas, igual a χ∞D = 1
9
. No entanto, ao acionarmos o parâmetro p, este

valor é melhorado em mais de duas ordens de grandeza. Notavelmente, a melhor eficiência

não é encontrada para p = 1.0, mas sim para p = 0.9, isto é, quando há a ausência de uma

única ligação. A explicação para este achado, resulta do fato de que o transporte quântico

é mais eficiente sobre uma linha do quê sobre uma rede do tipo anel (linha fechada).

Fomos além e tornamos ainda melhor o transporte sobre estruturas do tipo

dendŕımero. Para isso, conectamos camadas do tipo dendŕımero modificado umas sobre

as outras, melhorando os resultados encontrados em [64]. Identificamos que a eficiência

quântica aumenta várias ordens de grandeza quanto maior for o número de camadas adi-

cionadas à estrutura e maior o número G de gerações. Para uma simples exemplificação,

citamos o caso de RMTDs completas com G = 5 e L = 100. Nesta situação, temos uma

melhora de mais de uma ordem de grandeza: χ1camada ≈ 0.12 e χ100camadas ≈ 0.002 para

quando p = 0.0; χ1camada ≈ 0.010 e χ100camadas ≈ 0.001 para p = 1.0. Outra caracteŕıstica

interessante presente em nossos resultados, refere-se à remoção, através da probabilidade

1− q, de ligações entre camadas vizinhas. Encontramos que a melhor eficiência quântica

ocorre para q ≈ 0.9, isto é, quando temos a ausência de uma única interligação. No-

vamente, lembramos que QWs propagam-se melhor sobre linhas, ao invés de redes do

tipo anel. Portanto, nosso trabalho mostrou que o espalhamento da CTQW pode ser

melhorado através de modificações na topologia da rede. Ou seja, com a adição de no-

vas ligações e com o empilhamento de camadas, aumentamos a eficiência do transporte

quântico sobre tais estruturas. Temos a espectativa de que essas descobertas possam ser

úteis em diferentes áreas. Para citar algumas, destacamos a transferência quântica de ex-

ćıtons, o transporte quântico sobre grafos complexos, a computação quântica e algoritmos

quânticos de busca.

Na segunda parte do nosso projeto de Doutorado, estivemos concentrados no

transporte quântico sobre SFNs. Ao estabelecermos parâmetros de modularidade, que

restringem o grau mı́nimo e máximo parmitidos a cada vértice, demos às nossas estrutu-
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ras o nome de redes livres de escala generalizadas (GSFNs). A construção das estruturas

GSFNs segue um mencanismo de crescimento que obedece uma distribuição de grau do

tipo lei de potência. O expoente da lei de potência, γ, é escolhido no ińıcio do processo,

sendo responsável pela densidade de conexões da rede. Em seguida, consideramos dois pa-

râmetros de modularidade: Kmin, que é o grau mı́nimo permitido, e Kmax, o grau máximo

permitido. Além do transporte quântico, também investigamos o transporte clássico so-

bre tais redes, sempre concentrados na influência dos três parâmetros mencionados acima.

Nossos resultados indicam, logo de ińıcio, uma forte dependência do espectro de autova-

lores com a alteração do expoente γ. Observamos que, para valores pequenos de γ, fixos

os parâmetros de modularidade em Kmin = 2 e Kmax = N − 1, há uma grande degeneres-

cência do autovalor 1. Todavia, isso diminui quando ainda para γ pequeno, diminúımos

o valor de Kmax. De fato, estamos elevando a presença de maiores segmentos lineares,

dáı este comportamento. Ao mesmo tempo, a alteração de Kmin exerce mais influência

na topologia do que mudanças realizadas em Kmax, tornando-as com caráter de redes do

tipo estrela.

Nossa análise indica que, o transporte clássico é mais eficiente sobre redes com

topologia tendo a predominância de estrelas. No entanto, o transporte quântico mostrou

ser mais eficiente sobre estruturas GSFNs com maior predominância de segmentos lineares.

Em estruturas estrelas, os efeitos de localização são fortes, isto é, o caminhante quântico

possui a tendência de permanecer no vértice de origem ou em vértices vizinhos. Todavia, o

valor de equiĺıbrio do limite de longo tempo é alcançado mais rapidamente, com pequenas

flutuações em torno de si. Essa mesma eficiência é encontrada para diferentes valores

de parâmetros (γ,Kmin), ou seja, em diferentes topologias. Com mais detalhes, para

todo valor de Kmin temos um valor de γ que fornece o mesmo valor de χ. Contornamos

esta situação com o aumento do valor de γ e mantendo os parâmetros de modularidade

constantes. Identificamos que outra maneira de aumentarmos a eficiência quântica, é

obtida através da diminuição do valor do grau máximo permitido Kmax. Por outro lado,

o efeito contrário é obtido quando aumentamos o valor de Kmin. Portanto, podemos

afirmar que a eficiência quântica é melhorada através do aumento de γ, diminuição de

Kmin ou aumento de Kmax, sendo uma cadeia linear o limite superior. Além disso, notamos

que a rapidez no alcance do valor médio do limite de longo tempo não depende dos

nossos parâmetros de construção. De fato, essa rapidez está principalmente relacionada

ao número de ligações presentes na rede. Isto pode ser verificado através dos resultados

obtidos para redes constrúıdas a partir do modelo B.-A., que são redes com a presença de

loops. Esperamos que as análises e caracteŕısticas do transporte quântico obtidas sobre

GSFNs possam ser úteis em aplicações e estudos em diferentes áreas.

No momento em que esta Conclusão é escrita, temos como primeira perspectiva

a extensão da investigação do transporte quântico agora sobre Redes Multicamadas Livres
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Figura 5.1 - Esquema de uma rede multicamada livre de escala generalizada (MGSFN) com número
total de vértices N = 30. Os parâmetros de construção são: γ = 2.5, Kmin = 2 e Kmax = 9. Cada
camada é formada por estruturas GSFNs. As camadas estão conectadas através das linhas sólidas em
vermelho; linhas tracejadas indicam a ausência de uma ligação.

de Escala Generalizadas (MGSFNs, sigla do inglês). Na Fig. 5.1 apresentamos um es-

quema de como estas novas estruturas são constrúıdas. A partir da distribuição de grau

pk, Eq. 4.3, criamos GSFNs e colocamos umas sobre as outras criando assim uma rede

multicamada. O número de vértices por camada é igual para todos os ńıveis. Uma vez que

as ligações são feitas de maneira aleatória, cada camada terá uma topologia livre de escala

diferentes umas das outras. Já iniciamos a investigação do transporte quântico sobre esse

novo tipo de rede. No momento, contamos com os resultados do espectro de autovalo-

res, das probabilidades de transição clássica e quântica e de alguns mapas bidimensionais

relacionando, por exemplo, o número de camadas L com instantes t da evolução do ca-

minhante quântico. Esperamos em breve, após uma análise mais rigorosa e detalhada,

reuńı-los em uma posśıvel publicação em periódico cient́ıfico. Adiantamos que a escrita

do paper já teve ińıcio.

Kulvelis et al. [75] com o trabalho Universality at Breakdown of Quantum Trans-

port on Complex Networks, mostraram que a mudança da eficiência/ineficiência do trans-

porte quântico sobre uma rede complexa, pode ser caracterizada através de um expoente

cŕıtico universal σc. Uma investigação, que pode ser feita, é referente à determinação exata

desse expoente para nossas estruturas. E, com mais riqueza de detalhes, estabelecer uma

relação do expoente cŕıtico σc com nossos parâmetros de construção. Além disso, outra

perspectiva futura é a determinação anaĺıtica do espectro de autovalores para nossas redes.
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Por outro lado, investigar outros modelos de caminhadas quânticas, como por exemplo

as Caminhadas Quânticas Estocásticas (QSWs, sigla do inglês), sobre nossas redes seria

outra forma de confirmar nossos resultados, ou talvez, encontrar novas caracteŕısticas do

transporte quântico. Por fim, acreditamos que a investigação de outras medidas de efici-

ência – mencionadas no Caṕıtulo 2 – sobre nossas estruturas, podem trazer ainda mais

riqueza de detalhes a respeito do transporte quântico.

Encerramos dando ênfase que, os resultados presentes nos Caṕıtulos 3 e 4 foram

reunidos, separadamente, e publicados em forma de artigos cient́ıficos. Respectivamente,

o primeiro sob o t́ıtulo Quantum transport on modified multilayered spiderwebs [65]; e o

segundo, sob o t́ıtulo Quantum transport on generalized scale-free networks [72]. Desta

forma, a presente Tese de Doutorado espera ter contribúıdo com avanços nesta área de

pesquisa.
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for epidemics spreading on complex networks. Physical Review E, 95(1):012313,

2017.

[30] M. Galiceanu, C. F. O. Mendes, C. M. Maciel, and M. W. Beims. Mechanisms

to decrease the diseases spreading on generalized scale-free networks. Chaos: An

Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, 31(3):033131, 2021.

[31] Y. Aharonov, L. Davidovich, and N. Zagury. Quantum random walks. Physics

Review A, 48(2), 1993.

[32] E. Farhi and S. Gutmann. Quantum computation and decision trees. Physics Review

A, 58(2), 1998.

[33] F. W. Strauch. Connecting the discrete-and continuous-time quantum walks. Phy-

sical Review A, 74(3):030301, 2006.
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Apêndice A

Problema de autovalor e resultados

exatos para dendŕımeros modificados

Neste apêndice, resolveremos, de maneira anaĺıtica e exata, o problema de au-

tovalor para uma rede dendŕımero puro e redes dendŕımero modificados com número de

geração G = 1. Cada caso analisado segue uma ordem de adição de nova ligação entre

vértices de mesma geração. Iniciamos com o dendŕımero puro (p = 0.0) e avançamos até

o dendŕımero modificado completo (p = 1.0). Para todos os casos resolvemos o seguinte

problema de autovalor:

A|qk〉 = λk|qk〉, (A.1)

onde A é a matriz de conectivadade, |qk〉 (k = 1, . . . , 4) são os autovetores (autoestados)

e λk são os autovalores da matriz A.

Primeiramente, para cada caso calculamos os autovalores λk e encontramos seu

autovetor associado qk, e escrevemos este último como uma função de quatro estados de

base |i〉 (i = 1, . . . , 4). Em seguida, uma vez conhecidos todos os autovalores e autovetores,

podemos, então, determinar, a partir de cálculos exatos, os valores do limite de longo

tempo χj,k(t), Eq. 2.14, que pode ser reescrito como:

χj,k = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

dt′πj,k(t
′)

=
∑
n,m

δλn,λm〈j|qn〉〈qn|k〉〈k|qm〉〈qm|j〉. (A.2)

Neste apêndice, nosso foco será determinar o valor do limite de longo tempo da probabi-

lidade quântica de transição. Todavia, devemos ressaltar que outras quantidades como,

por exemplo, pj,k(t) ou πj,k(t), podem ser calculadas a partir dos resultados obtidos ao

longo deste apêndice.

A.1 Caso 1: dendŕımero puro (p = 0.0)

Iniciamos nossos cálculos para o caso de um dendŕımero puro (árvore de Cayley

pura), Fig. A.1, onde o parâmetro de probabilidade, que adiciona ligações entre vértices
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1

2

3

4

2

3

4

Figura A.1 - Rede dendŕımero puro (p = 0.0) com apenas uma geração (G = 1) e N = 4 vértices.

de mesma geração, é tomado como sendo p = 0.0. A matriz de conectividade é escrita

como:

A =


3 −1 −1 −1

−1 1 0 0

−1 0 1 0

−1 0 0 1

 . (A.3)

Agora, vamos determinar os autovalores da matriz presente em Eq. (A.3). Para

isso, resolvemos a seguinte equação:

det(A− Iλ) = 0, (A.4)

onde I é a matriz identidade. Teremos:

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1 −1

−1 1− λ 0 0

−1 0 1− λ 0

−1 0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Desta forma, calculamos −1A41 +0A42 +0A43 +(1−λ)A44 = 0. A partir da qual obtemos:
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−(−1)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1

1− λ 0 0

0 1− λ 0

∣∣∣∣∣∣∣+ (1− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1

−1 1− λ 0

−1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

−(1− λ)2 + (1− λ)
[
(3− λ)(1− λ)2 − 2(1− λ)

]
= 0

−(1− λ)2 + (3− λ)(1− λ)3 − 2(1− λ)2 = 0

(3− λ)(1− λ)3 − 3(1− λ)2 = 0

(1− λ)2 [(3− λ)(1− λ)− 3] = 0

(1− λ)2(λ2 − 4λ) = 0

λ(1− λ)(1− λ)(λ− 4) = 0. (A.5)

Desta forma, temos os seguintes autovalores para um dendŕımero puro:

λ1 = 0;λ2 = λ3 = 1;λ4 = 4. (A.6)

Agora, vamos determinar os autovetores associados a cada autovalor. Para isso,

resolvemos a seguinte equação:

(A− Iλ)v = 0, (A.7)

onde

v =


a

b

c

d

 .

Primeiramente, resolveremos para λ1 = 0. Teremos o seguinte:
3 −1 −1 −1

−1 1 0 0

−1 0 1 0

−1 0 0 1



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.8)
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após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

3a− b− c− d = 0

−a+ b = 0

−a+ c = 0

−a+ d = 0.

(A.9)

Assim:

v1 =


a

b

c

d

 =


a

a

a

a

 = a


1

1

1

1

 . (A.10)

Com:

a =
1√

12 + 12 + 12 + 12
=

1

2
.

Portanto, o autovetor normalizado v1 ≡ |q1〉 associado a λ1 = 0 é dado por

|q1〉 = a


1

1

1

1

 = 1
2


1

1

1

1

 = 1
2

[|1〉+ |2〉+ |3〉+ |4〉] . (A.11)

Onde:

|1〉 =


1

0

0

0

 , |2〉 =


0

1

0

0

 , |3〉 =


0

0

1

0

 e |4〉 =


0

0

0

1

 . (A.12)

Agora, resolveremos para λ2 = λ3 = 1. Teremos o seguinte:
2 −1 −1 −1

−1 0 0 0

−1 0 0 0

−1 0 0 0



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.13)
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após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

2a− b− c− d = 0

−a = 0

−a = 0

−a = 0.

(A.14)

Agora, temos uma famı́lia de autovetores, assim:
0

b

c

−b− c

 = b


0

1

0

−1

+ c


0

0

1

−1

 , (A.15)

desta forma,

v2 =


0

1

0

−1

 e v3 =


0

0

1

−1

 . (A.16)

Utilizando o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt, fazemos:

v
′
1 = v1 =

(
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2

)
. (A.17)

Assim, para v2, teremos:

v
′
2 = v2 −

〈v2, v
′
1〉

〈v′1, v
′
1〉
v
′
1

= v2 −
0

1
v
′
1 = (0, 1, 0,−1) . (A.18)

Já para v3, obtemos:

v
′
3 = v3 −

〈v3, v
′
1〉

〈v′1, v
′
1〉
v
′
1 −
〈v3, v

′
2〉

〈v′2, v
′
2〉
v
′
2

= v3 −
0

1
v
′
1 −

1

2
v
′
2

= v3 −
1

2
v
′
2 = (0, 0, 1,−1)−

(
0,

1

2
, 0,−1

2

)
v
′
3 =

(
0,−1

2
, 1,−1

2

)
. (A.19)
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Agora, v
′
1, v

′
2 e v

′
3 são vetores ortogonais. Podemos, então, normalizar v

′
2 e v

′
3. Fazemos:

u2 =
v
′
2

|v′2|
=

v
′
2√
2

=
1√
2

(0, 1, 0,−1) , (A.20)

e

u3 =
v
′
3

|v′3|
=

v
′
3√
3
2

=

√
6

3

(
0,−1

2
, 1,−1

2

)
. (A.21)

Portanto, os autovetores ortonormalizados u2 ≡ |q2〉 e u3 ≡ |q3〉, associados a λ2 e λ3,

respectivamente, são dados por

|q2〉 = 1√
2


0

1

0

−1

 = 1√
2

[|2〉 − |4〉] , (A.22)

e

|q3〉 =
√

6
3


0

−1
2

1

−1
2

 =
√

6
3

[
−1

2
|2〉+ |3〉 − 1

2
|4〉
]
. (A.23)

Agora, resolveremos para λ4 = 4. Teremos o seguinte:
−1 −1 −1 −1

−1 −3 0 0

−1 0 −3 0

−1 0 0 −3



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.24)

após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

−a− b− c− d = 0

−a− 3b = 0

−a− 3c = 0

−a− 3d = 0.

(A.25)
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Assim:

v4 =


a

b

c

d

 =


−3d

d

d

d

 = d


−3

1

1

1

 . (A.26)

Com:

d =
1√

9 + 3
=

1

2
√

3
.

Portanto, o autovetor normalizado v4 ≡ |q4〉 associado a λ4 = 4 é dado por

|q4〉 = d


−3

1

1

1

 = 1
2
√

3


−3

1

1

1

 = 1
2
√

3
[−3|1〉+ |2〉+ |3〉+ |4〉] . (A.27)

Todos os autoestados ortonormalizados obtidos para este primeiro caso, em que temos um

dendŕımero puro (uma rede estrela), podem ser confirmados através do resultado geral

obtido por Xu em [73]; neste mesmo trabalho, os valores abaixo para χj,k também podem

ser verificados.

A partir de agora, com todos os autovalores e autovetores determinados, podemos

calcular o valor exato do limite de longo tempo χj,k(t) dado por A.2. Lembrando que

δλn,λm = 1 se λn = λm, e 0 caso contrário. Desta forma, teremos:

χ1,1 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|1〉+

δλ2,λ3〈1|q2〉〈q2|1〉〈1|q3〉〈q3|1〉+ δλ3,λ2〈1|q3〉〈q3|1〉〈1|q2〉〈q2|1〉+

δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

81

144
=

5

8
. (A.28)

χ1,2 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|1〉+

δλ2,λ3〈1|q2〉〈q2|2〉〈2|q3〉〈q3|1〉+ δλ3,λ2〈1|q3〉〈q3|2〉〈2|q2〉〈q2|1〉+

δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.29)
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χ1,3 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|1〉+

δλ2,λ3〈1|q2〉〈q2|3〉〈3|q3〉〈q3|1〉+ δλ3,λ2〈1|q3〉〈q3|3〉〈3|q2〉〈q2|1〉+

δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

9

144
=

1

8
. (A.30)

χ1,4 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|1〉+

δλ2,λ3〈1|q2〉〈q2|4〉〈4|q3〉〈q3|1〉+ δλ3,λ2〈1|q3〉〈q3|4〉〈4|q2〉〈q2|1〉+

δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

9

144
=

1

8
. (A.31)

χ2,1 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|2〉+

δλ2,λ3〈2|q2〉〈q2|1〉〈1|q3〉〈q3|2〉+ δλ3,λ2〈2|q3〉〈q3|1〉〈1|q2〉〈q2|2〉+

δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.32)

χ2,2 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|2〉+

δλ2,λ3〈2|q2〉〈q2|2〉〈2|q3〉〈q3|2〉+ δλ3,λ2〈2|q3〉〈q3|2〉〈2|q2〉〈q2|2〉+

δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

4
+

1

6
+

36

1296
+

1

144
=

37

72
. (A.33)

χ2,3 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|2〉+

δλ2,λ3〈2|q2〉〈q2|3〉〈3|q3〉〈q3|2〉+ δλ3,λ2〈2|q3〉〈q3|3〉〈3|q2〉〈q2|2〉+

δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

9
+

1

144
=

13

72
. (A.34)

χ2,4 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|2〉+

δλ2,λ3〈2|q2〉〈q2|4〉〈4|q3〉〈q3|2〉+ δλ3,λ2〈2|q3〉〈q3|4〉〈4|q2〉〈q2|2〉+

δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

4
+

1

24
+

1

24
+

1

36
+

1

144
=

31

72
. (A.35)
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χ3,1 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|3〉+

δλ2,λ3〈3|q2〉〈q2|1〉〈1|q3〉〈q3|3〉+ δλ3,λ2〈3|q3〉〈q3|1〉〈1|q2〉〈q2|3〉+

δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.36)

χ3,2 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|3〉+

δλ2,λ3〈3|q2〉〈q2|2〉〈2|q3〉〈q3|3〉+ δλ3,λ2〈3|q3〉〈q3|2〉〈2|q2〉〈q2|3〉+

δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

9
+

1

144
=

13

72
. (A.37)

χ3,3 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|3〉+

δλ2,λ3〈3|q2〉〈q2|3〉〈3|q3〉〈q3|3〉+ δλ3,λ2〈3|q3〉〈q3|3〉〈3|q2〉〈q2|3〉+

δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

36

81
+

1

144
=

37

72
. (A.38)

χ3,4 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|3〉+

δλ2,λ3〈3|q2〉〈q2|4〉〈4|q3〉〈q3|3〉+ δλ3,λ2〈3|q3〉〈q3|4〉〈4|q2〉〈q2|3〉+

δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

9
+

1

9
+

1

144
=

7

24
. (A.39)

χ4,1 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|4〉+

δλ2,λ3〈4|q2〉〈q2|1〉〈1|q3〉〈q3|4〉+ δλ3,λ2〈4|q3〉〈q3|1〉〈1|q2〉〈q2|4〉+

δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.40)

χ4,2 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|4〉+

δλ2,λ3〈4|q2〉〈q2|2〉〈2|q3〉〈q3|4〉+ δλ3,λ2〈4|q3〉〈q3|2〉〈2|q2〉〈q2|4〉+

δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

4
+

1

24
+

1

24
+

1

36
+

1

144
=

31

72
. (A.41)
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χ4,3 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|4〉+

δλ2,λ3〈4|q2〉〈q2|3〉〈3|q3〉〈q3|4〉+ δλ3,λ2〈4|q3〉〈q3|3〉〈3|q2〉〈q2|4〉+

δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

9
+

1

9
+

1

144
=

7

24
. (A.42)

χ4,4 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|4〉+

δλ2,λ3〈4|q2〉〈q2|4〉〈4|q3〉〈q3|4〉+ δλ3,λ2〈4|q3〉〈q3|4〉〈4|q2〉〈q2|4〉+

δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

4
+

1

6
+

1

36
+

1

144
=

37

72
. (A.43)

Podemos, então, calcular, para o caso 1, o valor médio χ̃(1) sobre todas as possi-

bilidades de ińıcio da caminhada quântica. Obtemos:

χ̃(1) =
5
8

+...+ 37
72

16
≈ 0.29. (A.44)

A.2 Caso 2: dendŕımero modificado (p 6= 0.0)

Agora, vamos considerar um dendŕımero modificado, isto é, adicionamos uma

nova ligação entre os vértices 2 e 3 da estrutura anterior (Fig. A.1). Teremos:

1

2

3

4

2

3

4

I

Figura A.2 - Rede dendŕımero modificado (p 6= 0.0) com apenas uma geração (G = 1) e N = 4 vértices.
Uma nova ligação (I) é adicionada entre vértices de mesma geração através da ativação do parâmetro p.
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A =


3 −1 −1 −1

−1 2 −1 0

−1 −1 2 0

−1 0 0 1

 . (A.45)

Agora, vamos determinar os autovalores da Eq. (A.45). Teremos:

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1 −1

−1 2− λ −1 0

−1 −1 2− λ 0

−1 0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Desta forma, calculamos −1A41 + 0A42 + 0A43 + (1−λ)A44 = 0. Teremos, assim:

−(−1)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1

2− λ −1 0

−1 2− λ 0

∣∣∣∣∣∣∣+ (1− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1

−1 2− λ −1

−1 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

−(2− λ)2 + 1 + (1− λ)
[
(2− λ)2(3− λ)− 1− 1− (2− λ)− (3− λ)− (2− λ)

]
= 0

−(2− λ)2 + 1 + (1− λ)
[
(2− λ)2(3− λ)− 3(3− λ)

]
= 0

−(1− λ)(3− λ) + (2− λ)2(1− λ)(3− λ)− 3(1− λ)(3− λ) = 0

(1− λ)(3− λ)
[
−1− 3 + 4− 4λ+ λ2

]
= 0

λ(1− λ)(3− λ)(4− λ) = 0.

.(A.46)

Desta forma, temos os seguintes autovalores para um dendŕımero modificado

(ligação I adicionada):

λ1 = 0;λ2 = 1;λ3 = 3;λ4 = 4. (A.47)

Agora, vamos determinar os autovetores associados a cada autovalor. Primeira-

mente, resolveremos para λ1 = 0. Teremos o seguinte:
3 −1 −1 −1

−1 2 −1 0

−1 −1 2 0

−1 0 0 1



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.48)
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após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

3a− b− c− d = 0

−a+ 2b− c = 0

−a− b+ 2c = 0

−a+ d = 0.

(A.49)

Assim:

v1 =


a

b

c

d

 =


a

a

a

a

 = a


1

1

1

1

 . (A.50)

Com:

a =
1√

12 + 12 + 12 + 12
=

1

2
.

Portanto, o autovetor normalizado v1 ≡ |q1〉 associado a λ1 = 0 é dado por

|q1〉 = a


1

1

1

1

 = 1
2


1

1

1

1

 = 1
2

[|1〉+ |2〉+ |3〉+ |4〉] . (A.51)

Agora, resolveremos para λ2 = 1. Teremos o seguinte:
2 −1 −1 −1

−1 1 −1 0

−1 −1 1 0

−1 0 0 0



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.52)

após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

2a− b− c− d = 0

−a+ b− c = 0

−a− b+ c = 0

−a = 0.

(A.53)
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Assim:

v2 =


a

b

c

d

 =


0

b

b

−2b

 = b


0

1

1

−2

 . (A.54)

Com:

b =
1√

12 + 12 + (−2)2
=

1√
6
.

Portanto, o autovetor normalizado v2 ≡ |q2〉 associado a λ2 = 1 é dado por

|q2〉 = b


1

1

1

1

 = 1√
6


0

1

1

−2

 = 1√
6

[|2〉+ |3〉 − 2|4〉] . (A.55)

Agora, resolveremos para λ3 = 3. Teremos o seguinte:
0 −1 −1 −1

−1 −1 −1 0

−1 −1 −1 0

−1 0 0 −2



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.56)

após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

− b− c− d = 0

−a− b− c = 0

−a− b− c = 0

−a− 2d = 0.

(A.57)

Assim:

v3 =


a

b

c

d

 =


0

−c
c

0

 = c


0

−1

1

0

 . (A.58)
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Com:

c =
1√

12 + (−1)2
=

1√
2
.

Portanto, o autovetor normalizado v3 ≡ |q3〉 associado a λ3 = 3 é dado por

|q3〉 = c


0

−1

1

0

 = 1√
2


0

−1

1

0

 = 1√
2

[−|2〉+ |3〉] . (A.59)

Agora, resolveremos para λ4 = 4. Teremos o seguinte:
−1 −1 −1 −1

−1 −2 −1 0

−1 −1 −2 0

−1 0 0 −3



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.60)

após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

−a− b− c− d = 0

−a− 2b− c = 0

−a− b− 2c = 0

−a− 3d = 0.

(A.61)

Assim:

v4 =


a

b

c

d

 =


−3d

d

d

d

 = d


−3

1

1

1

 . (A.62)

Com:

d =
1√

9 + 3
=

1

2
√

3
.
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Portanto, o autovetor normalizado v4 ≡ |q4〉 associado a λ4 = 4 é dado por

|q4〉 = d


−3

1

1

1

 = 1
2
√

3


−3

1

1

1

 = 1
2
√

3
[−3|1〉+ |2〉+ |3〉+ |4〉] . (A.63)

A partir de agora, com todos os autovalores e autovetores determinados, podemos

calcular o valor exato do limite de longo tempo χj,k(t) dado por A.2. Desta forma, teremos:

χ1,1 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|1〉
δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|1〉

=
1

16
+

9

16
=

5

8
. (A.64)

χ1,2 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|1〉
δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|1〉

=
1

16
+

9

144
=

1

8
. (A.65)

χ1,3 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|1〉
δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|1〉

=
1

16
+

9

144
=

1

8
. (A.66)

χ1,4 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|1〉
δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|1〉

=
1

16
+

9

144
=

1

8
. (A.67)

χ2,1 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|2〉
δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|2〉

=
1

16
+

9

144
=

1

8
. (A.68)

χ2,2 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|2〉
δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|2〉

=
1

16
+

1

36
+

1

4
+

9

1296
=

25

72
. (A.69)
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χ2,3 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|2〉
δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|2〉

=
1

16
+

1

36
+

1

4
+

1

144
=

25

72
. (A.70)

χ2,4 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|2〉
δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|2〉

=
1

16
+

1

9
+

1

144
=

13

72
. (A.71)

χ3,1 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|3〉
δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|3〉

=
1

16
+

9

144
=

1

8
. (A.72)

χ3,2 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|3〉
δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|3〉

=
1

16
+

1

36
+

1

4
+

1

144
=

25

72
. (A.73)

χ3,3 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|3〉
δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|3〉

=
1

16
+

1

36
+

1

4
+

9

1296
=

25

72
. (A.74)

χ3,4 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|3〉
δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|3〉

=
1

16
+

1

9
+

1

144
=

13

72
. (A.75)

χ4,1 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|4〉
δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|4〉

=
1

16
+

9

144
=

1

8
. (A.76)

χ4,2 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|4〉
δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|4〉

=
1

16
+

1

9
+

1

144
=

13

72
. (A.77)
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χ4,3 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|4〉
δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|4〉

=
1

16
+

1

9
+

1

144
=

13

72
. (A.78)

χ4,4 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|4〉
δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|4〉

=
1

16
+

16

36
+

1

144
=

37

72
. (A.79)

Podemos, então, calcular, para o caso 2, o valor médio χ̃(2) sobre todas as possi-

bilidades de ińıcio da caminhada quântica. Obtemos:

χ̃(2) =
5
8

+...+ 37
72

16
= 0.25. (A.80)

A.3 Caso 3: dendŕımero modificado (p 6= 0.0)

Agora, vamos fazer a mesma análise para o dendŕımero modificado ao adicionar-

mos uma nova ligação à Fig. A.2 entre os vértices 3 e 4. Teremos:

1

2

3

4

2

3

4

I

II

Figura A.3 - Rede dendŕımero modificado (p 6= 0.0) com apenas uma geração (G = 1) e N = 4 vértices.
Uma nova ligação (II) é adicionada entre vértices de mesma geração através da ativação do parâmetro p.

A =


3 −1 −1 −1

−1 2 −1 0

−1 −1 3 −1

−1 0 −1 2

 . (A.81)
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Agora, vamos determinar os autovalores da Eq. (A.81). Teremos:

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1 −1

−1 2− λ −1 0

−1 −1 3− λ −1

−1 0 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Desta forma, calculamos −1A41 + 0A42−1A43 + (2−λ)A44 = 0. Teremos, assim:

−(−1)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1

2− λ −1 0

−1 3− λ −1

∣∣∣∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1

−1 2− λ 0

−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣+ (2− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1

−1 2− λ −1

−1 −1 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

−2(2− λ)(3− λ)− 2(2− λ) + (2− λ)
[
(3− λ)2(2− λ)− 2− (2− λ)− 2(3− λ)

]
= 0

(3− λ)2(2− λ)2 − (2− λ)2 − 4(2− λ)(3− λ)− 4(2− λ) = 0

(2− λ)
[
(3− λ)2(2− λ)− (2− λ)− 4(3− λ)− 4

]
λ(2− λ)(−λ2 + 8λ− 16) = 0.

.(A.82)

Desta forma, temos os seguintes autovalores para um dendŕımero modificado

(ligação I e II adicionadas):

λ1 = 0;λ2 = 2;λ3 = λ4 = 4. (A.83)

Agora, vamos determinar os autovetores associados a cada autovalor. Primeira-

mente, resolveremos para λ1 = 0. Teremos o seguinte:
3 −1 −1 −1

−1 2 −1 0

−1 −1 3 −1

−1 0 −1 2



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.84)

após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

3a− b− c− d = 0

−a+ 2b− c = 0

−a− b+ 3c− d = 0

−a− c+ 2d = 0.

(A.85)
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Assim:

v1 =


a

b

c

d

 =


a

a

a

a

 = a


1

1

1

1

 . (A.86)

Com:

a =
1√

12 + 12 + 12 + 12
=

1

2
.

Portanto, o autovetor normalizado v1 ≡ |q1〉 associado a λ1 = 0 é dado por

|q1〉 = a


1

1

1

1

 = 1
2


1

1

1

1

 = 1
2

[|1〉+ |2〉+ |3〉+ |4〉] . (A.87)

Agora, resolveremos para λ2 = 2. Teremos o seguinte:
1 −1 −1 −1

−1 0 −1 0

−1 −1 1 −1

−1 0 −1 0



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.88)

após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

a− b− c− d = 0

−a− c = 0

−a− b+ c− d = 0

−a− c = 0.

(A.89)

Assim:

v2 =


a

b

c

d

 =


0

b

0

−b

 = b


0

1

0

−1

 . (A.90)
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Com:

b =
1√

12 + (−1)2
=

1√
2
.

Portanto, o autovetor normalizado v2 ≡ |q2〉 associado a λ2 = 2 é dado por

|q2〉 = b


0

1

0

−1

 = 1√
2


0

1

0

−1

 = 1√
2

[|2〉 − |4〉] . (A.91)

Agora, resolveremos para λ3 = λ4 = 4. Teremos o seguinte:
−1 −1 −1 −1

−1 −2 −1 0

−1 −1 −1 −1

−1 0 −1 −2



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.92)

após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

−a− b− c− d = 0

−a− 2b− c = 0

−a− b− c− d = 0

−a− c− 2d = 0.

(A.93)

Assim, temos uma famı́lia de autovetores, logo:
−c− 2d

d

c

d

 = c


−1

0

1

0

+ d


−2

1

0

1

 , (A.94)

desta forma,

v3 =


−1

0

1

0

 e v4 =


−2

1

0

1

 . (A.95)
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Utilizando o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt, fazemos:

v
′
1 = v1 =

(
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2

)
e v

′
2 = v2 =

(
0,

1√
2
, 0,− 1√

2

)
. (A.96)

Assim, para v3, teremos:

v
′
3 = v3 −

〈v3, v
′
2〉

〈v′2, v
′
2〉
v
′
2 −
〈v3, v

′
1〉

〈v′1, v
′
1〉
v
′
1

= v3 −
0

1
v
′
2 −

0

1
v
′
1

= v3 = (−1, 0, 1, 0). (A.97)

Já para v4, obtemos:

v
′
4 = v4 −

〈v4, v
′
3〉

〈v′3, v
′
3〉
v
′
3 −
〈v4, v

′
2〉

〈v′2, v
′
2〉
v
′
2 −
〈v4, v

′
1〉

〈v′1, v
′
1〉
v
′
1

= v4 −
2

2
v
′
3 −

0

1
v
′
2 −

0

1
v
′
1

= (−2, 1, 0, 1)− (−1, 0, 1, 0)

v
′
4 = (−1, 1,−1, 1). (A.98)

Agora, v
′
1, v

′
2, v

′
3 e v

′
4 são vetores ortogonais. Podemos, então, normalizar v

′
3 e v

′
4. Fazemos:

u3 =
v
′
3

|v′3|
=

v
′
3√
2

=
1√
2

(−1, 0, 1, 0) , (A.99)

e

u4 =
v
′
4

|v′4|
=

v
′
4√
4

=
1

2
(−1, 1,−1, 1) . (A.100)

Portanto, os autovetores ortonormalizados u3 ≡ |q3〉 e u4 ≡ |q4〉, associados a λ3 e λ4,

respectivamente, são dados por

|q3〉 = 1√
2


−1

0

1

0

 = 1√
2

[−|1〉+ |3〉] , (A.101)
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e

|q4〉 = 1
2


−1

1

−1

1

 = 1
2

[−|1〉+ |2〉 − |3〉+ |4〉] . (A.102)

A partir de agora, com todos os autovalores e autovetores determinados, podemos

calcular o valor exato do limite de longo tempo χj,k(t) dado por A.2. Desta forma, teremos:

χ1,1 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|1〉+

δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|1〉+ δλ3,λ4〈1|q3〉〈q3|1〉〈1|q4〉〈q4|1〉+

δλ4,λ3〈1|q4〉〈q4|1〉〈1|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

16
=

5

8
. (A.103)

χ1,2 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|1〉+

δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|1〉+ δλ3,λ4〈1|q3〉〈q3|2〉〈2|q4〉〈q4|1〉+

δλ4,λ3〈1|q4〉〈q4|2〉〈2|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.104)

χ1,3 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|1〉+

δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|1〉+ δλ3,λ4〈1|q3〉〈q3|3〉〈3|q4〉〈q4|1〉+

δλ4,λ3〈1|q4〉〈q4|3〉〈3|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

16
=

5

8
. (A.105)

χ1,4 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|1〉+

δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|1〉+ δλ3,λ4〈1|q3〉〈q3|4〉〈4|q4〉〈q4|1〉+

δλ4,λ3〈1|q4〉〈q4|4〉〈4|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.106)
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χ2,1 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|2〉+

δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|2〉+ δλ3,λ4〈2|q3〉〈q3|1〉〈1|q4〉〈q4|2〉+

δλ4,λ3〈2|q4〉〈q4|1〉〈1|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.107)

χ2,2 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|2〉+

δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|2〉+ δλ3,λ4〈2|q3〉〈q3|2〉〈2|q4〉〈q4|2〉+

δλ4,λ3〈2|q4〉〈q4|2〉〈2|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

4
+

1

16
=

3

8
. (A.108)

χ2,3 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|2〉+

δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|2〉+ δλ3,λ4〈2|q3〉〈q3|3〉〈3|q4〉〈q4|2〉+

δλ4,λ3〈2|q4〉〈q4|3〉〈3|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.109)

χ2,4 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|2〉+

δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|2〉+ δλ3,λ4〈2|q3〉〈q3|4〉〈4|q4〉〈q4|2〉+

δλ4,λ3〈2|q4〉〈q4|4〉〈4|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

4
+

1

16
=

3

8
. (A.110)

χ3,1 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|3〉+

δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|3〉+ δλ3,λ4〈3|q3〉〈q3|1〉〈1|q4〉〈q4|3〉+

δλ4,λ3〈3|q4〉〈q4|1〉〈1|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

16
=

5

8
. (A.111)

χ3,2 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|3〉+

δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|3〉+ δλ3,λ4〈3|q3〉〈q3|2〉〈2|q4〉〈q4|3〉+

δλ4,λ3〈3|q4〉〈q4|2〉〈2|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.112)
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χ3,3 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|3〉+

δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|3〉+ δλ3,λ4〈3|q3〉〈q3|3〉〈3|q4〉〈q4|3〉+

δλ4,λ3〈3|q4〉〈q4|3〉〈3|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

16
=

5

8
. (A.113)

χ3,4 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|3〉+

δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|3〉+ δλ3,λ4〈3|q3〉〈q3|4〉〈4|q4〉〈q4|3〉+

δλ4,λ3〈3|q4〉〈q4|4〉〈4|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.114)

χ4,1 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|4〉+

δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|4〉+ δλ3,λ4〈4|q3〉〈q3|1〉〈1|q4〉〈q4|4〉+

δλ4,λ3〈4|q4〉〈q4|1〉〈1|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.115)

χ4,2 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|4〉+

δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|4〉+ δλ3,λ4〈4|q3〉〈q3|2〉〈2|q4〉〈q4|4〉+

δλ4,λ3〈4|q4〉〈q4|2〉〈2|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

4
+

1

16
=

3

8
. (A.116)

χ4,3 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|4〉+

δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|4〉+ δλ3,λ4〈4|q3〉〈q3|3〉〈3|q4〉〈q4|4〉+

δλ4,λ3〈4|q4〉〈q4|3〉〈3|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.117)

χ4,4 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|4〉+

δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|4〉+ δλ3,λ4〈4|q3〉〈q3|4〉〈4|q4〉〈q4|4〉+

δλ4,λ3〈4|q4〉〈q4|4〉〈4|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

4
+

1

16
=

3

8
. (A.118)

Podemos, então, calcular, para o caso 3, o valor médio χ̃(3) sobre todas as possi-
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bilidades de ińıcio da caminhada quântica. Obtemos:

χ̃(3) =
5
8

+...+ 3
8

16
≈ 0.21. (A.119)

A.4 Caso 4: dendŕımero modificado completo (p =

1.0)

Agora, vamos considerar um dendŕımero modificado completo, isto é, quando

adicionamos todas as ligações posśıveis entre os vértices de mesma geração (Fig. A.4).

Teremos:

1

2

3

4

2

3

4

I

II

III

Figura A.4 - Rede dendŕımero modificado completo (p = 1.0) com apenas uma geração (G = 1) e N = 4
vértices. Todas as ligações posśıveis são adicionadas entre vértices de mesma geração através da ativação
do parâmetro p.

A =


3 −1 −1 −1

−1 3 −1 −1

−1 −1 3 −1

−1 −1 −1 3

 . (A.120)

Agora, vamos determinar os autovalores da Eq. (A.120). Teremos:

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1 −1

−1 3− λ −1 −1

−1 −1 3− λ −1

−1 −1 −1 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Desta forma, calculamos −1A41−1A42−1A43 +(3−λ)A44 = 0. Teremos, assim:

−(−1)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1

3− λ −1 −1

−1 3− λ −1

∣∣∣∣∣∣∣− (1)

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1

−1 −1 −1

−1 3− λ −1

∣∣∣∣∣∣∣− (−1)

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1

−1 3− λ −1

−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ +

(3− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 −1

−1 3− λ −1

−1 −1 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

−1− 1− (3− λ)2 + 1− (3− λ)− (3− λ)− 1− (3− λ)2 − 1− (3− λ)2 − 1− 1 −
(3− λ)− (3− λ) + 1 + (3− λ)

[
(3− λ)3 − 1− 1− 3(3− λ)

]
= 0

−3(3− λ)2 + 6(3− λ)− 3 + (3− λ)
[
(3− λ)3 − 3(3− λ)− 2

]
= 0

λ4 − 12λ3 + 51λ2 − 88λ+ 48− 3λ2 + 24λ− 48 = 0

λ4 − 12λ3 + 48λ2 − 64λ = 0

λ
(
λ3 − 12λ2 + 48λ− 64

)
= 0

λ (λ− 4)3 = 0.

.(A.121)

Desta forma, temos os seguintes autovalores para um dendŕımero modificado

completo (ligações I, II e III adicionadas):

λ1 = 0;λ2 = λ3 = λ4 = 4. (A.122)

Agora, vamos determinar os autovetores associados a cada autovalor. Primeira-

mente, resolveremos para λ1 = 0. Teremos o seguinte:
3 −1 −1 −1

−1 3 −1 −1

−1 −1 3 −1

−1 −1 −1 3



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.123)

após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

3a− b− c− d = 0

−a+ 3b− c− d = 0

−a− b+ 3c− d = 0

−a− b− c+ 3d = 0.

(A.124)



A.4 Caso 4: dendŕımero modificado completo (p = 1.0) 107

Assim:

v1 =


a

b

c

d

 =


a

a

a

a

 = a


1

1

1

1

 . (A.125)

Com:

a =
1√

12 + 12 + 12 + 12
=

1

2
.

Portanto, o autovetor normalizado v1 ≡ |q1〉 associado a λ1 = 0 é dado por

|q1〉 = a


1

1

1

1

 = 1
2


1

1

1

1

 = 1
2

[|1〉+ |2〉+ |3〉+ |4〉] . (A.126)

Agora, resolveremos para λ2 = λ3 = λ4 = 4. Teremos o seguinte:
−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1



a

b

c

d

 =


0

0

0

0

 , (A.127)

após efetuar a multiplicação, encontramos o seguinte sistema linear:

−a− b− c− d = 0

−a− b− c− d = 0

−a− b− c− d = 0

−a− b− c− d = 0.

(A.128)

Assim, temos uma famı́lia de autovetores, logo:
−b− c− d

b

c

d

 = b


−1

1

0

0

+ c


−1

0

1

0

+ d


−1

0

0

1

 , (A.129)
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desta forma,

v2 =


−1

1

0

0

 e v3 =


−1

0

1

0

 e v4 =


−1

0

0

1

 . (A.130)

Utilizando o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt, fazemos:

v
′
1 = v1 = (1, 1, 1, 1) . (A.131)

Assim, para v2, teremos:

v
′
2 = v2 −

〈v2, v
′
1〉

〈v′1, v
′
1〉
v
′
1

= v2 −
0

1
v
′
2

= v2 = (−1, 1, 0, 0). (A.132)

Já para v3, obtemos:

v
′
3 = v3 −

〈v3, v
′
2〉

〈v′2, v
′
2〉
v
′
2 −
〈v3, v

′
1〉

〈v′1, v
′
1〉
v
′
1

= v3 −
1

2
v
′
2

= (−1, 0, 1, 0)−
(
−1

2
,
1

2
, 0, 0

)
=

(
−1

2
,−1

2
, 1, 0

)
. (A.133)

E para v4, teremos:

v
′
4 = v4 −

〈v4, v
′
3〉

〈v′3, v
′
3〉
v
′
3 −
〈v4, v

′
2〉

〈v′2, v
′
2〉
v
′
2 −
〈v4, v

′
1〉

〈v′1, v
′
1〉
v
′
1

= v4 −
1

3
v
′
3 −

1

2
v
′
2

= v4 −
1

3

(
−1

2
,−1

2
, 1, 0

)
− 1

2
(−1, 1, 0, 0)

= (−1, 0, 0, 1) +

(
2

3
,−1

3
,−1

3
, 0

)
v
′
4 =

(
−1

3
,−1

3
,−1

3
, 1

)
. (A.134)

Agora, v
′
1, v

′
2, v

′
3 e v

′
4 são vetores ortogonais. Podemos, então, normalizar v

′
2, v

′
3 e v

′
4.
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Fazemos:

u2 =
v
′
2

|v′2|
=

v
′
2√
2

=
1√
2

(−1, 1, 0, 0) , (A.135)

u3 =
v
′
3

|v′3|
=

v
′
3√
3
2

=

√
6

3

(
−1

2
,−1

2
, 1, 0

)
(A.136)

e

u4 =
v
′
4

|v′4|
=

v
′
4√
4
3

=

√
3

2

(
−1

3
,−1

3
,−1

3
, 1

)
. (A.137)

Portanto, os autovetores ortonormalizados u2 ≡ |q2〉, u3 ≡ |q3〉 e u4 ≡ |q4〉, associados a

λ2, λ3 e λ4, respectivamente, são dados por

|q2〉 = 1√
2


−1

1

0

0

 = 1√
2

[−|1〉+ |2〉] , (A.138)

|q3〉 =
√

6
3


−1

2

−1
2

1

0

 =
√

6
3

[
−1

2
|1〉 − 1

2
|2〉+ |3〉

]
(A.139)

e

|q4〉 =
√

3
2


−1

3

−1
3

−1
3

1

 =
√

3
2

[
−1

3
|1〉 − 1

3
|2〉 − 1

3
|3〉+ |4〉

]
. (A.140)

A partir de agora, com todos os autovalores e autovetores determinados, podemos
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calcular o valor exato do limite de longo tempo χj,k(t) dado por A.2. Desta forma, teremos:

χ1,1 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|1〉+

δλ2,λ3〈1|q2〉〈q2|1〉〈1|q3〉〈q3|1〉+ δλ2,λ4〈1|q2〉〈q2|1〉〈1|q4〉〈q4|1〉+

δλ3,λ2〈1|q3〉〈q3|1〉〈1|q2〉〈q2|1〉+ δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|1〉+

δλ3,λ4〈1|q3〉〈q3|1〉〈1|q4〉〈q4|1〉+ δλ4,λ2〈1|q4〉〈q4|1〉〈1|q2〉〈q2|1〉+

δλ4,λ3〈1|q4〉〈q4|1〉〈1|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

1

4
+

1

6
+

1

12
+

1

18
+

1

144
=

5

8
. (A.141)

χ1,2 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|1〉+

δλ2,λ3〈1|q2〉〈q2|2〉〈2|q3〉〈q3|1〉+ δλ2,λ4〈1|q2〉〈q2|2〉〈2|q4〉〈q4|1〉+

δλ3,λ2〈1|q3〉〈q3|2〉〈2|q2〉〈q2|1〉+ δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|1〉+

δλ3,λ4〈1|q3〉〈q3|2〉〈2|q4〉〈q4|1〉+ δλ4,λ2〈1|q4〉〈q4|2〉〈2|q2〉〈q2|1〉+

δλ4,λ3〈1|q4〉〈q4|2〉〈2|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

1

4
+

1

6
+

1

12
+

1

36
+

1

36
+

1

144
=

5

8
. (A.142)

χ1,3 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|1〉+

δλ2,λ3〈1|q2〉〈q2|3〉〈3|q3〉〈q3|1〉+ δλ2,λ4〈1|q2〉〈q2|3〉〈3|q4〉〈q4|1〉+

δλ3,λ2〈1|q3〉〈q3|3〉〈3|q2〉〈q2|1〉+ δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|1〉+

δλ3,λ4〈1|q3〉〈q3|3〉〈3|q4〉〈q4|1〉+ δλ4,λ2〈1|q4〉〈q4|3〉〈3|q2〉〈q2|1〉+

δλ4,λ3〈1|q4〉〈q4|3〉〈3|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

1

9
+

1

18
+

1

144
=

17

72
. (A.143)

χ1,4 = δλ1,λ1〈1|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|1〉+ δλ2,λ2〈1|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|1〉+

δλ2,λ3〈1|q2〉〈q2|4〉〈4|q3〉〈q3|1〉+ δλ2,λ4〈1|q2〉〈q2|4〉〈4|q4〉〈q4|1〉+

δλ3,λ2〈1|q3〉〈q3|4〉〈4|q2〉〈q2|1〉+ δλ3,λ3〈1|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|1〉+

δλ3,λ4〈1|q3〉〈q3|4〉〈4|q4〉〈q4|1〉+ δλ4,λ2〈1|q4〉〈q4|4〉〈4|q2〉〈q2|1〉+

δλ4,λ3〈1|q4〉〈q4|4〉〈4|q3〉〈q3|1〉+ δλ4,λ4〈1|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|1〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.144)
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χ2,1 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|2〉+

δλ2,λ3〈2|q2〉〈q2|1〉〈1|q3〉〈q3|2〉+ δλ2,λ4〈2|q2〉〈q2|1〉〈1|q4〉〈q4|2〉+

δλ3,λ2〈2|q3〉〈q3|1〉〈1|q2〉〈q2|2〉+ δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|2〉+

δλ3,λ4〈2|q3〉〈q3|1〉〈1|q4〉〈q4|2〉+ δλ4,λ2〈2|q4〉〈q4|1〉〈1|q2〉〈q2|2〉+

δλ4,λ3〈2|q4〉〈q4|1〉〈1|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

4
+

1

6
+

1

12
+

1

36
+

1

36
+

1

144
=

5

8
. (A.145)

χ2,2 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|2〉+

δλ2,λ3〈2|q2〉〈q2|2〉〈2|q3〉〈q3|2〉+ δλ2,λ4〈2|q2〉〈q2|2〉〈2|q4〉〈q4|2〉+

δλ3,λ2〈2|q3〉〈q3|2〉〈2|q2〉〈q2|2〉+ δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|2〉+

δλ3,λ4〈2|q3〉〈q3|2〉〈2|q4〉〈q4|2〉+ δλ4,λ2〈2|q4〉〈q4|2〉〈2|q2〉〈q2|2〉+

δλ4,λ3〈2|q4〉〈q4|2〉〈2|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

4
+

1

6
+

1

12
+

1

36
+

1

36
+

1

144
=

5

8
. (A.146)

χ2,3 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|2〉+

δλ2,λ3〈2|q2〉〈q2|3〉〈3|q3〉〈q3|2〉+ δλ2,λ4〈2|q2〉〈q2|3〉〈3|q4〉〈q4|2〉+

δλ3,λ2〈2|q3〉〈q3|3〉〈3|q2〉〈q2|2〉+ δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|2〉+

δλ3,λ4〈2|q3〉〈q3|3〉〈3|q4〉〈q4|2〉+ δλ4,λ2〈2|q4〉〈q4|3〉〈3|q2〉〈q2|2〉+

δλ4,λ3〈2|q4〉〈q4|3〉〈3|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

9
+

1

18
+

1

144
=

17

72
. (A.147)

χ2,4 = δλ1,λ1〈2|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|2〉+ δλ2,λ2〈2|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|2〉+

δλ2,λ3〈2|q2〉〈q2|4〉〈4|q3〉〈q3|2〉+ δλ2,λ4〈2|q2〉〈q2|4〉〈4|q4〉〈q4|2〉+

δλ3,λ2〈2|q3〉〈q3|4〉〈4|q2〉〈q2|2〉+ δλ3,λ3〈2|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|2〉+

δλ3,λ4〈2|q3〉〈q3|4〉〈4|q4〉〈q4|2〉+ δλ4,λ2〈2|q4〉〈q4|4〉〈4|q2〉〈q2|2〉+

δλ4,λ3〈2|q4〉〈q4|4〉〈4|q3〉〈q3|2〉+ δλ4,λ4〈2|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|2〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.148)
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χ3,1 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|3〉+

δλ2,λ3〈3|q2〉〈q2|1〉〈1|q3〉〈q3|3〉+ δλ2,λ4〈3|q2〉〈q2|1〉〈1|q4〉〈q4|3〉+

δλ3,λ2〈3|q3〉〈q3|1〉〈1|q2〉〈q2|3〉+ δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|3〉+

δλ3,λ4〈3|q3〉〈q3|1〉〈1|q4〉〈q4|3〉+ δλ4,λ2〈3|q4〉〈q4|1〉〈1|q2〉〈q2|3〉+

δλ4,λ3〈3|q4〉〈q4|1〉〈1|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

9
+

1

18
+

1

144
=

17

72
. (A.149)

χ3,2 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|3〉+

δλ2,λ3〈3|q2〉〈q2|2〉〈2|q3〉〈q3|3〉+ δλ2,λ4〈3|q2〉〈q2|2〉〈2|q4〉〈q4|3〉+

δλ3,λ2〈3|q3〉〈q3|2〉〈2|q2〉〈q2|3〉+ δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|3〉+

δλ3,λ4〈3|q3〉〈q3|2〉〈2|q4〉〈q4|3〉+ δλ4,λ2〈3|q4〉〈q4|2〉〈2|q2〉〈q2|3〉+

δλ4,λ3〈3|q4〉〈q4|2〉〈2|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

9
+

1

18
+

1

144
=

17

72
. (A.150)

χ3,3 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|3〉+

δλ2,λ3〈3|q2〉〈q2|3〉〈3|q3〉〈q3|3〉+ δλ2,λ4〈3|q2〉〈q2|3〉〈3|q4〉〈q4|3〉+

δλ3,λ2〈3|q3〉〈q3|3〉〈3|q2〉〈q2|3〉+ δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|3〉+

δλ3,λ4〈3|q3〉〈q3|3〉〈3|q4〉〈q4|3〉+ δλ4,λ2〈3|q4〉〈q4|3〉〈3|q2〉〈q2|3〉+

δλ4,λ3〈3|q4〉〈q4|3〉〈3|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

4

9
+

1

9
+

1

144
=

5

8
. (A.151)

χ3,4 = δλ1,λ1〈3|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|3〉+ δλ2,λ2〈3|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|3〉+

δλ2,λ3〈3|q2〉〈q2|4〉〈4|q3〉〈q3|3〉+ δλ2,λ4〈3|q2〉〈q2|4〉〈4|q4〉〈q4|3〉+

δλ3,λ2〈3|q3〉〈q3|4〉〈4|q2〉〈q2|3〉+ δλ3,λ3〈3|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|3〉+

δλ3,λ4〈3|q3〉〈q3|4〉〈4|q4〉〈q4|3〉+ δλ4,λ2〈3|q4〉〈q4|4〉〈4|q2〉〈q2|3〉+

δλ4,λ3〈3|q4〉〈q4|4〉〈4|q3〉〈q3|3〉+ δλ4,λ4〈3|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|3〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.152)
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χ4,1 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|1〉〈1|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|1〉〈1|q2〉〈q2|4〉+

δλ2,λ3〈4|q2〉〈q2|1〉〈1|q3〉〈q3|4〉+ δλ2,λ4〈4|q2〉〈q2|1〉〈1|q4〉〈q4|4〉+

δλ3,λ2〈4|q3〉〈q3|1〉〈1|q2〉〈q2|4〉+ δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|1〉〈1|q3〉〈q3|4〉+

δλ3,λ4〈4|q3〉〈q3|1〉〈1|q4〉〈q4|4〉+ δλ4,λ2〈4|q4〉〈q4|1〉〈1|q2〉〈q2|4〉+

δλ4,λ3〈4|q4〉〈q4|1〉〈1|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|1〉〈1|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.153)

χ4,2 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|2〉〈2|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|2〉〈2|q2〉〈q2|4〉+

δλ2,λ3〈4|q2〉〈q2|2〉〈2|q3〉〈q3|4〉+ δλ2,λ4〈4|q2〉〈q2|2〉〈2|q4〉〈q4|4〉+

δλ3,λ2〈4|q3〉〈q3|2〉〈2|q2〉〈q2|4〉+ δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|2〉〈2|q3〉〈q3|4〉+

δλ3,λ4〈4|q3〉〈q3|2〉〈2|q4〉〈q4|4〉+ δλ4,λ2〈4|q4〉〈q4|2〉〈2|q2〉〈q2|4〉+

δλ4,λ3〈4|q4〉〈q4|2〉〈2|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|2〉〈2|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.154)

χ4,3 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|3〉〈3|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|3〉〈3|q2〉〈q2|4〉+

δλ2,λ3〈4|q2〉〈q2|3〉〈3|q3〉〈q3|4〉+ δλ2,λ4〈4|q2〉〈q2|3〉〈3|q4〉〈q4|4〉+

δλ3,λ2〈4|q3〉〈q3|3〉〈3|q2〉〈q2|4〉+ δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|3〉〈3|q3〉〈q3|4〉+

δλ3,λ4〈4|q3〉〈q3|3〉〈3|q4〉〈q4|4〉+ δλ4,λ2〈4|q4〉〈q4|3〉〈3|q2〉〈q2|4〉+

δλ4,λ3〈4|q4〉〈q4|3〉〈3|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|3〉〈3|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

1

16
=

1

8
. (A.155)

χ4,4 = δλ1,λ1〈4|q1〉〈q1|4〉〈4|q1〉〈q1|4〉+ δλ2,λ2〈4|q2〉〈q2|4〉〈4|q2〉〈q2|4〉+

δλ2,λ3〈4|q2〉〈q2|4〉〈4|q3〉〈q3|4〉+ δλ2,λ4〈4|q2〉〈q2|4〉〈4|q4〉〈q4|4〉+

δλ3,λ2〈4|q3〉〈q3|4〉〈4|q2〉〈q2|4〉+ δλ3,λ3〈4|q3〉〈q3|4〉〈4|q3〉〈q3|4〉+

δλ3,λ4〈4|q3〉〈q3|4〉〈4|q4〉〈q4|4〉+ δλ4,λ2〈4|q4〉〈q4|4〉〈4|q2〉〈q2|4〉+

δλ4,λ3〈4|q4〉〈q4|4〉〈4|q3〉〈q3|4〉+ δλ4,λ4〈4|q4〉〈q4|4〉〈4|q4〉〈q4|4〉
=

1

16
+

9

16
=

5

8
. (A.156)

Podemos, então, calcular, para o caso 4, o valor médio χ̃(4) sobre todas as possi-

bilidades de ińıcio da caminhada quântica. Obtemos:

χ̃(4) =
5
8

+...+ 5
8

16
≈ 0.34. (A.157)
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Portanto, como hav́ıamos descoberto, de forma numérica, durante o texto desta

Tese – argumentos presentes no Caṕıtulo 3 e publicados em [65] –, o valor do limite de

longo tempo, χj,k, é menor quando há ausência de apenas uma única ligação entre vértices

de mesma geração, para uma rede do tipo dendŕımero. Abaixo, fazemos uma comparação:

Caso 1 → p = 0.0→ χ̃(1) ≈ 0.29

Caso 2 → p 6= 0.0→ χ̃(2) = 0.25

Caso 3 → p 6= 0.0→ χ̃(3) ≈ 0.21

Caso 4 → p = 1.0→ χ̃(4) ≈ 0.34.

(A.158)



Apêndice B

Capa da J. Phys. A: Math. Theor,

Volume 51, 2018

Abaixo, destacamos a capa da publicação impressa da Revista Cient́ıfica Inter-

nacional Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, Volume 51, de Dezembro

de 2018. Tivemos o privilégio de termos uma das nossas figuras, publicadas em [65] e

presente no Caṕıtulo 3 [Fig. 3.7 (c)], escolhida para compor a capa do periódico.

Figura B.1 - Capa da publicação impressa do Volume 51, de Dezembro de 2018, da Revista Cient́ıfica
Internacional Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical. A figura presente na capa é a nossa
Fig. 3.7 (c), contida no Caṕıtulo 3 desta Tese.



Apêndice C

Estruturas GSFNs com diferentes

conjuntos de (γ,Kmin, Kmax)

Neste apêndice, apresentamos outras estruturas GSFNs constrúıdas a partir de

diferentes conjuntos dos parâmetros (γ,Kmin, Kmax). Sua importância está baseada na

possibilidade de vizualizar como a topologia da rede é influenciada através da densidade

de conexões γ e dos parâmetros de modularidade Kmin (menor grau permitido) e Kmax

(maior grau permitido). O centro de cada estrutura está representado por um nó quadrado

vermelho. Vértices que possuem grau igual ou acima de seis, estão representados por

ćırculos com maior diâmetro. Nós que receberam alguma ligação, através da distribuição

de probabilidade presente na Eq. 4.3, estão preenchidos. Vértices vazios, desta forma,

não foram escolhidos para receber novas ligações. A linha sólida vermelha, presente em

todas as figuras, representa o caminho linear mais longo. A cor de cada vértice indica a

sua distância ao centro. Nossas redes GSFNs representam a mistura entre redes do tipo

estrela e cadeias lineares. Valores pequenos do parâmetro γ resultam em redes compostas

por poucos vértices que possuem muitas ligações, em contraste com valores elevados, que

apresentam redes com maiores segmentos lineares. A sua escolha, combinada com a dos

graus de modularidade, Kmin e Kmax, nos permitem obter estruturas para as quais temos

um melhor transporte quântico. A análise do transporte quântico sobre este tipo de

estrutura pode ser encontrada no Caṕıtulo 4.
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Figura C.1 - GSFN contendo N = 100 vértices. Sua construção foi realizada a partir dos parâmetros:
γ = 1.0, Kmin = 3 e Kmax = 99.
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Figura C.2 - GSFN contendo N = 100 vértices. Sua construção foi realizada a partir dos parâmetros:
γ = 1.0, Kmin = 6 e Kmax = 99.
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Figura C.3 - GSFN contendo N = 100 vértices. Sua construção foi realizada a partir dos parâmetros:
γ = 2.5, Kmin = 3 e Kmax = 99.



120

Figura C.4 - GSFN contendo N = 100 vértices. Sua construção foi realizada a partir dos parâmetros:
γ = 2.5, Kmin = 2 e Kmax = 10.
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Figura C.5 - GSFN contendo N = 100 vértices. Sua construção foi realizada a partir dos parâmetros:
γ = 2.5, Kmin = 3 e Kmax = 10.
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Figura C.6 - GSFN contendo N = 100 vértices. Sua construção foi realizada a partir dos parâmetros:
γ = 2.5, Kmin = 6 e Kmax = 10.



Apêndice D

Doutorado Sandúıche Aprovado -

Chamada CNPq no 22/2018

No dia 31 de Outubro de 2019, recebemos o resultado final dos Projetos contem-

plados com Bolsa para Doutorado Sandúıche no Exterior (SWE) do CNPq, chamada no

22/2018. Nosso Projeto foi o único escolhido, dentro da área de F́ısica e Astronomia, para

implementação. O autor desta Tese escreveu o Projeto – cuja frente está logo abaixo –

com aux́ılio do seu orientador. Infelizmente, por questões de saúde (que não serão detalha-

das) este autor não pôde realizar as atividades deste Projeto. Não obstante, destacamos

a relevância e potencial dos nossos sistemas de estudo.

Figura D.1 - Recorte de tela referente ao resultado final da Chamada CNPq no 22/2018 contendo os
aprovados para a realização de Doutorado Sandúıche no Exterior (SWE).
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no Exterior

Candidato: Cássio Macêdo Maciel (UFAM)

Orientador no Brasil: Mircea Daniel Galiceanu (UFAM)

Orientador externo: Walter T. Strunz (Technische Universität Dresden)

6 de March de 2019

Título: Transporte quântico em redes complexas

1 Introdução

Uma grande variedade de estudos sobre transporte quântico surgiu nos úl-

timos anos, seja na física, química ou na criação de algoritmos quânticos,

apresentam-se elementos de notável interesse científico. Entre algumas im-

plementações experimentais podemos citar trabalhos envolvendo: redes ou

cavidades ópticas [1], átomos de Rydberg [2] e fótons em arranjos de guia

de ondas [3, 4]. A área de redes complexas fornece um ambiente rico na

aplicação do transporte quântico, uma vez que os modelos de redes esboçam

a topologia adjacente de inúmeras estruturas físicas, químicas, biológicas,

econômicas e sociais. Três modelos de redes receberam enorme destaque, são

eles: o modelo de rede aleatória, do tipo mundo pequeno e redes livres de

1
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