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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar alguns resultados fundamentais em Sistemas
Dinamicos, principalmente acerca da linearizacao de campos de vetores, isto €, encontrar
conjugacoes entre o campo e sua parte linear em vizinhancas de determinados pontos.
Para iniciar, apresentamos o Teorema da Variedade Estavel para campos. Para finali-
zar, apresentamos o Teorema de Linearizagao de Poincaré para campos e uma versao do
critério de comutatividade de Guillemin-Sternberg para familias de campos de vetores
com ponto critico nulo em comum. Contamos ainda com um apéndice, apresentando de
forma breve os Teoremas de Hartman-Grobman, que mostram de forma definitiva que
campos de vetores e difeomorfismos sao conjugados as suas derivadas na vizinhanca de

uma singularidade hiperbdlica.

Palavras-chave: Linearizacao, Campos, Sistemas dinamicos.



Abstract

This work aims to study some fundamental results in Dynamical Systems, mainly about
the linearization of vector fields, that is, to find conjugations between the field and its
linear part in the neighborhood of certain points. To start, we present the Stable Mani-
fold Theorem for fields. Finally, we present the Poincaré Linearization Theorem for fields
and a version of the Guillemin-Sternberg commutativity criterion for families of vector
fields with a common null critical point. We also have a appendix, briefly presenting
the Hartman-Grobman Theorems, which show definitively that vector fields and diffeo-

morphisms are conjugated to their derivatives in the vicinity of a hyperbolic singularity.

Keywords: Linearization, Fields, Dynamical System.



Lista de Simbolos

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

oM, (K) denota o espago das matrizes sobre o corpo K;

e [/, F e £ denotam espacos de Banach;

e [ denota a aplicacao identidade;

e K, C, (1, (s, ... denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;
e [ denota o final de uma demonstracao;

e | - | denota a norma euclidiana do R™ ou do espago de Banach F;
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Introducao

A teoria de linearizacao ocupa um importante espaco dentro da ciéncia em geral, por
ser ela a facilitadora da melhor compreensao de diversos fenomenos fisicos e matematicos.
O ponto de partida dos estudos de linearizacao se da em encontrar um elo, ou uma
equivaléncia entre um sistema qualquer e sua parte linear proxima de algum ponto fixo.
Dizemos que um sistema ¢ linearizével se na vizinhanca de um ponto fixo, ele é equivalente
a sua diferencial.

Muitos trabalhos passaram a ser desenvolvidos nessa linha, e contribuiram muito para
o avanco das pesquisas em sistemas dinamicos e na geometria diferencial. Dentre os ma-
tematicos que mais se destacam em descobertas sobre linearizacao, estao Henri Poincaré,
que talvez seja o pai da teoria com seu Teorema de Linearizacdo, em [21]. Destaque
também para Philip Hartman e David M. Grobman que provaram (ver [19,20]) um dos
resultados mais fundamentais da teoria qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias,
acerca de linearizacao de campos e fluxos, hoje conhecido como Teorema de Hartman-
Grobman, que afirma que todo campo nao linear possui um comportamento analogo a sua
parte linear préximo a um ponto fixo hiperbélico (ou singularidade hiperbdlica, no caso
de campos). Mencionemos também Shlomo Sternberg, com seu teorema de linearizagao
para campos suaves, que foi objeto de estudos e refinamentos por parte de intimeros
matematicos posteriores a ele. Dentre os matematicos que foram fundamentais no refina-
mento do trabalho de Sternberg, K. T Chen foi o que contribuiu de maneira mais definitiva
(ver [15]).

Acerca da estabilidade de sistemas dinamicos, podemos dizer que o Teorema da Vari-
edade Estavel é um pilar fundamental para linearizagao de campos sobre variedades, que
aqui, nos limitaremos ao espaco euclidiano R"™. Apesar do forte apelo geométrico deste

resultado, podemos resumi-lo afirmando que ele mostra que préximo a uma singularidade
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hiperbdlica xy, o sistema nao-linear, para um campo f : R® — R", dado por

o' = f(x) (1)

possui as variedade estavel e instavel, tangentes em xg, aos espacos estaveis e instaveis,
E? e E" do sistema linear

= Ax (2)

onde A = Df,,. Além disso, as variedades estaveis e instaveis possuem a mesma dimensao
de E® e E", respectivamente, e se ¢, é o fluxo da equagao (|1)), entao as variedades estavel
S e instavel U sao positivamente e negativamente invariantes sob o fluxo, e satisfazem os
limites

tlim oi(c) = xg; Ye e S

lim ¢4(c) = xo; Ve € U.

t——o0
Vamos aqui, brevemente falar do trabalho de Sternberg, que em [16], provou o seguinte

teorema que carrega seu nome

Teorema 0.1 (Teorema da Linearizacao de Sternberg). Seja f um campo de vetores de

classe C* numa vizinhanga de 0 € R™ tal que f(0) = 0. Seja A = Df(0) e suponha que
E1. Cada autovalor \; da matriz A satisfaz Re\; < 0,
E2. \j # Y m;\;, para qualquer inteiro ndo-negativo m; tal que Y m; > 1.

Entao existe um difeomorfismo local R em 0 de classe C* tal que R.f = DRo fo R™!

coincide com a parte linear Az de f numa vizinhancga de 0.

O teorema afirma basicamente, que um campo de vetores nao-linear pode ser lineari-
zado através de uma mudanca de coordenadas suave. Este teorema teve diversas outras
versoes e foi provado por muitos matematicos em trabalhos bastante populares como
Nelson [9] e Sell [10].

Seria natural entao procurar uma forma de generalizar o Teorema e buscar li-
nearizar mais campos de uma vez em um dado sistema. E af que entra o trabalho de

Elliot-Livingstone [12].

11



Tomemos um sistema bilinear em R™ com k entradas constantes dado por

y = Z a;(t) Ay (3)

e um difeomorfismo real-analitico R definido numa vizinhanga da origem tal que R(0) = 0
tal que fazendo y = R(x) na equagao acima, temos

/
Tr =

a;(t) fi(z), (4)

k
1

)

onde

R.(x)fi(x) = AiR(x). (5)

Tomando f;(0) = 0, podemos achar a jacobiana D f;(0) a partir de 5, o que nos da
Df;(0) = R;'A;R.(0), onde chamamos R, de vetor transformagao do campo f;. Podemos
considerar R.(0) = I e Df;(0) = A;.

Nosso objetivo aqui serd explicar se existe tal difeomorfismo R, numa vizinhanga da
origem, tal que o sistema se torna equivalente a , e que torna valida a equacao
. Reparemos que estamos a falar de uma familia de campos f;, que se anulam em 0, e
que geram uma algebra de Lie que pode ser ”transformada” numa &algebra de Lie gerada
por suas partes lineares A;. De forma mais clara, queremos explicar quando podemos
linearizar todos os campos f; em alguma vizinhanca de um ponto critico.

Em 1928, no seu trabalho Ouevres, Henri Poincaré mostrou que dado um campo de

vetor real-analitico f, as seguintes condicoes sao suficientes para lineariza-lo:
P1. A matriz jacobiana D f(0) = A é diagonal, com seus autovalores {A}! ;;

P2. Os autovalores \; de A nao satisfazem a relacao de ressonancia dada por
Ap = ki (6)
i=1

Para inteiros nao-negativos k; tal que

Sk > (7
=1
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P3. A envoltéria convexa do conjunto {Ay, ..., A,} nao contém 0.

A condi¢ao [P2], conhecida como condigdo de nao-ressonancia é famosa por estar
presente na maioria dos teoremas de linearizacao conhecidos, como nos ja mencionados
Sternberg e posteriormente, Chen. Este tltimo, inclusive, conseguiu remover a condigao
[P1] no seu trabalho Equivalence and decomposition of vector fields about elementary
critical point, de 1963, e neste texto, ela também nao serd necessaria. A condicao [P3]
também foi removida por Chen e Sternberg em versoes para campos suaves do Teorema
de Poincaré. Chamaremos um campo de vetores analiticos que satisfaz [P2] e [P3] de
Campos de vetores de Poincaré.

Em 1968, Guillemin e Sternerg provaram que quando o sistema (3)) possui uma quan-
tidade suficiente de campos que geram uma algebra de Lie de dimensao finita, a condigao
de ser semisimples é suficiente para lineariza-los.

Nosso trabalho, esta dividido em 3 capitulos:

No Capitulo 1, apresentamos algumas preliminares e resultados basicos de célculo
diferencial em espacos de Banach. Ainda que nosso interesse aqui sejam os espagos de
dimensao finita (em especial o R™), precisamos dessa generalizacao para trabalhar com o
espago solugdo de EDO’s. Nossa abordagem segue proxima a de [1, 2, 4, 13].

O Capitulo 2 é dedicado as nogoes e resultados basicos acerca de campos vetoriais
sobre o espago euclidiano R", e em especial, o Teorema da Variedade Estavel que nos
dard uma certa introdugao aos resultados de linearizagao. As principais referéncias para
estes resultados foram [3, 6, 8, 14, 17].

No Capitulo 3, estudamos os resultados principais deste trabalho. Comegamos com
uma prova do Teorema da Linearizacao de Poincaré e finalizamos com uma extensao do
Teorema de Guillemin-Sternberg sobre o critério da comutatividade, seguindo [12].

Ainda apresentamos um breve apéndice com uma prova dos ja bem difundidos na lite-
ratura matemaética, Teoremas de Hartman-Grobman para difeomorfismos e para campos,

baseada no livro de Palis e Melo [3]
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Capitulo 1

Calculo em espacos de Banach

A fim de deixar o texto o mais auto-contido, apresentamos neste capitulo alguns resul-
tados preliminares da teoria de espacos de Banach que serao utilizados nas demonstragoes
do teoremas de linearizagao do no Capitulo 4. Seguiremos principalmente o exposto em

Cartan [2] e Chicone [10].

1.1 Normas e espacos de Banach

Consideremos o corpo K como o corpo dos escalares reais ou complexos, ou seja, K = R
ou C. Nesse texto, consideramos as nocoes mais elementares acerca de espacos vetoriais,
tais como bases, transformacoes lineares, multilineares e seus respectivos resultados, ja
validas e bem entendidas. Destacamos também que se um espaco vetorial £ é definido
sobre C, podemos defini-lo também sobre R, portanto, dado um produto escalar A\ z com

x € F, podemos considerar simplesmente A € R.

Defini¢ao 1.1. Uma norma € uma fungao ||.|| : E — R onde sao vdlidas as segquintes

propriedades:

1) ||zl = 0;

i) ol = 0 4= 2 = 0;
wt) Al = [Alll];

w) |lz+yll < [l +lyll, V2, y € E.

14



1. Célculo em espacos de Banach

Definicao 1.2. Um espaco vetorial E sobre um corpo K equipado com uma norma é

chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente espago normado (E.,||.||).

A menos que a funcao norma precise ser explicitada, denotaremos um espaco normado

simplesmente como FE.

Definicao 1.3. Uma métrica num conjunto E é uma funcao d : £ x E — R que associa
cada par de elementos x, y € E ao nimero real d(x, y), que € chamado de distancia de x

ay, e satisfazem as sequintes propriedades para todo x, y, z € E:
1) d(z, z) =0;
2) d(xz,y) >0 sex #vy;
3) d(x, y) = d(y, );
4) d(z, z) < d(z,y) +d(y, z). (desigualdade triangular)
Da ultima defini¢ao acima, tiramos que um espaco normado é um espago métrico (con-
junto munido de uma métrica) com a métrica induzida pela norma da seguinte maneira,

para quaisquer z, y € FE

d(z, y) = |lz = yl|

Definicao 1.4. Tomemos a € E e r > 0. Chamamos de bola fechada de centro a e

raio v, ou simplesmente bola fechada, o conjunto Bla, r| onde
d(x, a) <r, ou seja, ||x—al| <.

Definicao 1.5. Um subconjunto U € E ¢é chamado aberto se para todo a € U, podemos
obter uma bola B(a,r) inteiramente contida em U. Jd um conjunto V € E € fechado se

seu complementar é aberto.

Definicao 1.6. Uma sequéncia (x,)n,>0 de pontos de E € dita convergente em E se
eriste um a € E tal que

lim z, = a,
n—oo

Em outras palavras, dizemos que essa sequéncia converge para a se ||z — al| — 0.

Nesse texto ja consideramos validas as principais propriedades de limites de sequéncias,

tais como

15



1. Célculo em espacos de Banach

i)selimz, =aelim,y, =0 = lim,(z, +y,) =a+b.
ii ) Se limz, =a e lim, \, = g = lim,(\,z,,) = pa.

Definigao 1.7. Uma sequéncia (zn),, € chamada sequéncia de Cauchy se lim ||z, —
m—00
n—oo

z,|| = 0. Ou seja, temos Ye > 0, AN tal que
(m>Nen>N)= |z, —x,] <e

Sabemos que qualquer sequéncia convergente é de Cauchy. Se a reciproca é valida, ou
seja, se toda sequéncia de Cauchy é convergente, num espago normado F, dizemos que E é
um espaco métrico completo. Essa tltima observagao abre espago pra principal definicao

dessa secao, que sera o ambiente de estudos das nossas futuras defini¢oes e resultados.

Definicao 1.8. Um espag¢o normado completo, com a métrica definida pela norma, é
chamado de espag¢o de Banach. Se o espaco € definido sobre corpo R, o chamamos
de espaco de Banach real, se é definido sobre C, o chamamos de espagco de Banach

complezxo.
Daremos a seguir algumas defini¢oes adicionais que serao usadas adiante no texto.

Definigao 1.9 (Aplicagao lipschitziana). Sejam (M,d) e (N,d) espagos métricos. Uma
aplicacao f : M — N ¢é dita lipschitziana se existe uma constante K > 0, chamada de

constante de Lipschitz, tal que d(f(x), f(y)) < Kd(z,y), Vx,y € M.

Definigao 1.10 (Contragao). Seja o espago métrico (M,d). Uma aplicagcio f: M — M
¢ chamada de contragdo se existe 0 < K < 1 tal que d(f(z), f(y)) < Kd(z,y), para

quaisquer x,y € M.

Sejam E e F' dois espacos normados, mostraremos um resultado basico que lista os
critérios para que uma aplicacao linear f : E — F' seja continua, onde F e F' sao espagos

equipados com a topologia induzida por suas normas.

Teorema 1.1. Para uma aplicagao linear f: E — F, as condi¢coes abairo sao equivalen-

tes:
i) f € continua em cada ponto de E;

ii) f € continua na origem 0 € E;
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1. Célculo em espacos de Banach

iii) || f|l € limitada na bola unitdria B(0,1) = {z € E;||z| < 1}.

Demonstrac¢ao. Sendo E um espaco vetorial, 0 € E, e como f é continua em cada pondo
de E, é claro que 1) = ii).

Agora, supondo que f é continua em 0, isso implica que, dada uma vizinhanga de
0 € E, existe alguma bola unitédria B;, centrada na origem de F tal que f~1(Bj) seja igual
a essa vizinhanga de 0. Mais precisamente, existe uma bola B(0,r) = {z € E;||z| <7},
para algum r > 0 conveniente, tal que f~!(B;) = B(0,7). Logo, tomando tal r > 0,
temos

[zl < v = [[f (@) < 1;

Entao, fazendo y = xr, temos

[zl < 1=l f(2)] <

S | =

Pois, |ly]| <7 =lz|| < 1e | f(y)l =] f(z)|| < 1. Isso prova que ii) = iii).

Para provar que iii) = i), usamos a hipdtese de f ser limitada na bola unitéria
centrada na origem, ou seja, IM > O; || f(z)|| < M;Vz € E. Logo, para qualquer z,
devemos ter

I (@) < M|z]|.

Devemos mostrar, sob as condi¢oes acima que f é continua em cada ponto a € E. Para
isso, notemos que pela linearidade de f, devemos ter f(z) — f(a) = f(x — a), agora

tomemos um €y = 57 tal que ||z — al| < €, entao

€

[/(2) = Fla)ll < Mz —al] < M.+

:67

0 que prova a continuidade de f. O

Teorema 1.2. Seja E um espago de Banach, e u € L(E, F), onde L(E,E) € o espago

de todas as aplicacoes lineares de E em E. Se u € tal que
Jull <1,

entdo 1 —u tem uma inversa em L(E, E).
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1. Célculo em espacos de Banach

Demonstracdao. Sabemos que a série

Zu":1+u+---+u”+...

n>0

¢ convergente pois ||u"]| < ||u||”, e sabemos de estudos elementares que a série converge

se tomarmos [Juf <1, logo >~ - [|u[|"* converge. Tomando agora ), -, u" = v, temos

UV = vu = E u"

n>1

v(l—u)=(1—-u)v=1,

O que mostra que 1 — u é a inversa de v. E importante frisar que esse teorema é valido

pra qualquer espago de Banach, e mais geral ainda, em qualquer algebra de Banach. [J

Teorema 1.3. Se X ¢ um espago normado arbitrdrio e E é um espaco de Banach, entao

L(X,E) é um espaco de Banach.

Demonstrag¢ao. Usaremos nesta prova, a norma do sup, definida, para A € (X,Y), por

[A]l = sup |Az].
|z|=1
Tomemos a sequéncia de Cauchy A, em (X,Y). Definimos a fun¢do A : X — F, onde,
para cada x € X, Ax = lim,,_,,, A,z. Essa definicao é coerente, visto que A,, é limitada.
Temos que A,z é uma sequéncia de Cauchy em Y, pois é limitada e E é espaco de
Banach. Tomando x € X com x # 0 e € > 0. De fato, escolhendo N tal que para
n,m > N, ||A, — Al < ﬁ (tal escolha é possivel por A, ser sequéncia de Cauchy).

Entao para n,m > N,

€
|(An = Ap)z| < [|An = Apllfe] < ] =€

|z
Para provarmos o teorema, devemos mostrar que:
(1) A é linear

(2) A é limitada

18



1. Célculo em espacos de Banach

(3) A, — A, isto &, [ A, — A] — 0.

Para provar (1), observemos que
A(z14x9) = lim A, (z14x2) = lim (A2 +Apzs) = lim A,z + lim A,zy = Az + Axs.
n—00 n—00 n—00 n—00

A prova de que A(ax) = aAz para algum escalar a, é similar.
Para provar (2), usamos o fato de A,, ser de Cauchy, portanto é limitada, o que implica
que existe um ndmero C' > 0 tal que ||A4,| < C, para qualquer n. Portanto, para qualquer

n e qualquer z € X, temos |A,z| < C|z|. Disto, temos pra qualquer x € X fixo,
|Az| = lim |A,z| < Clx|.
n— o0

Portanto, A é limitada.

Para provar (3), tomemos ¢ > 0. Como A, é de Cauchy, h4 um ntimero N tal que
para n,m > N, ||A, — Al < §. Tomando n > N, afirmamos que |4, — Al <€, o que
prova o resultado. Melhor detalhado, tomemos z inX com |z| = 1. Devemos mostrar que

|(An — A)z| < e. Escolhendo m > N tal que |A,,z — A,x| < §, entao

(A, — A)z| = |Apz — Az| < |Apx — Apz| + |Ape — Az| = (A, — Ap)z| + |Amz — Az
< |4, — Anllz| + |Ame — Az|
= ||4A, — Anll + |Amz — Az|
€ €

< — —
2+2

= €.

]

Definicao 1.11. Seja U um aberto do espago de Banach E, V um aberto do espaco de
Banach F eT : U XV — F uma aplicagao continua. Dizemos que T € uma contracao
uniforme se existe um numero A com 0 < A < 1, tal que para todo x € U e para todos

y,y €V, temos
1T (x,y) — Tz, ¢)| < Aly —¥/|.
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1. Célculo em espacos de Banach

1.2 Aplicacoes diferenciaveis

Aqui, consideramos sempre E e F espacos de Banach sobre um corpo K. As principais

referéncias para esta secao foram [2,14].

Definicao 1.12. Seja U um aberto contido em E. Uma aplicacao f : U — F ¢é dife-
rencidvel em a € U se existe uma aplicagdo linear continua Df(a) : E — F, chamada

de deriwada de f em a, tal que:

tim 7ol 1) = fe) = D (ah] = 0.

Pela definicao acima, temos que f é diferenciavel em U se for diferenciavel em todos

os pontos de U, onde

Df : U— L(E,F)
r — Df(x).

é chamada diferencial de f em U.
Neste texto apenas enunciaremos e tomamos como validas as principais propriedades

de diferenciais em espacos de Banach. Seguem os enunciados.

Teorema 1.4. Sejam E,F,H,E; e F;, para i = 1,2,... espacos de Banach. Valem as

propriedades:
(a) se f: E — F é diferencidvel em a, entao f € continua em a.
(b) Se f: E — F eqg: F — H diferencidveis, entao h = go f € diferencidvel e sua

deriwada ¢ dada pela regra da cadeia

Dh(z) = Dg(f(x)Df(x).

(c) Sejam as fungées fi : E =Y, ..., fp: E =Y, ef:E—Y x---xY, dada
por f(x) = (fi(x),..., fu(x)), entdo f € continua se, e somente se, f1, fa,..., fn Sd0
continuas.

(d) Se T : E — F € uma transformacao linear continua, entio DT (x) =T,V € E.

20



1. Célculo em espacos de Banach

Defini¢ao 1.13 (Derivadas Parciais). Sejam os espagos de Banach F', E = Ey & Fy &
@ E, eU CE, um aberto. Tomemos f: U — F uma aplicacdo continua. Para cada

a = (ay,as,...,a,) € U, consideramos a aplica¢ao injetiva \; : E; — E definida por

Ai(wg) = (a1, ..., i1, Ti, Qig, - - -, Q).

A aplicagao composta f o \; estd definida no aberto (\;,)"'(U) € E; tal que ela contém

a; € E;. A diferencial f o X € chamada de i-ésima derivada parcial de f no ponto a.

Para escrever as derivadas parciais de f no ponto a, aplicada num ponto z = (z1, ..., ;)
usaremos as notacgoes g—é comi=1,2,....nou D;f parat=1,2,...,n.

Enunciaremos agora alguns resultados fundamentais na teoria de aplicacgoes diferenciaveis

em espacos de Banach.

Teorema 1.5 (Primeira desigualdade do valor médio). Seja F' um espag¢o de Banach
e f:1]0,1] = F um caminho continuo e diferencidcel no intervalo aberto (a,b). Se

LI < M, Vi€ (a,b), entao |[f(a) = fFO)I < M(b— a).

Teorema 1.6 (Segunda desigualdade do valor médio). Sejam E, F espa¢os de Banach,
U aberto de E e a aplicagio f : U — F. Se o segmento de reta fechado [a,a + h] € U €

tal que f seja diferencidvel em todo o aberto (a,a + h), entao

If(a+h) = fla)ll < [h]. sup [IDF].

Do 1ltimo teorema acima, obtemos

Corolario 1.7. Seja U € F aberto e convero. Se f : U — F € diferencidvel com
|Df(x)|| < M para todo x € U, entao f € lipschitziana, com || f(y) — f(x)|| < M|z —y||,

para quaisquer x,y € U.

Demonstracao. Pela convexidade, f é continua em U e dado z,y € U, temos [z,y] € U.

A propriedade de lipschitz segue imediatamente da desigualdade do valor médio. O]

Teorema 1.8 (Teorema da Fungao Implicita). Sejam, E,F e E' espagos de Banach,
UCEeV CF abertos e (xo,90) € U xV — E' de classe C* k > 1 com f(xo,y0) =
0 e Dyf(xo,y0) inversivel com inversa limitada. Entao existe uma vizinhanca aberta
Uo x Vo CU x V de (z9,90) €7 : Vo — Uy de classe C* tais que f(y(y),y) = 0,y € V4.

Mais precisamente, temos que f(xz,y) =0, com (x,y) € UyxVj se, e somente se x = y(y).
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Teorema 1.9 (Teorema fundamental do célculo). Sejam E e F' espacos de Banach, um
aberto U € E e o segmento de reta [x,y] com extremidades x,y € U. Tomemos uma

funcao de classe C', f: U — F e supomos, para x,y € U, [x,y] C U. Entdo

fx+y) = fo) + / Df(a + ty)y dt.

Demonstracao. Definimos ¢ : [0, 1] — F por ¢(t) = f(x + ty), entdo pela regrada cadeia,
temos ¢'(t) = y.Df(x + ty).
Agora definimos ¢ : [0, 1] — F, por

W(t) = f(z) + /Ot f(x + sy)ds.

Para 0 <t < 1, temos ¢/'(t) = y.D f(x + ty). Pelo corolario acima e pela continuidade de
Df, temos que 1) — ¢ é constante pela continuidade de ¢ e 1) sobre [0, 1], entdao ¢ — ¢ é
constante sobre [0, 1]. Como ¢ = = 0, entao ¢(1) = ¥(1). O

Continuamos agora com alguns resultados menos elementares que serao ferramentas

utilizadas em importantes provas futuras.

Teorema 1.10. Suponha E um espa¢o de Banach, H : [a,b] — E, e H'(t) = 0 para todo

t € [a,b]. Entio H € constante.

Demonstragdo. Tomemos € > 0 e I, = {t € [a,b]; |H(t) — H(a)| < €(t — a)}. Precisamos
mostrar que /. = [a,b]. Uma vez provada essa igualdade, tomemos ¢ € (a,b]. Entao para
todo € > 0, t € €. Segue entao que |H(t) — H(a)| =0, o que implica em H(t) = H(a).

Para provar que I, = [a, b] precisamos seguir os seguintes passos:

1. Se H é diferencidvel, logo é continua. Tomemos J. = [a, b] — I.. Por H ser continua,

J. é aberto em [a, b]
2. Assumindo que J, nao é vazio e encontrando uma contradicao.

O item 1. é simples de ser mostrado. Para o item 2., assumimos que J, é vazio e
¢ = inf J.. Como J. é aberto, nao podemos ter ¢ = b o que nos leva a assumir ¢ < b.
Notemos que se ¢ = a, entao ¢ € I.. Se ¢ > a, nao teremos ¢ € J, pois J. é aberto em

[a, b], entao ¢ € I.. Concluimos assim que ¢ € J,.
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Como H'(c) = 0, existe um nimero 6 > 0 tal que se ¢ < t < ¢+9, entdo |H(t)—H(c)| <

€(t — ¢). Para tal t,
|H(t) — H(a)| < |H(t) — H(c)|+ |H(c) — H(a)| < €(t —¢) + €(c — a) = €(t — a).

Portanto se ¢ < t < ¢+ 6, entao ¢ € I.. Isso contraria o fato de termos assumido

c = inf J,. ]
Uma importante consequéncia do teorema ¢ dada a seguir:

Teorema 1.11. Sejam E e F' espagos de Banach. Chamamos Isom(E, F) o subconjunto

de L(E, F) de todos os isomorfismos de E — F, entao:
a) Isom(E; F) é um conjunto aberto em L(E,F);
b) a aplicagio u+— u' de Isom(E;F) a L(F,E) é continua.

Demonstra¢ao. Primeiramente, precisamos considerar que Isom(FE, F') pode ser vazio, no
caso, se os espacos F e F' nao forem isomorfos, o que torna a validade do teorema essenci-
almente trivial. Agora consideremos [som(E, F') ndo vazio e tomemos uy € Isom(E, F).
Para provar a propriedade a) precisamos mostrar que qualquer v € L(FE, F') suficiente-
mente proximo de ug ainda é um isomorfismo. Para que u : £ — F seja, de fato, um

isomorfismo, é necessario e suficiente que
—1 .
(wo) " u:E—FE

seja um isomorfismo. Para que (1) 'u seja um isomorfismo, ele precisa estar em L(E, E)
e possuir uma inversa.Tomemos

(ug) tu=1—-v

Basta termos que |[v]| < 1 de acordo com o teorema anterior. N6s temos v = 1 — ug'u =

(uo) H(ug — u), entao

[l < Tlug Il = woll (1.1)

O que nos da

lu = uo|| < 7 (1.2)
[[ug |l
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Fica claro que [|v|| < 1 e que u é um isomorfismo, provando assim a primeira propriedade

do teorema, dado um wu suficientemente préximo a uy Agora resta provar o item b). Seja

u ™t = (up(1 =)t = (1 —v) " (u) ™,

Logo
u = (ug') = [(1—v)7" = 1)(uo) ", (1.3)

Mas, temos que

(1—v)t= Zv”,portanto (1—-v)t= Zv”,
n>0 n>1
[v]]

1L =o) =1 < lug 'l < D lloll" = T— o]

n>1
Logo, a equagao (1.3]) implica

o]

™" = (o) Ml < flug |
R ]

(1.4)

Enquanto u se aproxima de ug, ||v|| se aproxima de 0, por conta da equagao (1.2). Con-

1

sequentementr, u~! se aproxima de (up)~' por conta da desigualdade acima, provando

1

entdo que v~ ' é uma fungao continua de u se u pemanece em [som(FE,F). O teorema

esta provado. O

Agora, ja admitindo que toda contracao tem um ponto fixo, temos o seguinte resultado

fundamental:

Teorema 1.12 (Contragdo Uniforme com Parametros). Seja T : U x V. — V uma
contracao uniforme. Tome g(x) como o tinico ponto fixo da aplica¢ao T'(z,.) de V em V.

Entao:

1) g € continua;

2) SeT é de classe C', entao g é de classe C* e Dg(x) = (I—DyT(x, g(z))) " D1 T(x, g(x))).
Demonstracao. Precisamos provar que:

1) g é continua.

2) Se T é de C!, entao g é localmente lipshchitziana.
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3) Se T ¢ C', entao g é diferencidvel, e Dg(z) é dada pela férmula no enunciado.

O passo 3 implica que g é C*.

Para provar que ¢ é continua, obersemos que

9(2") —g(x)| = |T(',g(2")] —T(x,g(z))]
< T2, g9(2") = T(2', g(2))| +|T (2", g()) — T(, g(x))]
< AMg(a') = g(@)| + T (z, g(x)) — T(x, g())]-
Consequentemente,
lg(z) — g(x)] < (1 =X T (2, g9(x) — T(x, g(x))]. (1.5)

Agora fixemos z € U. Pela continuidade de T, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se
|z — 2| <0 = |T(2, g(x)) — T(x,g(x))| < (1 — Ne. Pela desigualdade acima e por ([L.5)),
se |2’ — x| < 6, entdo |g(2') — g(z)| < e. Consequentemente g é continua em x, que é um
ponto arbitrario, portanto, provamos a continuidade de g.

Para provar o passo 2, consideramos que se T é de classe C!, entao g é localmente
lipschitziana. Faremos da seguinte forma: Assumimos que 7' é C*. Tomemos 2y € U e
escolhemos € > 0 e C' > 0 tal que |z — zo| < € e |y — g(zo)| < € entdo (z,y) € U xV
e |DiT(z,y)|| < C. Agora, tomemos 0 tal que 0 < 0 < ¢, tal que se |z — xy| < 0 entdo
lg(x) — g(xo)| < €, 0 que é possivel pela continuidade de g. Agora tomemos |x — x| < §

e |2’ — xo| < §. Usando a equagdo (|1.5)), temos
l9(2") — g(a)| < (1 = N)T(, g(x)) = T(x, g(x))| < (1 = X)7'Cla’ — af.

Portanto, numa vizinhanca d de xzq, g ¢é lipschitziana com constante de Lipschitz igual a
(1—X)"'C. Como zq é arbitrdrio, g é localmente lipschitziana.

Para o terceiro passo, precisamos verificar se T é de classe C!, entdao g é de classe
Cl e Dg(x) = (I — DyT(x,g(x))"'DiT(x,g(z)). Para isso, tomemos A(z) = (I —
DoT(x, g(x))) LD T(x, g(x)), isto é, A(z) é a inica solugao da equagao A = D T(z, g(x))+
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DyT(z, g(x))A. Devemos mostrar que Dg(x) = A(z).

oo+ 1)~ g(x) — A()h = T(+h). gl + 1) ~ Tz, g(x))
(DT (2. 9(x)) + DaT (e g(2)) Ala))
= T(x+h,glx+h)=T(x+h,g(z) — DT (x,g(z))A(z)h
+ T(a-+ h.g(2)) = T(a:9(a)) = DiT (. a))h
= ([ Dot hogta) + stota+ ) = g(@)ds) (ot + W) = 9(0)

—DyT(x,g(x))A(z)h + (/0 DiT(z + sh, g(z))ds)h — DyT(z, g(z))h
= DyT(x,9(x))(g(x + h) — g(x) — A(x)h)
+([ Dottt hogte) + s(ote + 1) = o(a) Gl + 1) (2

/D1 (z + sh), ())—DlT(x,g(x))ds>h

Agora estimamos |g(x + h) — g(x) — A(z)h| como fizemos em |g(2') — g(x)| no passo 1

dessa prova, e estimamos as duas integrais. Assim obtemos

9@+ h) = g(x) = A@h| < (1=2)7"((sup DT (@ + b, g(x) + s(g(w + )

0<s<1

~ 9(@) = DsT(x,g@)l)) + ( sup DiT(x+ sh,g(x))

0| <s<1

— DiT(z,g(x))ds)|.|h|.

Como g ¢é localmente lipschitziana, temos |g(x + h) — g(x)| < C|h|. Para algum |h|
suficientemente pequeno, os dois supremos acima podem ser tomados tao pequenos quanto

quisermos, digamos menos que um € arbitrario,
l9(x + h) = g(z) = A(x)h| < (1= 1) (C + )|l

Consequentemente, teremos

1o 9@+ 1) = gla) = Aw)h

h—0 |h| =0

logo, Dg(z) = A(x). O
Teorema 1.13 (Teorema da Perturbagao da Identidade). Seja E um espaco de Banach,
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I: E — E a aplicagao identidade em E e ¢ : EE — E uma contracao em E. Entao I + ¢

¢ um homeomorfismo sobre E.

Demonstracao. Sejam x,y € F'e h =1+ ¢. Seja 0 < A\ < 1 a constante de Lipschitz de

¢. Temos que

|h(z) =Rl = llz+o(x) —y — oWl = Iz =yl + l[6(x) — ¢(v)]
> |z =yl = Allz =yl

= (I=Nlz -yl

provando a injetividade de h e, se existir, a continuidade de sua inversa. Nos resta provar

a sobrejetividade de h. Tomemos z € E. Definimos a funcao f, : £ — E, definida por

fo(x) = z = ¢(x).

1f2(x) = L2)l = Iz = ¢(z) — 2 + o)l = [|o(x) — ()| = Allz — ]

Con A < 1. Como f, é uma contragao, existe um tunico ponto fixo ¢ paral f,, onde
z—¢(q) =q= (I +¢)g =z, o que nos da a sobrejetividade de h. A continuidade de h é

imediata, visto que ¢ é uma contracao (portanto, continua) somada a identidade. O

Lema 1.14 (Lema da perturbacao de isomorfismos). Seja E um espaco de Banach e L

um isomorfismo tal que ||L|| < a <1 e G um isomorfismo com |G| < a < 1. Entdo:

1. (I + L) é um isomorfismo com ||(I + L)} < (1ia)

2. (I +G) é um isomorfismo com ||(I +G)7Y| < (lza)

Demonstracao. Seja y € E fixo. Definimos u : £ — E por:

Dessa forma, temos

[uz1) = w(@s)|| = [[L(z1) = Lzs)|| < aflzy — 2]

O que mostra que u é uma contracao. Pelo fato de E ser um espaco de Banach, o teorema
do ponto fixo em contragoes é valido, portanto, v tem um unico ponto fixo, logo, existe

um z € E tal que y— L(z) = z, logo, y = (I+ L)z, o que nos da a sobrejetividade de I+ L.
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Além disso, se (I + L)z, = (I + L)xg, x1 + L(x1) = 29 + L(23) = 21 — 29 = L(z9 — x1),
logo z1 = xy. Caso contrdrio, teriamos [[L|| > 1, o que é absurdo. Portanto, I + L ¢ de
fato, um isomorfismo.

Sejay € E com ||y|| =1, e seja x € E tal que x = (I — L)~ (y). Como z + L(z) = v,
temos que x = y— L(z). Aplicando a desigualdade triangular e sabendo que ||L|| = a < 1,
temos que

2]l <1+ alj]]

_1
(1—a)’

do item 1. Para o item 2., é sufiviente vermos que (I + G) = G(I + G™'). Como

De onde podemos concluir que ||z[[(1 —a) < 1 = |jz|| < o que conclui a prova

|G™! < a < 1]|, temos, pelo item anterior, que I +G~! é inversivel. Por hipétese, G é um

isomorfismo, portanto, I + G também o é. Logo, (I + G)™' = (I + G™H)7'G™!, de onde

Vel
a

1—

I+ &) < I+ GG <
O que conclui a demonstragao. O]

Uma consequéncia do lema acima sera enunciado abaixo. A prova pode ser encontrada

em Castro [6].

Coroldrio 1.15 (da perturbagao de isomorfismo). Sejam E, F espa¢os de Banach e
T : E — F um isomorfismo linear. Seja ¢ : E — F uma fun¢ao de Lipschitz tal que a

constante Lip(¢) < (||T7'])~*. Entao T + ¢ : E — F é um homeomorfismo.

Lema 1.16. Seja E um espago de Banach, X : U C E — E uma aplicacdo de classe
C* k > 1 definida no aberto U contendo a origem tal que X (0) = 0 e seja A = DX (0).
Dado € > 0, existe uma vizinhanga U da origem tal que X|U € da forma A + 1, onde
Y € uma aplicagcao continua, limitada e lipschitiziana em E com constante de Lipschitz

limitada por €.

Demonstra¢ao. Definimos uma fungao §: R — [0, 1] de classe C* tal que:

B(t)=0,set>1
Bt)=1,set <3
Bt <K, VteR, K >2

Tal fungao g ¢é conhecida como bump function.
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Existe uma aplicacdo ¢ tal que f : A+ ¢ e ¢(0) = 0 e Dp(0) = 0, pois temos
na hipdtese que Df(0) = A. Consideremos agora uma bola aberta B(0,r), tal que
D¢(z) < 5%, Vo € B(0,r). Uma vez que ¢ é uma fungao que diferencidvel, ao menos de

classe O, pois f e A sao e também D¢(0) = 0. Definimos entao

Daf ¢(z) = 0 se ||z|| > r, implicando assim que @ é limitada em E, uma vez que
lL|l < ||#ll, e usando a desigualdade do valor médio, temos que para ¢|B(0,r), a constante

de Lipschitz é menor que portanto temos

2K’

9(2)] < 6] = [6(x) = S(0)] < 5= llz — 0| < 5=r, Yo € BO,1).

‘_QK

Como 1(x) = ¢(z) se ||z|| < 5, temos que A+ é uma extensao de f|B(0, 5). Temos

também que v é lipschitziana. Com efeito, sejam z;, zo € B(0,7).

i)~ = [8(ED) g [s(122 o)
= |(s("eh —5(%—2”))%)—5(“?”)@(:::2)—¢<x1>\
< [(a(=0) — s (22ly )|+ 51220 (0a2) — )
e e T
< Il ey )

r 2

= €|y — x|

O caso em que z; € B(0,7) ¢ x3 ¢ B(0,7), usaremos um raciocinio bem parecido.

i) — vl = |30 -s(120) o)

: W(@)‘ﬁ(@» )] + ‘B<Hx2”)¢(1’2)—¢(3€1)
N b I —=F
< el — ao|.
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Agora basta analisarmos o caso x; ¢ B(0,7) e x2 ¢ B(0,r)

[9(21) — P(x2)| = 0 < ef|rr — 22|

1.3 Exponencial de Operadores

Nesta secao, apresentamos alguns resultados preliminares da teoria das exponenciais,
que serao aplicadas ao estudo das equacoes diferenciais lineares em espacos de dimensao
finita, que serao o pilar para o bom entendimento das demonstragoes apresentadas no
decorrer deste texto. Seguimos préximo ao exposto em Claus & Ivo [1] e Sotomayor [4].

Seja E um espago de Banach. Denotamos por L(E, E), o espaco dos automorfismos
T : E — E n, onde o elemento neutro da soma de operadores é o operador nulo T := 0
e o elemento neutro da composi¢ao de operadores é a chamado operador identidade, que
denotaremos como 7" := I. Um operador B € L(FE, E) é chamado inversode T € L(E, E)
se BT = TB = I. Aqui, escreveremos B = T~

O espago L(E, E) é um espaco de Banach se equipado com a norma do operador,
assim definida para algum T € L(E, E),

IT|| = sup |Tz| = sup |T'z|
<1 =1
onde |.| é uma norma de E. A norma do operador é conveniente, pois aliada ao produto

dos operadores, vale a importante propriedade
TS| < TS, -
para T, S € L(E, E), de onde podemos deduzir indutivamente para m > 0 que
[ < 7)™, vm € N.
Passemos agora as primeiras definicoes formais.

Definigao 1.14. Seja T € L(E, E). Definimos el = expT como

oo 1 .
eT:ZET;nEN (1.6)
n=0
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Notemos que a séria acima converge em L(E, F) com a norma do operador, pois

o0 o0 oo
1 17| ||
T }: n } : § : 17|l
= —1] = < = .
le” et Hn' | et nl - — n! ¢

Defini¢ao 1.15. Dados dois operadores, T, S € L(E, E), dizemos que eles sao conjuga-
dos (semelhantes) se existe uma operador invertivel Q € L(E, E) tal que TQ = @S, o
que tmplica em

T=0QSQ".
Dizemos que @Q conjuga T e S.
Com essas definigoes, abrimos caminho para nosso primeiro resultado desta segao.

Teorema 1.17. Sejam T,S,Q € L(E,E). SeT e S sio conjugadas por Q, entao, Q

conjuga e’ e €.

Demonstracao. O teorema basicamente diz que
TQ = QS = e7Q = Qe°

Portando, temos que 7?Q = TTQ = TQS = SQQ = S?Q. Aplicando esse passo

indutivamente para n € N, temos que

logo,
e’'Q = lim (i iT")Q = lim i iT”Q = lim i iQS"
T—>+00 - n' T—+00 e TL' T—>+00 e n'
= @Q( lim Zx: lS")
r—r-+00 g ’n,'
O que prova o teorema. O

Antes de apresentarmos algumas propriedades da definicao de exponencial de opera-
dores, enunciamos o seguinte lema de andlise na reta, cuja demonstracao pode ser vista

em Rudin [22]
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Lema 1.18. Suponha

a) Y. an converge absolutamente
b) Yo pan = A,
¢) Yinzob

d) cn =" 4_ogakbn_g, comn=1,23, ..
Entao

i c, = A, B,
n=0

Ou seja, o produto de duas séries convergentes ainda € convergente.
Agora as propriedades

Teorema 1.19. Sejam T, S € L(E, E) temos
1. SeT e S comutam, entao

T+S T,S

T

2. A matriz e’ € invertivel, onde

3. A fungio ¢ : R — L(E,E) dada por ¢(t) = €T, com t € R, € diferencidvel, com
¢ (t) = Te'.

4. Se C =\ com \ € R, entdo e também é diagonal.

A

5. Se X é autovalor de T, entdio e é autovalor de e”.

Demonstracao. 1. Como T e S comutam, temos que

(T+9)" < (n\T'S"" T S
n! _Z i n! _Zi! (n—1)!

i=0 =0

Teremos
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2. Segue diretamente de 1., pois, fazendo S = —T, temos

portanto,

3. observemos que

d d 272 4373
'(t) = —eT = —(I+1tT —_
o) = ze A T TR
otT? 3273
= 0+7T+ TR
tT? 273 3T
oo T
tT t3T7? 373
= T(I-FF—F 9] ‘I—T-f-...)

= T+

— TetT

Vale notar que T e e’ comutam, portanto Te' = 1T

4. Imediata da definicao de exponencial aplicada a um operador definido como C' do

item 4. arbitrario.

5. SejaT € L(E,E),ev € E.

Por definicao, existe um vetor nao-nulo de E e um escalar \ tal que
Tv = \v

Chamamos v e A de autovetor e autovalor, respectivamente, do operador 7.
Podemos definir para A, a sua exponencial como

2 63

>\— JE— E—
e —1+6+2!+3!+...
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1. Célculo em espacos de Banach

Agora dado v € F, temos

2 T3

T — _ _
elv = (1+A+ 2!+3!—|—...)v
T?v T3
= (U+TU+7+T+M)
Moo M
= (v+)\v+7+?—i—...)
2 )\3

= (T A+ G+ 5+

= GAU.

1.4 Alguns resultados de EDQ’s lineares

Nesta secao, consideremos E = K", com K = RouC, e M, (K) o espaco das matrizes

quadradas de ordem n. Seja uma EDO linear autonoma escrita na forma
' (t) = Ax(t) (1.7)

onde z(t) é um vetor-coluna de K™ dependente de t € K e A € M,,(K) com coeficientes
constantes.

Ou simplesmente

1 = Ax (1.8)

Dizemos que um caminho ¢ : R — K" é uma solugao de (1.8]) se ¢ é diferenciavel em

toda reta e, Vt € R, temos

¢(t) = Ap(t)

Neste texto, consideramos ja valido o teorema da existéncia e unicidade de solucoes,

aqui enunciado como:

Teorema 1.20. Seja A € M,(K). Para cada xo € K", ezxiste uma inica solu¢io da

equagao ¥’ = Ax com condi¢ao inicial x(0) = xg.

Defini¢ao 1.16. Uma matriz A € M,(K) € diagonalizdvel se é conjugada(semelhante)

a uma matriz diagonal.
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1. Célculo em espacos de Banach

E importante salientar que a conjugacao (~) é uma relacdo de equivaléncia em M, (K),

ou seja, para A, B,C € M, (K), valem:
a) A~ A

b)A~B= BA.
c)A~BeB~C=A~C

Note que dado um conjunto de solugoes, podemos obter uma base B de todas as

solucoes de 2’ = Ax para A diagonalizavel. Mais explicitamente, temos

Teorema 1.21. Seja A € M,(K) uma matriz diagonalizdivel e Q,D € M,(K), com Q
invertivel e QYAQ = D = diag(\1,...,\n). FEscrevenfo Qe; = v;, para 1 < i < n o

caminho w; : R — K" dado por
w;(t) = e'Qe; = ey, com t € R,

¢ solugao de ¥’ = Ax com condi¢ao inicial z(0) = v;. Além disso, podemos escrever

qualquer solugdo ¢ de x' = Ax como combinagao linear de (w;), com 1 <i <mn, ou seja:

a(t) =30 Lisi(t) = SO0 Lieity,
€ a unica solugao da equacao de ' = Az com x(0) = > Liv; = Q(ly, ..., 1,).

Seja uma matriz A € M,(K) e v # 0 € K", seu autovetor associado ao autovalor
A € K. Sabemos que cada coluna da matriz () é formada por um autovetor de v de A.
Mais precisamente, se Q 1AQ = D = diag(A\, g, ..., \), pelo resultado anterior, cada
vetor coluna Qe; = v;, da matriz (), onde e; é o i-ésimo vetor da base canonica de K",
cria uma solucdo pertencente a base de solucoes da equacao =’ = Ax. Agora, observando

que De; = \;e;, temos
Av; = AQe; = QDe; = QNie; = N\iQe; = \v;

Isso significa que cada vetor coluna de (), a matriz que conjuga A com uma matriz
diagonal D, é um autovetor de A. Isso leva a um importante resultado que diz que
quaisquer autovetores da matriz operador A geram solucoes da equacao =’ = Az, mais
geral ainda, essas solugoes independem do fato de A ser ou nao diagonalizavel. Assim

temos:

35



1. Célculo em espacos de Banach

Proposicao 1.22. Seja v € K" um autovetor de A € M,(K) com autovalor A € K.

Entao
z(t) = eMv, comt € K
define uma solucao da equagao ' = Ax, com x(0) = v.

Demonstragdo. Derivando a aplicacio z(t) = e*wv, obtemos

7' (t) = AeMv = M = eMAv = Ax(t).

Também temos o seguinte resultado

Proposicao 1.23. Seja A € M,(K) e vy € K", os caminhos t — e em M,(K) e

t — et4yy em R™ sdo derivdveis e

d d
%em = A € M,(R), aemvo = Ae'tvy € R™.

Demonstra¢ao. Dados A € M, (K) et € R, temos [[tA| = |t||A]|, e, como estamos usando

a norma do operador, temos

1 1 1
|-(e = 1) = Al = mne““ — I —tA] < mnmn?ellmn

= [t

IN

el A7l

para |t| < 1. Fazendo X (t) = e, implica em X (0) = I. Dos resultados da desigualdade
acima, podemos ver que na verdade se trata da definigao de derivada, portanto, X’(0) = A.

Agora, afirmamos que

X(t+u)=X(t).X(u) € M,(K), (1.9)
Vt,u, € R.
Temos entao por definigdo que X (t) é derivavel em K, onde
X'(t) = X'(0).X(t) = AX(t),Vt e K
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1. Célculo em espacos de Banach

Ainda, dado vy € K, essas matrizes todas podem ser aplicadas em vy para confirmar

que o caminho z(t) = X (t).vy é derivavel em K, com 2/(t) = Az(t),Vt € K. O

Mais geral ainda, é o resultado que deixa explicita a solucao de qualquer equacao
diferencial linear homogeénea. Aqui sera enunciado como um teorema, mas ele é uma

consequéncia direta da proposicao acima, podendo mesmo ser visto como um corolario.
Teorema 1.24. Dado A € M,(K) e vy € K", temos que
x(t) = ey, t €K
define a unica solug¢ao de ' = Ax, com condi¢ao inicial (0) = vg.
E para equacoes diferenciais nao-homogéneas, temos

Teorema 1.25. Seja 2’ = Az + b(t) com A € M,(K) eb: I — R". A dnica solugio da

equagdo acima com condi¢ao inicial x(ty) = xy € dada por
t
z(t) = etz +/ =AY (u) du. (1.10)
to

—tA

Demonstragao. Multiplicamos a equagao =’ = Ax + b(t) por e”** obtemos

e Myl = e Ax 4 e7D(t) = e (1) + Ae My

= eftAb( ) ftA /_ AeftAm

Note que

Portanto,

d ., _ia _ A
E(e x(t)) = e 0(t).

Agora, fixando um t; € R e integrando a equagao acima de ¢y a t, temos

¢ ¢
d 44 / —uA
—(e " z(t))du = e ““xb(u)du
| ettt e rtan

S (e Ha(t) — () = / &b (u

= e Ma(t) = e7%(t)) + / e "b(u
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1. Célculo em espacos de Banach

Agora multiplicando ambos os lados da ltima igualdade acima por e, obtemos

t
z(t) = e (ty) +/ WA (u) du.

to

Como queriamos demonstrar.
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Capitulo 2

Campos de Vetores

Este capitulo serve para o introduzir os objetos centrais de nosso trabalho, os campos
vetoriais e algumas de suas propriedades. Para coroar esta leitura, apresentamos uma
versao para campos do Teorema de Variedade Estavel, segundo o exposto nas notas de
Schecter [17]. O Teorema da Variedade Estdvel é bem conhecido pela sua versao para
difeomorfismos em variedades, e sua prova é um tanto extensa. A versao aqui apresen-
tada se aproveita de fatos ja bem estabelecidos acerca desse resultado (Ver [3] e [18]),
e é menos conhecida que sua versao mais famosa e possui uma demonstracao um tanto
menos complicada. Para os resultados basicos e preliminares acerca de campos vetoriais,
seguiremos principalmente o exposto em Palis & Melo [3].

No Capitulo 1 definimos a nocao de exponencial de operadores lineares em espacos de
Banach, o que nos permite calcular solugoes gerais para EDQO’s lineares. Com essa valiosa
ferramenta, explicaremos neste capitulo, seguindo [1, 3, 13], como a Forma Canoénica de
Jordan nos ajuda a calcular a exponencial de qualquer matriz quadrada, e como isso nos
permite entender melhor o comportamento de matrizes cujos autovalores tem sempre a
parte real nao nula, as chamadas matrizes hiperbdlicas, objetos fundamentais nos resul-
tados de linearizagao vistas neste trabalho. Daqui adiante, nos limitaremos a trabalhar

no espago £ = R".

2.1 A Forma Canonica de Jordan

Seja I/ = R"™ que aqui ja assumiremos ser um espaco de Banach sobre R de dimensao

n, e seja M,(R), o espago das matrizes quadradas sobre R.

39



2. Campos de Vetores

A Forma Canonica de Jordan nos diz que para cada operador em T em R™ existe uma
base B de R™ na qual podemos representar qualquer operador de modo a deixd-lo o mais
simples possivel. Tal representacao se da na forma de uma matriz diagonal em blocos de
Jordan, onde cada bloco é uma matriz associada a cada um de seus autovalores aliados
as informacoes que podemos obter sobre suas multiplicidades. Seguiremos aqui o exposto

em Doering & Lopes [1], Palis & Melo [3] e Lima [14]

Definig¢ao 2.1. Uma matriz N € M, (R) é chamada nilpotente se existe k € Z, chamado
indice de nilpoténcia tal que N¥ =0 e N¥=1 £ 0.

Um exemplo de matriz nilpotente que serd importante neste texto é a matriz N definida

como
01 0 . 0
00 1. 0
N=100 0 . 0
o 1
000 . 0

TXT

E interessante notar que se /N é uma matriz nilpotente com indice r de nilpoténcia, entao

r—ltr—l

tN
= +tN+ ...+ —.
e FIN A+ .+ 1)

Definicao 2.2. Um bloco de Jordan real é a matriz J, = N + N, onde A é um

autovalor de J(X) e N é a matriz nilpotente definida acima.

Definicao 2.3. Um bloco de Jordan complexo, é a matriz

l(a,b) 1 o
l(a,b) I
J(a,b) =
l(a,b) 1
o l(a,b)
onde
a b 10
l(a,b) = el =
—b a 01



2. Campos de Vetores

Onde a + ib € um autovalor complexo nao real de A.

Com essas consideragoes, podemos enunciar agora um teorema de extrema importancia

na teoria das matrizes e das equacoes diferenciais lineares considerando o corpo R.

Teorema 2.1. (Forma Canénica de Jordan Real). Dada uma matriz real A, com auto-
valores reais A1, ..., A\, e autovalores complexos nao reais ay +1bq, ..., as+ibs, existe uma
matriz real P, invertivel tal que P~YAP = J = diag(Jxy, ..., Ix, J(a1,b1), ..., J(as, bs))
onde cada J; e J(a,b) sdo um bloco de Jordan, para um autovalor real ou complexo da

forma a + ib, respectivamente.

A matriz J é chamada forma de Jordan, que é unica a menos da ordem dos blocos J;,
e, no caso real, do sinal da parte imaginaria b das raizes complexas de A. Dizemos que
duas matrizes sao similares se possuem a mesma forma canonica real.

Aplicando o que foi dito acima, calculemos a exponencial €'’ dos blocos de Jordan de
uma matriz J na forma canonica de Jordan e ¢ real.

No caso para blocos reais, temos que para cada .J);, obtemos

2
et(IJM'+N) :et)\ietN :etAl[[+tN+N2%+]
O que nos da
tnfl
Lt (n—1)!
0 1 2
et TNi+N) _ pthi T (n=2)!
: t
00 ... 1

Para o caso de autovalores complexos, observemos que podemos escrever cada bloco

L(a,b) como

a 0 0 b
0 a -b 0

O que nos leva, para t € R

costb sintb
etL(CL,b) — et(z (2 1)
—sintb costb

41



2. Campos de Vetores

Agora basta observar que um bloco de Jordan complexo é a soma de uma matriz com
blocos L(a,b) de ordem 2 na diagonal e uma super matriz nilpotente N com blocos matriz

identidade de ordem 2 nos elementos a esquerda da diagonal principal, o que nos leva a

JAT@h) _ gt costb sintb SN (2.2)

—sintb costb

Essas observacoes acima sao importantes pois nos mostram que cada elemento da
exponencial de uma matriz na forma canonica de Jordan é limitado por um polinémio

p(t) com grau de no méximo N — 1.

2.2 Fluxos lineares e matrizes hiperbdlicas

Com a valiosa ferramenta da forma canonica de Jordan em maos e o conhecimento de
do Teorema [1.24] vemos que calcular solugoes de 2’ = Ax, basta saber calcular a expo-

nencial et que é equivalente a exponencial e’ de uma matriz J linearmente conjugada a

A.

Lema 2.2. Se P,Q € M,(R) e Q ¢ inversivel, entdo

et(QPQ’l) _ QetPQfl .

Demonstracao. Basta notarmos que
HQPQ™) = Q(tP)Q ! = QP — (QPQ™)
Isso é uma consequéncia direta do Teorema [I.17] O

O lema acima deixa claro que, se J é a forma canonica de Jordan de A, ou seja,

existe Q inversivel tal que A = QJQ™!, entdo, se y(t) = eyy é solugao de 3y = Jy, com

A

y(0) = yo, temos que z(t) = e"xq é solugdo de 2’ = Ax com z(0) = z.

De fato, usaremos o seguinte lema

Lema 2.3. Se A= QJQ™!, entdo as afirmacdes sao equivalentes:
1. y(t) € solugao de y' = Jy
2. Qy(t) € solugdo de x' = Ax
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2. Campos de Vetores

Demonstrag¢ao. Usando o fato de ) independer de ¢, entao derivando x(t) = Qy(t), vamos

obter
2'(t) = Qy'(t) = QBy(t) = AQy(t) = Ax(t).

Vale a reciproca, que é demonstrada de forma analoga, por () ser inversivel. O

Entao fica claro que

2(t) = Qeyo = Qe Q' Qyo = ¥ Qyo = .
Definicao 2.4. Uma aplicacdo ¢ : R x R®™ — R" de classe C' é chamada fluzo se:
i) (0,2) =x
i) (t+s,2) =@t o(s,2)), t,s € R.

De forma ainda mais precisa ao nosso objetivo, dada uma matriz A € M, (R) e fixando
um escalar ¢, obtemos uma matriz e/* que define uma transformacio linear x — e*4x de
R™ — R™, que ¢é diferenciavel e inversivel, portanto, um difeomorfismo. Tal difeomorfismo
é Unico para a matriz A e uma familia formada por eles é chamada de fluxo do campo

linear A, ou simplesmente fluxo da equacao diferencial ' = Az. Com mais rigor, temos

Definigao 2.5. O fluxzo linear de A € a aplicacao linear p : R x R™ — R"™ definida por

o(t, ) = @y(t,z) = et

A origem 0 € R™ é uma singularidade da matriz A, ou seja, A0 = 0. Particularmente,
temos que o fluxo de A é sempre constante na singularidade, ou seja, e 0 = 0 para todo

teR
Definigao 2.6. Dizemos que dois fluzos () e () em R"™ sao linearmente conjugados

se existe algum isomorfismo linear g : R™ — R"™ tal que

gpr=1vrg, VtER

Lema 2.4. Seja € > 0. Entdo para todo k > 0, lim,_,o e~t* = 0. Particularmente, para

um polinémio p(t) arbitrdrio, e~ p(t) € limitado para t > 0.

43



2. Campos de Vetores

—k
~ . . , . S
Demonstracao. A prova segue da regra de I.’Hospital sendo aplicada varias vezes em ——,
€s

que ¢ obtida fazendo ¢t = 1 em e~“t". ]
Disto podemos concluir que se a matriz A tem autovalores reais negativos ou complexos
com parte real negativa, qualquer solucao da equacao '’ = Ax tende a 0 € R", com

t — +00, 0 que nos leva a importante definicao que segue.

Defini¢ao 2.7. Uma matriz A € M,(R) é chamada hiperbdlica se a parte real de seus

autovalores sao todas nao-nulas.
Feitas estas consideragoes, prosseguimos com nossas proximas defini¢oes.

Definicao 2.8. Dizemos que a singularidade na origem 0 € R™ € um pogo para A se,
para todo x € R™, temos

lim ez = 0.
t—o00

Definig¢ao 2.9. Dizemos que o sistema x' = Az é um atrator hiperbdlico se todos os
seus autovalores de A (reais ou complexos) tem parte real negativa (ou sdo negativos no

caso real).

Se A é uma matriz hiperbdlica e seus autovalores possuem parte real positiva (ou

simplesmente positivos no caso real), dizemos que 2’ = Az é um repulsor hiperbdlico.

Lema 2.5. Sejam A € M,(R) e a dados. Se a parte real de cada autovalor de A é menor

do que —a entao existe K > 1 tal que
HetAH S Kefoct

para cada t > 0.

Demonstragao. Observemos que independente da norma escolhida em M, (R), o lema é
vélido. De fato, se vale o lema para uma norma ||.||; de M, (R) e ||.||2 é uma outra norma
de M, (R), temos entdo, pela equivaléncia de normas em M, (R) que podemos obter a > 0

tal que ||Bll2 < ||B||1 para qualquer B € M, (R), de modo que

Y

lel2 < alle ]l < ake* < Kye !
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para cada t > 0, com Ky = 1+aK, o que mostra que a mudanga de norma, em M, (R)
afeta somente a constante K. Do mesmo modo, podemos observar que o lema independe
da matriz na classe de semelhanca de A, portanto, B = Q' AQ para algum Q € M, (R)

invertivel, de modo que
] < lQ~te @l < IRl QI < Kie=,
com t > 0, sendo
K= [Q7MIQIK = K,

jaque 1 = ||I]| = |Q7'Q| < |Q'|Q]l, ou seja, mudando a matriz A por outra da
mesma classe de conjugacao, também so afetara a constante K.

Com essas observacoes, fica claro que para provar esse lema, s basta provar o caso
em que a matriz A = J € M,(R) esteja na forma canonica de Jordan e com uma norma

que seja mais conveniente, que no caso, é a norma
1Clloe = ll(cij)lloc = max{] ¢ij [;1 <4,j < K}, C € My(R).

de M,(R). Sabemos que ¢/ = C(t) = (¢;;(t)), com cada ¢;;(t) da forma (2.1)) ou (2.2)),

para qualquer t > 0, temos
| cij(t) [< e

para algum autovalor complexo A =a +ibde Aealgum 0 <s<n—1.
Seja agora T < —a tal que Re(\) < T, para todo autovalor A de A. Se 0 <t < 1,

segue que
| cij(t) [< e <em

e, se t > 1, segue que

th—1 efat < k! —at

ot R ey

|Cz](t)| S ge‘rs S tseTt S

Esta tltima desigualdade vem do fato de que a*t*~! < kle®t vale para todo k > 1,
t>lea>0
Agora basta tomarmos K = max{1, (—ak——'T)k} e obtemos a confirmacgao do lema.

]

A

Definigao 2.10. Dizemos que o fluzo e'* € contrativo se existem constantes K > 0 e

o tais que
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lea] < Ke=*|a],
para quaisquer t > 0
Uma consequéncia direta do teorema acima é o seguinte resultado

Teorema 2.6. Seja A € M, (R) um campo linear qualquer. Sao equivalentes as sequintes

afirmacoes:
1. A origem € um poco para A.
2. A € um atrator.
3. o fluro de A € contrativo.

Demonstra¢ao. Se A € M,(R) é um atrator, podemos escolher uma constante o > 0
tal que a parte real de cada autovalor geral de A seja menor que —«. Do lema provado

anteoriormente, existe K > 0 tal que
le ] < Ke™e,
para cada t > 0 onde ||.|| indica a norma do operador de matrizes, portanto,
e a] < [le|z] < Kem|al,

para cada x € R" e t > 0, logo, o fluxo de A é contrativo, portanto (2) = (3). Se o

fluxo de A é contrativo, entao temos:
lim, oo [e2] < limy 400 Ke ™ |z| = Ola|lim,_, 1o e =0

de modo que a origem é um pogo, assim vale a implicagao (3) = (1). Para (1) = (2)

usamos o fato de que

A

lim 2 =0.

T—+00

Como ja definido, se a parte real de todos os autovalores gerais de A tem parte real

negativa, o que faz de ¥’ = Ax um atrator hiperbdlico. Com isso, provamos o teorema.

]
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2.3 Fluxos de campos e singularidades hiperbdlicas

Estamos interessados agora em estudar as principais propriedades das solugoes x :
I — R" com I C R, das equagoes diferenciais 2’ = f(x), com condicao incial z(ty) = o,

definidas sobre campos de vetores nao-lineares no espago R".

Definicao 2.11. Seja U um aberto de R™. Uma aplicacio f : U — R™ € chamada de

campo de vetores no aberto U C R™ se for continua em todos os pontos de U.

Em EDO’s sobre campos de vetores, vale o teorema da existéncia e unicidade, assim

eunciada:

Teorema 2.7. Seja f : U — R™ um campo de vetores de classe C* definido num aberto
U CR™ Dadosty € R exy €U arbitrarios, existe uma solugao inica do PVI ' = f(z),
x(to) = o, definida num intervalo aberto (ty — €,ty + €), para algum € > 0 que depende

de (to, o).

Também podemos garantir a unicidade local para todo intervalo comum de definigao

de solucoes.

Proposicao 2.8. Se I, e I, sao dois intervalos abertos tal que tg € I1NIy e se xy : [ — R”
e xy : Iy — R" sao duas solugoes do PVI x' = f(x), x1(to) = xo = x2(ty), entdo

x1(t) = xo(t), para cada t € I; N I.

Defini¢ao 2.12. Dizemos que I € um intervalo mdximo da solugdo de x' = f(x) se dada
qualquer solug¢ao x : J — R™, com x(0) = x¢ entao J C I. A solugao definida no intervalo
mdzximo € chamada de solu¢ao mdzima. Escrevemos I(xg) como o intervalo mdzimo por

Zo

Definicao 2.13. Chamamos de fluzo do campo de vetores f : U — R™ a aplicacdo
¢:Q—R"
onde Q C R x U, definida como

o(t,x) = ¢i(x) = =(1)
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com x : I(x) — E sendo trajetdria de f por x. Ainda, temos

0
) = o)),
para todo (t,x) € Q.

Proposicao 2.9. Se ¢ : Q — R"™ € o fluzo de um campo f : U — R™ de classse C', entao

¢(ta ¢<Sv [L’)) = ¢(t + s, x)

para quaisquer s, t € R e x € U tais que s,t + s € I(x).

Definicao 2.14. Dado um aberto U C R", dizemos que xo € U é uma singularidade, ou

ponto singular do campo de vetores f, ou da equacdo diferencial ' = f(x), se f(xo) =
0eR"

Uma singularidade também pode ser chamada de ponto de equilibrio do campo f,
ja que z(t) = zo,Vt € R.
Definigcao 2.15. Um ponto de equilibrio xo € U é chamado de ponto fixo do fluxo do
campo [ se, dado o fluxo ¢ de f, teremos ¢(t,x¢) = xo,Vt € R.

Definigao 2.16. Sejam Uy, U C R™ abertos. Dados dois campos de vetores fy : Uy —
R™ e fo : Uy — R", com seus respectivos fluros, ¢1 e ¢o. Dizemos que fi e fo sao
diferencialmente conjugados se existe um difeomorfismo g : Uy — Uy, chamado de

conjugacao diferencidvel, tal que, para qualquer t € R. temos

$10g=go ¢,

Definicao 2.17. Sejam U,,Us C R"™ abertos. Dados dois campos de vetores f, : Uy —
R™ e fy : Uy — R", com seus respectivos fluros, ¢1 e ¢o. Dizemos que fi1 e fy sao
topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo h : Uy — Us, chamado de

conjugacgao topologica, tal que, para qualquer t € R. temos

Qﬁloh:hO(bg.

Defini¢ao 2.18. Dizemos que A € M,(R) é um campo linear hiperbdlico, se todos

0s seus autovalores tem parte real nao nula.
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Definicao 2.19. O nudmero de de autovalores de um campo linear A que tem parte real

negativa, € chamado de indice de estabilidade do sistema linear ¥’ = Ax.

Proposicao 2.10. Se A € M,(R) é um campo linear hiperbdlico, entao existe uma de-
composicao em soma direta R" = E°* ® E*, onde E° e E* sao subespacos invariantes por
A e pelo fluxo de A tais que os autovalores A|E* tem parte real negativa e os autovalores

de A|E™ tem parte real positiva.

Demonstra¢ao. Tomemos {ey,...,e,} uma base de R" onde a matriz A esteja na forma
canonica de Jordan, portanto, pode ser organizada convenientemente, de modo que os

blocos sejam na forma

A= dz'ag(Jl, ey Js/, JCLl, ceey JCLS//, Jbsl, ceey Jbsu, JCS/, ceey JCSI/)

A1 o
Ao 1
onde J; = com \; <0,
A1
o Yy
Lj(a, B) I
Li(a,8) I
Ja; = onde [ ¢ a matriz identidade
Li(a, ) I
Li(a, B)
e cada matriz L;(«, 8) = @ , com a; <0
B o
A 1
Y|
Jb, = com A > 0,
A 1
Ak
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Ll(au ﬁ) I
Ll(Oé, /8) I
Je = onde [ é a identidade
LJ (Oé, ﬁ) [
Ll(a7 B)
: a;  f
e cada matriz L;(«, ) = , com a; > 0.
=B
Seja E° o subespago gerado por e, ..., e, que sao os vetores correspondentes aos su-
bespacos invariantes associados a Jy,...,Jy, Jay, ..., Jays e E* o subespago gerado por
€si1s- - -, En. Afirmamos que E* e E* sao invariantes por A, e A|E® na base {ey,...,es} é
diag(J1,...,Jg,Jay, ..., Jag)
E a matriz A|E" na base {esy1,...,€n} é

diag(Jby, ..., Jby, Jcy, ..., Jeyr).
Concluindo a demonstracao. O]
Chamaremos E° e E* de subepaco estavel e instavel, respectivamente.

Definicao 2.20. Seja A € M, (R) um isomorfismo linear (bije¢cao com inversa continua,).
Dizemos que A € um tsomorfismo hiperbodlico se A nao tem autovalores com norma

1qual a 1.

Definicao 2.21. Seja f : U — R™ um vampo de classe C*. Dizemos que p € E é uma

singularidade hiperbdlica se D f(p) é um isomorfismo hiperbdlico.
Ou mais preciso ainda:

Definigao 2.22 (Singularidade hiperbdlica). Seja f : U — R™ um campo de vetores de
classe C*. Um ponto singular p € U é chamado de singularidade hiperbdlica se a
parte linear D f(p) do campo f for hiperbdlica, ou seja, se os autovalores de D f(p) tem

parte real nao nula.
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2.4 O Teorema da Variedade Estavel

Iniciaremos esta secao com algumas defini¢oes e resultados essencias para a prova de
um resultado fundamental na teoria das equagoes diferenciais e dos sistemas dinamicos,
o teorema da variedade estavel. As definicoes e demonstragoes aqui apresentadas seguem

de perto as notas de Schecter [17].

Definicao 2.23. Seja f: U — R™ um campo vetorial. Chamamos de variedade estdvel

e instdavel em um ponto firo p € U, os conjuntos, respectivamente:

Wep) = Wo(p, F) = {x € U; lim_¢(t,x) = p}

Wi(p) = W*(p, F) = {x € U; lim_¢(t,z) = p}
Definigao 2.24. Sejam E° e E* os subespagos estdvel e instdavel da linearizagcao D f(p).
Consideramos as projegoes lineares p, : R" — E*® e p, : R" — E" tal que para v € R",

tenhamos

T = PsT + PuT

Teorema 2.11 (Teorema da Variedade Estavel). Considere ' = f(x) tal que Df(p) €
hiperbdlica e f € de classe C' com f(p) = 0. Ewiste uma vizinhanga V C U de p tal que

We(p) NV € uma variedade de classe C' contida em U e € tangente a E° em p.

O Teorema estabelece que numa vizinhanca de uma singularidade hiperbdlica p, existe
uma funcao k cujo o gréafico é a variedade estavel neste ponto, tangente a E*.

Inicialmente, consideramos, sem perda de generalidade, que p = 0 e tomemos A =
Df(p) e g(z) = f(x) — Df(x) e escrevamos f(z) = Az + g(x), donde A = Df(p),
g(0) = 0 e Dg(0) = 0. Denotaremos Ry o intervalo [0,00). Para provar este teorema,

precisamos de alguns lemas.

Lema 2.12. Consideremos a equacao diferencial linear nao-homogénea
' = Az + h(t) (2.3)

com A € M,(R) e h: Ry — R" uma fungdo continua limitada. Tomando v € E?,

Existe uma inica funcao x : Ry — R™ tal que:
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(i) = € solug¢ao da equagdo acima.
(i1) = é limitada
(111) ps(z(0)) = v e por fim

t t
x(t) = etAv—F/ e(t_S)Apsh(s)ds+/ e(t_s)Apuh(s)ds. (2.4)
0

[e.9]

Demonstracao. Tomando 7 € R, do Teorema 1.27, podemos escrever qualquer solugao de

da seguinte maneira
t
2(t) = e (1) +/ et =94 n(s)ds. (2.5)
Tomando 7 = 0 na equacao acima e aplicando ps em ambos os lados, obtemos
t
psx(t) = ep,x(0) +/ et =94 h(s)ds.
0
A fim de satisfazer a propriedade (iii), temos
t
psx(t) = e +/ e ph(s)ds. (2.6)
0
Agora, aplicando p, em cada lado de (12.5)), obtemos
t
pur(t) = e A a(7) +/ e =4y, h(s)ds. (2.7)

Agora imaginemos t fixo e 7 — c0. Se x ¢ limitada, entdao, no primeiro termo da soma
acima, t — 7 — —o0 e p,z(7) permacene limitada. Em consequéncia, o primeiro termo da

soma tende a 0, de forma que obtemos

pux(t) = /t e 4p h(s)ds. (2.8)

o0

Somando ([2.6)) e (2.8) obtemos (2.4)), 0 que mostra a unicidade. Para mostrar a existéncia,
¢ suficiente que ([2.5)) satisfaca as trés propriedades listadas, o que é simples de ser feito. [
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Continuando a prova do teorema, definimos 7' : C°(R,,R") — C°(R,,R"™) por

Th(t) = /t elt=9)4 (psh(s))ds + /t =4 (p,h(s))ds.

[e.e]

Observemos que T'h é simplesmente a soma dos dois dltimos termos de ([2.4]). Nao é neces-

sariamente evidente que T'h seja limitada, para isso, precisamos de mais uma ferramenta.
Lema 2.13. A funcao T, definida acima é uma aplica¢ao linear limitada com ||T|| < %

Demonstragcao. A linearidade de T é clara. Para mostrar que 7' é limitada, por simplici-
dade, assumimos, para alguma constante C' > 0 tal que ||ps|| = ||pu.|| < C por simplicidade,

e pelo lema [2.5] temos
t [e§)
Tht)] < / Ke=t=9¢C|h)ds + / KeG-0C|h|ds
0
t ' o)
67058
+et. ] )
—a
0 ¢
at 1 —at
= CK]|h| (e‘at (e_ - —> —|—eat.€—)
a o« o

==l

as

= CK]|h| (e—at. e
(6%

IN

Obtemos que |Th| < 2¢E|p|. Fazendo C = 1, temo portanto, ||T|| < 25, o que mostra

que além de linear, a funcao 7" é limitada. O

Demonstragao. (Teorema da Variedade Estavel) Tomemos z : Ry — R™ uma solugao de
1’ = Az + g(z), onde A é um isomorfismo hiperbélico e g é uma fungao de classe C, tal
que g(0) =0 e Dg(0) = 0. Temos, claro que ' = Az + g(x(t)) e, como z(t) ¢é limitada,
g(z(t)) também é. Como psz(0) = v, o Lema (3.9) nos da

z(t) = e + /Ot elt=9)4 (psg(x(s))ds + /t elt=9)4 (pug(a(s))ds. (2.9)

o0

Vamos expressar a equagao (2.9) de maneira mais simples (compacta). Definimos N :
CO'(Ry,R") — C°(R,,R") por Naz(t) = g(z(t)). Como g é C', N também é. Definimos
agora F': B x C°'(Ry,R") — C°(Ry,R"), por

F(v,z)(t) = "o + T o N(z)(t).
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Dai,a equagao (2.9) pode ser escrita como
r=F(v,x) (2.10)

Falando de forma clara, para um v € E® dado, a solugao de 2’ = Ax + g(x), que é
limitada em R, e tem p,(0) = v é um ponto fixo da aplicagao F(v,.) : C°(R,,R") —
C°(Ry,R"). Dai, usaremos o Teorema da Contragao Uniforme com Paramétros (Teorema
1.12)).

O operador T é linear e N é C*, o que nos déd que ToN ¢ C'. F é C*, pois a aplicacao
v — ev de E* C°(R,,R") ¢ limitada e linear.

Escolhemos € > 0 pequeno o suficiente para que

(0%
sup | Dg(a)]| < = (2.11)

Na expressao acima, x é apenas um ponto de R™. Isso nos é permitido pois Dg(0) =0 e
Dg(x) depende continuamente de x pois g ¢ de classe C.

Tomemos § = 5%. Se K > 1, teremos 0 < § < e. Seja
B={veFEs <d}, W={zeC'(R,R");|z| <e}.
Afirmamos que para cada v € B e x € W, temos:
(1) F(v,.), de W em W é continua.

(2) F(v..) é uma contracdo de W com constante de contragao igual a 1.

Para provar (1), tomemos = € B e z € W, entao

et ] < Ke™|v] < K|v].

Se x € R" e |z] <€, entdo

«
— €.

l9(z)] = lg(x) = 0] = |g(x) — g(0)] < Sup 1Dg(sz)llle] < 17

Consequentemente, se x € W, entao

54



2. Campos de Vetores

Concluimos que se v € Bex € W,

|F' (v, x)

IN A

Provando (1).

Para mostrar (2), tomemos

lg(z(t)) — gy(t))] <

|| + [TN(2)] < Ko + [|T|[|N ()]
€ 2K «
2K o 4K©

€ €

5 + 5 = €

ve Bex,yecW. Entao

0<s<1

< -yl
_4K90y-

Consequentemente |N(z) — N(y)| < ;5| — y|, entao

|E (v, 2) = F(v,y)

o que prova (2).

Para cada v € B, tomemos ¥ (v) € C°(R,,R"™) como o ponto fixo de F(v,.) em W. O

< ||IT[[|N(z) — N(y)|
< %ix—yl

- o 4K

< 1!flﬂ—y!

= 9

Teorema da Contragao com Paramétros nos garante que

é de classe C.

Aplicando a ”projecao estével”, temos que ps1(v)(0) = v. Nos interessa saber quem é

pu®(v)(0). Definimos k : E* —

k(v)

onde EV, : CO(R,,R") — R™ ¢ a aplicacdo linear que leva h(t) para h(0).

Y:B—WCC'(R,,R")

FE* como

= putp(v)(0) = pu o EVy o ¢(v),
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significa evoluta em ¢t = 0.
Agora, temos que um ponto fixo de F(0,.) é z = 0. Como x =0 em W, devemos ter

¥ (0) = 0. Notemos que o primeiro 0 desse paragrafo pertence a E°. Logo
k(0) = p, o EVh o 1(0) = 0.

Agora vem

DE(0) = p, o EVy o Di(0) = 0.

Para calcular D(0), notemos que ¥ (v) = F(v,¢(v)), entdo

Di(v) = DyF (v, 6:(0)) + DyF(v, () Dib(0).
Tomando V = 0 e aplicando em cada lado da equacao acima um vetor h € E?®, obtemos
Di(0)h = D1 F(0,0)h + DyF(0,0)Dy(0)h = e"*h + T o DN(0)h = e'h.
Note que DN(0) = 0, uma consequéncia direta do fato de Dg(0) = 0. Portanto
Dk(0)h = p, o EVyy o Di(0)h = p, o EVy(e'*h) = p,h = 0,

pois h € E* e portanto Dk(0) = 0. Provamos entao o Teorema da Variedade Estavel. [
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Capitulo 3

Linearizacao de Familias de Campos

Neste capitulo, vamos introduzir os principais resultados deste trabalho. Apresenta-
mos alguns resultados de linearizacao de familias de campos de vetores que geram uma
algebra de Lie. Para estes resultados, seguiremos o exposto em [12]. Aqui j4 supomos
existéncia de difeomorfismos que mudam coordenadas de campos nao-lineares para cam-

pos lineares numa determinada vizinhanca.

3.1 O Teorema Formal de Poincaré e o Critério de
Gullemin-Sternberg

Estamos agora interessandos em um resultado devido a Livingstone & Elliot [12], que
mostra condigoes para linearizar de uma tinica vez, uma familia de campos de vetores, que
geram uma algebra de Lie de dimensao finita. Para isso, apresentemos algumas definigoes

e resultados para enuncia-lo e demonstra-lo.
Definicao 3.1. Sejam U e V abertos de um espago de Banach E.

1. Se R:U — V é um difeomorfismo de U, definimos o pullback de campos g = R, f
sobre V,como o campo g : V — E, tal que g(y) = DR(R™ (y))f(R™(y)).

2. Suponhamos que f: U — FE e g:V — E sejam dois campos vetoriais. Dizemos que
o sistema x' = f(x) ey = g(y) sao diferencialmente equivalentes, ou simplesmente,

equivalentes, se existe um difeomorfismo R : U — V| tal que g = R.f.

Definicao 3.2. Uma dlgebra de Lie consiste em um espaco vetorial g munido de um
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produto, chamado de colchete ou comutador de Lie [,] : g X g — @, que satisfaz as

sequintes propriedades:

1. Bilinearidade, ou seja, € linear em cada entrada.
2. Anti-simetria, isto é, [X,Y]| = =Y, X|, para todo X,Y € g

3. A indentidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € g, temos [ X, [Y, Z]|+[Z, [ X, Y]]+
Y,[Z,X]] =0.

Definigao 3.3. Para cada inteiro k > 1, definimos W* = {f : R* = R"||f = (f1,..., fa)e fi =
(x1,...,2,) € um polindmio homogéneo de grau k} como o conjunto de polinémios ho-

mogéneos sobre R™ de grau k com as incdgnitas x = (x1,...,Ty).

Reparemos que, em particular, uma matriz A de ordem n pertence ao espaco W' =
M, (R)". Afirmamos que o conjunto W* possui uma estrutura de espaco vetorial e por-
tanto, podemos obter uma base para W* da seguinte maneira: Seja {ey,...,e,} uma base

(digamos, a canonica) de R". Tomando a = (ky, ko, ..., k) tal que |a| = k1 +- - -+ k, =k,

1 <p<neum vetor real x = (x1,...,z,) definimos
« [ 0% o _ ki1 ko k
e, (r) := 2%, onde 2% = )" wy*. .. .. .

Assim, obtemos o conjunto
By = {ej(x);la] = k,1 < p < n}

que é uma base de W,

n+k—1

A ) escolhas possiveis para a.. Daf, resulta que dim(W¥*) =

Observemos que existem (

n (n—O—lg—l) .

Defini¢ao 3.4. Definimos o Colchete de Livingston-Elliott como o produto |, gy :
Wi x WF — W tal que, dado a(z) € Wi e b(z) € WF, temos [a(z),b(x)]|pr =
Db(z).a(x) — Da(z).b(x).

Considerando a € W* como um campo a : R® — R", o colchete acima definido é uma
restricao do colchete de Lie para campos de R"™.

Notemos também que se a(x) € W, Da(z) é uma matriz com entradas sendo po-

linomios de grau k — 1.
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Definicao 3.5. Seja A € W!. Chamamos de representacdao adjunta, a transformacao

linear ady : W* — W* onde ad,(b)(x) = [Az, b(x)] para x € R e b(x) € WF.

Afirmamos que a definicao de ad4 a torna uma operacao que satisfaz as condigoes para

considera-la um colchete de Lie.

Proposicao 3.1. Se D ¢é uma matriz diagonal complexa de ordem n com spec(D) =
{hi €Cii=1,...,n}, entdo a matriz adp € diagonalizdvel com autovalores n {\5;|a| =

ki1 <p<n}onde Ny = (3 ki\i) — Ny, para a = (ky, ..., k).

Demonstragao. Seja D = diag(A1,...,\,). Vamos explicitar a matriz da transformagao

adp. Escolhendo qualquer vetor €9 € Bfy, temos que adp(ey)(z) = [Dz, e (x)], logo

0 0 0
)\1!131
0 0 e 0 \
222
[Dx, ey = kpahiTtahe | gkn poghighet gk oo g akighe | gkt
0 0 e 0
A
0 0 0
0
Npxiighe o pkn "
R n _ [(Zkl/\1> _/\p}ez(x).
0 i=1
0

O que nos da que adp possui quantidade suficiente de autovalores para ser diagonalizavel,

0 que prova a proposicao. ]

Proposicao 3.2. Se A =D + N € a decomposi¢cao de Jordan da matriz complexa A de

ordem n, entdo ads = adp + ady € a decomposicao de Jordan de ady em WF.

Demonstragao. Observemos que N e D comutam, ou seja, [N, D] = ND — DN = 0. Pela

identidade de Jacobi para [, |, vale que ad|y,p] = [adn,adp]. Com efeito, observemos
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que dado P(z) € W*,

adiv,pP(z) = [[N,D], P(z)] =[N, [D, P(z)]] - [D,[N, P(z)]]
— ady|D, P(z)] — adp|N, P(z)]
— ady adp(P(z)) — adp ady(P(z))
= lady, adp]P().

Portanto, tomando P(x) € W* obtemos
adiy,p)(P)(x) = [N, D], P(x)] = [0, P(z)] = 0

Portanto ady e adp comutam.

Acima ja provamos que adp é diagonalizavel e explicitamos seus autovalores. Nos
resta provar que que se N é nilpotente de grau [, entao ady ¢ nilpotente de grau d para
algum d > .

Sejam Ay, As, ..., Aq € M,(R) que comutam e dado I C {1,2,...,d}, tal que A; :=
[L;c; Ai- Afirmamos que

(ada, 0---oady,)(P(x)) (3.1)

com P(x) € Wk, ¢ soma finita de termos na forma
AJODtP(ZE)(AJIZL‘, ce ,AthL‘)7

onde Jy, Ji, ..., J; sdo dois a dois disjuntos e JoU---U J, = {1,2,...,d}.
Isso pode ser verficado usando indugao sobre d. Dado P(z) € W* sabendo que N! = 0,

consideramos

Aj=Ay=---=A4=N. (3.2)

Verificando os dois casos iniciais, para d = 1, temos

ada,(P(z)) = DP,(Ax) — A1 P(z).
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Para d = 2, temos

ada, © ada,(P(z)) = ada,([A2(2), P(2)]pL)
= ada,(DP(z)(Ayx — As(P(x))
= [Ai(z), DP(z)(A2z) — A2(P(x))]EL
= D?P(x)(Aiz, Ayx) + DP(x)(AsA1x) — A1 (DP(z)(Ay)) — As(P(x)),

portanto

ady o ady(P(z)) = D?P(x)(Nz,Nz) + DP(z)(Nz)
— N(Dp(z)Nz)—N?*(P(z))

Para algum d € N, (ady)?(P(z)) é soma de termos na forma
N0 <DtP(x)(NJ1x, NP%g. ... NJta:)) (3.3)

Por hipétese, (ady )™ (P(z)) = ady((ad,)?)) é a soma dos termos na forma

ady(N*D'P(x)(N"'z,... N"x))
E a soma dos termos da forma

AjD'(ada,,,(P(z)) = [Nz, N°D'P(z)(N"z,... N"z)]

que é a soma de termos da forma

N = DSP(Q:)(Nilx, o ,Nisx),

onde 49 +141 4+ - +is+s=d+ 1.
Agora, para ver que ady|wr é nilpotente, tomemos d > k+I1(k+1). Se Jo+- -+ J+t =
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d, entao, ou J; > [ ou t > k. Caso contrario, teriamos

Jot o+ttt < I+ Ltk
(1+1)
+ t) vezes

= t+DI+k<(k+1)l+k<d,

uma contradigdo. Dai, N’i = 0 ou D'P(z) = 0. Em todo caso, todos os termos

(adn)*(P(x)) sdao nulos. O
De imediato, temos

Proposigao 3.3. Seja A € M, (R) com os autovalores {\;; i = 1,2,...,n}. Entdo os

autovalores de ady em WF* sdo os mesmos definidos na proposicao .

Demonstracao. Basta observar que para A = D + N, pelo fato de N ser nilpotente,
seus autovalores sao todos nulos, portanto, podemos concluir que os autovalores de A
sao os mesmos de D. Agora sabendo que é valida a decomposicao ady = adp + ady,
e sabendo que ady ¢ nilpotente, temos, analogamente que seus autovalores sao todos

nulos e portando os autovalores de ad4 sao os mesmos de adp que foram explicitados na

proposicao [3.1] ]

Tendo em posse os autovalores de ad 4, estamos a um passo de poder provar o primeiro
grande resultado dessa secao. Assumimos ainda que todos os campos de vetores aqui vistos
sao analiticos e reais em R" e tem 0 como ponto critico. Entao, pela hipétese do campo
f ser real analitico, podemos escrevé-lo em termos de sua série de Taylor, ou seja, para

r € R", temos

fla)= Az + fO (@) + fO@) + -+ fOa) + .. (3-4)
Onde o
1
f® () Ela\:k 390{ :
tal que a = (ky, ..., kn), x® =2 ak2 zhn e fF e Wk

Teorema 3.4. (Teorema de Linearizacao Formal de Poincaré) Seja p(z) = Ax +p*(z) +
. um campo de vetores real-analitico que satisfazem a relagao de nao-ressonancia. Entao

existe uma série de poténcias formal para uma aplica¢io que lineariza p(x) prézima de 0.
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Demonstracao. Estamos em busca de um difeomorfismo analitico R : R"™ — R™ que
satisfaga a condicao de linearizacdo DR(x)P(x) = R.p(z)(R(x)), onde R.P = A e que
satisfaga. DR(0) = I e R(0) = 0. Supondo que tal difeomorfismo seja real-analitico,
podemos expandi-lo em termos de série de poténcias convergente, portanto, seja U um

aberto de R", para xg € U e coeficientes a; reais, temos

R(x):Zai(x—xo)izfx+R2+R3+...

1=0

Onde cada a;(x — x9)* = R € W'. Com isso, temos que a condicao de linearizagao acima,

requer que
(Iz+ DR*> 4+ DR® + .. ) (Az + p*(x) + p*(x) ...) = A(Az + R*(z) + R*(z) +...)

Agora vamos agrupar todos os termos de grau k > 1 indutivamente.

Para k£ = 1 temos

[x(Az) = A(Iz) = [z — A(Iz) = 0
Para k = 2, temos
Iz(p*(z)) + DR*(A(x)) = A(DR*(2)) = Iz(p*(z)) — A(DR*(z)) + DR*(A(z)) = 0
O que nos leva que para k > 2, temos
DRF(Az) — AR¥(z) + DR* 'p*(z) +---+p" =0 (3.5)

Onde cada monomio tem grau k.
Agora observemos que por hipdtese, os autovalores de A satisfazem a condicao de nao-
ressonancia, o que nos nos da que ad nao possui autovalores nulos, portanto, é inversivel

em W*, portanto, a equacio nos da que

AR¥(x) — DR*(Az) = p* + DR*'p?(2) +--- + DR*p"!
= —[Az, R¥(2)] = p* + DR 'p*(z) +--- + DR*p*!

= —adsR*(z) = p* + DR*"'p*(x) + - - - + DR*p*!
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O que finalmente resulta em
R¥(z) = —ad*(p* + DR*'p*(z) +--- + DR*p*™Y); k> 2e R'(z) = I.
O que nos da condicoes de gerar uma série de poténcias que expande R em termos de

analicidade e que satisfaz o problema de linearizacao. O

Agora tomemos L = {Ay, ..., Ay} uma édlgebra de Lie formada pelas matrizes reais A;
comi=1,....ke ¥ ={fi1,..., fx} outra dlgebra de Lie, agora formada pelos campos

de vetores reais f; : R - R", comi=1,...,k.

Teorema 3.5 (Critério de comutagao de Guillemin-Sternberg extendido). Uma dlgebra
de Lie composta por campos de vetores analiticos em R™, todos com 0 como ponto de
equilibrio em comum e termos lineares que nao se anulam, pode ser linearizada se, € so

se, ela comuta com um campo de vetores de Poincaré.

Demonstra¢ao. Relembramos que um campo de vetores de Poincaré é um campo p(x) =

Ax + p*(z) + p*(x) + ... que satisfaz

P2. Os autovalores \; de A nao satisfazem a relacao de ressonancia dada por

Ap =Y ki (3.6)
=1

Para inteiros nao-negativos k; tal que
> k> 1 (3.7)
i=1

P3. A envoltéria convexa do conjunto {Ay, ..., A,} nao contém 0.

Agora, vamos supor que .Z = {f1,..., fx} comuta com um campo de Poincaté p(z), ou
seja, ady(f)(x) = 0, para qualquer f € . Do teorema anterior, vimos que existe um
difeomorfismo na qual podemos escrever p(x) = Ax, logo [Ax,df (x) + f2(x) + f3(x) +
-+++] = 0, onde df(x) é a parte linear do campo f, o que implica que Az comuta com
qualquer termo da expansao de f(x), portanto pela linearidade de ad4 temos ad(f*) =0

para todo inteiro k. Como A é um campo de vetores de Poincaré, ele satisfaz a condigao de
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nao-ressonancia, temos entdo que f¥ =0 para k > 1, o que nos dd ads Az = [Az, Ax] =0
portanto . é linear, j4 que f é um campo arbitrario.

Agora se R(z) = y lineariza £, temos que p(z) = DR '(z)AzR(z) comuta com
f e . Com efeito

adpf(x) = df(a)p(e) — Avf(z) = df () AR, AvR() —Aw AR df (2) R(a)

p(%) £(x)

= ArdR;'AzR(z) — AxdR,'AxR(x) = 0.

Resta observar a identidade de Jacobi. Dados f, g € .2, queremos que ad,|f(x), g(x)] =
lad,, f(x), 9] + [f(2), adpg(z)], logo

ady[f(z), 9(x)] = [p(x), [f(z), g(z)] =
[p(z), dg(f(x))] — [p(x), df (g(z)] = 0

Se x = 0, portanto temos a comutatividade entre um campo de Poincaré p(x) e a dlgebra

de Lie de campos .Z. n

65



Apeéendice A
Os Teoremas de Hartman-Grobman

Neste apéndice, apresentamos dois resultados cléssicos e fundamentais da teoria da
linearizagao devidos a P. Hartman e D. Grobman [19,20]. Iniciaremos com uma demons-
tracao do Teorema de Hartman-Grobman para difeomorfismos, seguindo a trajetéria de
Castro [7] e Palis & Melo [3], o que nos levard a provar também o mesmo teorema para

campos de vetores.

A.1 Os Teoremas de Hartman-Grobman

Definicao A.1. Seja X um difeomorfismo de classe C*, X : U C E — E. Dizemos que

p € U é um ponto fixo hiperbdlico se o DX (p) é um isomorfismo linear hiperbdlico.
FEis o enunciado do primeiro resultado importante deste capitulo:

Teorema A.1 (Teorema de Hartman-Grobman para difeomorfismos). Sejam, X : U C
E — F de classe C* e p € U um ponto fivo hiperbélico de X. Seja A= DX (p): E — F.
Entao existem vizinhangas V, de p em R™, Uy de 0 também em R"™ e um homeomorfismo
h: Uy —V, tais que:

hoA=Xoh.

Antes de iniciar a demonstragao, adicionaremos o seguinte lema, cuja demonstragao

pode ser vista em Castro [7], na pagina 198.

Lema A.2. Seja A: E — E um automorfismo hiperbolico do espaco de Banach E, entao
e > 0 tal que ¢1 e ¢y sao ambas fungoes continuas e limitadas, ¢1, ¢ : E — E com

constante de Lipschitz menor ou igual a €, entao A+ ¢ e A+ ¢ sdo conjugados.
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A ideia do lema acima é basicamente encontrar um homeomorfismo tnico h: £ — F

que conjuga A + ¢1 e A+ ¢, ou seja
ho(A+ ¢1) = (A+ ¢2)oh.

Lema A.3 (Desigualdade de Gronwall). Sejam u, v : [a,b] — R fung¢des continuas nao-

negativas e continuas que para o > 0 satisfazem u(t) < fiu(s)v(s)ds, Vt € [a,b]. Entao
u(t) < aelave)ds, (A.1)

Demonstragao. (Teorema de Hartman-Grobman para difeomorfismos)

Primeiramente, vamos supor, sem perda de generalidade, um difeomorfismo f deninido
numa vizinhanga V' para outra W de zero no espago de Banach E = T,M, onde M ¢
uma variedade qualquer e T, M é o espago tangente a p € M, com f(0) = 0. Tomemos
eg > 0 tal que A + ¢ é conjugado a A no espaco E, para todo A limitado por uma
constante de Lipschitz menor que ¢y. Podemos tomar uma vizinhanga B(0,7) C V. NW
tal que (A+¢)|B(0,3) = f|B(0, ) tal que (A4 ¢)[(B(0,7)° = A, onde ¢ é limitada com
constante de Lipschitz menor ou igual a ¢g. Como consequéncia da conjugagao de (A+ ¢)
por A em E, temos que existe um homeomorfismo h : F — E que dista finitamente de [
tal que ho A = (A + ¢) o h.

Precisamos provar agora que h™* é ponto fixo tinico de A, o que implica que h(0) = 0.
Para isso, notemos que como A é isomorfismo hiperbdlico, seu tinico ponto fixo é 0. Isso

implica que (A + ¢) possui um nico ponto fixo. Se p é ponto fixo de (A + ¢) temos

ho AT (p)) = (A+0)oh(h™) =
hoAoh™(p) = (A+¢)(p)=p=Aoh ' (p)=h""(p)

Provando o que queriamos. Agora, restringindo h a uma vizinhanca U := U(0) C B(0, §

tal que U’ := h(U(0)) C V. Portanto, para todo x € U N A~1(U), vale
ho A(z) = f o h(x)

Provando entao o teorema de Hartman-Grobman para difeomorfismos. O]

67



A. Os Teoremas de Hartman-Grobman

Antes de finalmente enunciar e provar um dos resultados mais pertinentes desse tra-
balho, precisamos de alguns resultados adicionais que serao utilizados na prova. Assim

segue:

Lema A.4. Seja f : V C R* — R" um campo de vetores de classe C*, k > 1, com
f(0)=0. Seja L=Df(0) = (Df)o. Dado e >0, existe um campo w : R™ — R™ tal que:

1. O campo w tem constante de Lipschitz limitada por K, portanto, o fluxo induzido

por w estd definido em R x R™;
2. w= L fora de uma bola aberta B(0,r);
3. FExiste um aberto U CV tal que 0 e U ew = f em U;

4. Fazendo wy = Ly + ¢y, existe M > 0 tal que |¢;] < M para todo t € [—2,2] e ¢y tem

constante de Lipschitz menor ou iqual a €.

Demonstracao. Fazendo L = D fy, temos f = L + 1 onde v : V — R" é de classe C* tal
que 1(0) = 0 e Dipy = 0. Agora, seja 3 : R — R de classe C" tal que 3(R) C [0,1], B(t) =
I,set < 5ef(t)=0set>r. Agora,sejap:R" — R" definida por p(z) = B(|z|)Y(z) se
reVep(r)=0sex e R"—V. Agora, tomemos um § > 0 tal que podemos escolher um
r > 0 de tal forma que p seja de classe C* e seja lipschitziana, o que nos leva a p = 1) em
B(0,3) e p= 0 fora de B(0,7). Tomemos um campo de vetores w : R" — R™ definido por
w = L+ 1, teremos que w = f em B(0,%), w = L fora de B(0,r) e w satisfaz a primeira
propriedade.

Agora, usando a desigualdade de Gronwall, temos que
wi(x) — wi(y)| < o —y| < .|z —y.
Agora, tomando ¢, = w; — L, temos

¢u(x) — duly) = /O [Y(wa(2)) = ¢ (ws(y))]ds +/0 L(ps(x) = dsly)ds =

6u(0) — i)l < 6. Jx—yl2+ | / L(6s(x) — 64(y)ds]
< 5K |- yl2t / VLl és(a) — bu(y)lds.
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Aplicando a desigualdade de Gronwall, temos
160(x) — ¢u(y)| < 6.62K |z — y|.2.el P10 < 562K |2 — ). 2,27

Pelo lema [1.16] podemos fazer com que 1 tenha constante de Lipschitz menor ou igual
e
(e2K.2.e2IILl)
[—2,2] é limitada. De fato, se z € B(0,r)

a , sendo ela > 4. Isto implica que Lip(¢;) < e. Agora, temos que |¢y|, t €

|pe(x)| = |pe(z) — ¢ (0)] < er.

Agora, se v ¢ B(0,r), entao

t

|01(2)] = [de(x) — @ (0)] = |/O [W(ws(x)) — P(ws(0)lds + [ L(¥s(x) — ¢5(0))ds]

0

< /O e.rds + | /O L((z) — 12(0))ds|
< 20+ L) / 64(2) — 64(0)lds,

Entao, novamente, pela desigualdade de Gronwall, existe uma constante M > 0 tal

que ¢y(x)| < M, Vz e R" eVt € [-2,2]. O

Lema A.5. Seja f : U — R™ um campo de vetores, e ¢; seu fluro. Entao p é uma
singularidade hiperbolica de f < p € ponto fixo hiperbélico do difeomorfismo @1, de tempo
1 de f.

Demonstracao. Para provarmos a ida, supomos que p seja um ponto fixo hiperbdlico do
campo f para t = 1, temos que, pela versao de difeomorfismos do teorema de Hartman-
Grobman, que todo ponto fixo hiperbédlico de um difeomorfismo ¢ isolado. O ponto p nao
pode pertencer uma érbita periddica de periodo 1. Se isso ocorresse, todos os pontos da
orbita seriam pontos fixos para ¢1, o que contraria o fato de p ser isolado. Portanto, como
o(n,p) = pV¥n € N e ¢(.,p) ndo é periédica regular, logo p é uma singularidade isolada
do campo ¢;.

Agora, vamos mostrar que p é uma singularidade hiperbdlica. Primeiramentem temos

que, através da dependéncia diferenciavel em relagao as condigoes iniciais, temos que 0,
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é solucdo de Z' = Df(p).Z; Zy = I. Portanto, 0,p(t,p) = e!P#1®) de onde temos

Dfp _ xSD(Lp) — De1(p)

Entdo, o o espectro de ¢;(p) é dado por ePctP¢1(P) o que implica em |\ # 1,V\ €
spec(Dp1(p)).

Para a volta, se p é singularidade hiperbdlica do campo f, entao p é ponto fixo de

©1- L]

Enfim, estamos em condig¢oes de provar o teorema de Hartman-Grobman para campos.

Teorema A.6 (Teorema de Hartman-Grobman para campos de vetores). Seja f : E —
R"™ um campo de vetores de classe C*, k > 0 e p uma singularidade hiperbdlica de f.
Escrevendo L = Df,, entao f € topoldgicamente conjugado a L, em vizinhancas de p e

zero, respectivamente.

Demonstracdo. Seja w : R® — R”™ um campo de classe C*. Nos é garantido que w = f
em U, numa vizinhanca do ponto zero, portanto, a identidade conjuga localmente w e
f no aberto U. Sabemos que a conjugacao é uma relacao de equivaléncia, portanto,
vale a transitividade. Resta provar que os fluxos w; e L; sao conjugados para todo t
real. Como (Dw)y = L, temos que (Dw;)y do difeomorfismo w; aplicado a origem é
L, = e, De fato, escrevendo o(t, x) = wy(x), temos (Dw;)(z) = % como solugao de
Z' = Dw(p(t,x)).Z, com condigao inicial Z(0) = I.

Sendo x = 0 uma singularidade, temos ¢(t,0) = 0, portanto, a tultima equagao do

pardgrafo acima fica

Z'=Dw(0).Z = L.Z,para Z(0) = I.

O que implica que (Dw;)(0) = e = (Dw,)(0) = e = L;. Logo, o difeomorfismo
w; = Ly + ¢ possui a origem como ponto fixo hiperbdlico, e ¢; como resto de sua
derivada L, na origem. Sabemos que existe um tnico homeomorfismo A : R®* — R" que
dista finitamente da identidade, satisfazendo h o w; = L; o h. Precisamos mostrar que
tal homeomorfismo h conjuga os fluxos de w e L para todot € R e x € R", ou seja,
howy(x) = L; o h(x), o que nos levara, indutivamente, ao fato de w ser conjugado a L

por h.
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Definimos H : R™ — R" por
1
H(z) = / L_y o how(x)dt.
0

Claramente, H é continua, e sabemos, pelo lema 4.7, que H dista finitamente da identi-

dade. Agora vamos mostrar que para todo s € R vale que
How,=L,0H.

Para fazer essa verificacao, temos que mostrar que H é um homeomorfismo, e que a
expressao conjugagao acima vale pra qualquer s no intervalo fechado [0, 1], pois dado

q € R, podemos escrever ¢ =n+ s com n € Nes € [0,1]. Temos entao,
Howy,=Howjow;o---0wjows
onde cada w; é iterado um total de n vezes. Dali,
LioHowjowjo---owjows= Lyys0H = L,oH.
Se ¢ < 0 e H possuir inversa, entao
Howy=(wqoH ) ' =(H " oL ) ' =L,0H

Finalmente, obtendo a comprovacao da igualdade.

Seja s € [0, 1], temos
1
L sjoHows = Lso</ L,tohowtdt)ows
0
1
= /L_SOL_tOhowtowsdt
0

1
= / L_(s4t) 0 how,ydt.
0

A peniltima igualdade é decorrente da linearidade de L_,, com s fixo, e que se a
composi¢ao com w, estivesse a direita, nao poderiamos o por ”"dentro” da integral. Na

ultima igualdade, usamos a propriedade dos grupos de fluxos de w e L.
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Tomando v =t + s — 1, obtemos,

| |
/ L_(s4ryohowpsdt = / L7 i1y L—(us1y © h o wyqrdu
0 _

1+s

0 s
= / L_(ys1y0 howyqrdu + / L_(ys1y 0 howyyidu.
—14s 0

Fazendo v = u + 1, obtemos

1 s
L ,oHow, = /Lvohowvdv—l—/Luo(Llohowl)owudu
s 0

1
= / L,ohow,du=H.
0

Temos, portanto, a continuidade de H e o fato de que ela semiconjuga wy e L;. H dista

finitamente da identidade: dado ¢ € [0, 1],

Ljohow =L o(l+g)o(Li+¢;) = [+Lyod+Lyogoli+L40gog,

1
= H(x) ::/ L_sohow(x)dt
0

1 1
= /I+§dt_l+/§tdt,
0 0

1 1
|/ Qt(:v)dt|§/ Mdt = M.
0 0

Da unicidade provada no lema[A.2] temos que H = h, que é um homeomorfismo, portanto,

Com

h conjuga os fluxos de w e L para qualquer tempo s. O
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